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УДК 517.95 
 
Н. П. Процах 
 
ЗАДАЧА БЕЗ ПОЧАТКОВИХ УМОВ ДЛЯ НЕЛІНІЙНОГО 
УЛЬТРАПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ З ВИРОДЖЕННЯМ 
 

Розглянуто змішану задачу для нелінійного виродженого ультрапараболічно-
го рівняння другого порядку. Досліджено існування узагальнених розв’язків ці-
єї задачі в обмеженій області, а також слабких розв’язків (у сенсі границі по-
слідовностей) задачі без початкових умов для цього рівняння. 

 
1. Вступ. У цій праці розглянуто змішані задачі для ультрапараболіч-

ного рівняння другого порядку, яке містить виродження. Знайдено умови, 
за яких існує розв’язок змішаної задачі для цього рівняння та умови слаб-
кої розв’язності задачі без початкових умов для вказаного рівняння. Понят-
тя сильного та слабкого розв’язку задачі без початкових умов введено по-
дібно, як у праці [17], яка стосується гіперболічних операторів. 

Зауважимо, що задачі для рівнянь ультрапараболічного типу виника-
ють при ймовірнісному описуванні процесів дифузії з інерцією, в економіці, 
фінансах тощо [3, 15, 16, 18]. Питання про розв’язність задачі Коші та побу-
дову фундаментальної системи розв’язків для ультрапараболічних рівнянь 
розглядались у [3–6, 15, 16, 18–20], а розв’язність змішаних задач і задач 
без початкових умов – у [1, 8, 9, 12–14, 21]. На відміну від праць [1, 8, 9], де 
досліджено існування та єдиність розв’язків крайових задач для рівнянь з 
монотонною головною частиною, у цій праці досліджено існування розв’яз-
ків рівняння з оператором в головній частині, який не є монотонним.  

2. Задача з початковою умовою. Hехай nΩ ⊂ R  – обмежена область з 
межею ∂Ω ; 0y < + ∞ , 0(0, )D y= Ω × , 0(0, ) (0, )G y T= × ; ( , )TQ D T= × − ∞ , 

0, (0, )TQ D T= × , 0,0 ;  (0, )T Q Dτ< < + ∞ = × τ , 0,(0, ,  TT D Q tττ ∈ = = τ∩] { } ; 

2C∂Ω ⊂ , 0, 0(0, ) (0, )T y TΣ = ∂Ω × × , 0(0, ) ( , )T y TΣ = ∂Ω × × − ∞ .  

В області 0 TQ ,  розглянемо змішану задачу  

 2

1

( , , ) ( , , ) ( , , )
i i

n
p

t y i x x
i

u x y t u a x y t u u f x y t−

=
− λ − =∑( ) , (1) 

 
0,

0( , , ) 0,      ( , ) (0, ),      0
T

u x y t x t T u
Σ

= ∈ Ω × = , (2) 

 0( , ,0) ( , )u x y u x y= . (3) 

Стосовно коефіцієнтів ( , , ),  1, ,ia x y t i n= … , та ( , , )x y tλ  рівняння (1) 
припускатимемо виконання умов: 

(A) 0( ),  ( , , ) 0i T ia L Q a x y t a∞∈ ≥ >  майже для всіх ( , , ) ,  1, ,Tx y t Q i n∈ = … ; 

(L) ( ),  ( )T y TC Q L Q∞λ ∈ λ ∈  майже для всіх ( , , ) Tx y t Q∈ ; 

(P) 2 p< < + ∞ . 
Будемо розглядати такі простори: 

 
0,

2
1 0, 0, 0,( ) ( , , ) : ( ),  , ( ),  1, , ,  0

i T

p
T T x TW Q v x y t v L Q v v L Q i n v

Σ
= ∈ ∈ = =…{ } , 

 ( 2) 22 2 1
0, 0, 0,( ) ( , , ) : ( ),  ( ), 0, ; ( )pp

T T y TW Q v x y t v L Q v L Q v v L T H D−= ∈ ∈ ∈{ ( )/ , 

 
0,

00,  ( , , ) 0,  ( , ) (0, )
T

v v x y t x t T
Σ

= = ∈ Ω × } ,  

 1 0, 0
2

( ) ; ( ) ,       2
2

p r
T

p nV Q L G H r
p

− = Ω = + 
 

( ) . 
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Твердження. Нехай 
0,

( 2) 2 1
0: ( ),  0,  ( , , ) 0

T

pS v v v H D v v x y t−
Σ

= ∈ = ={ / , 

( , ) (0, )x t T∈ Ω × }  і функція 
1

2 2

1

( ) ( )
i

pn
p

x
iD

M v v v dxdy−

=

 =  
 ∑∫

/

.  

Тоді: 

(і) функція ( ) 0M v ≥  на S  і ( ) ( )M v M vλ = λ  для довільного числа 1λ∈R ;  

(іі) виконуються вкладення ( )sS L D⊂ , де 2 s p< ≤ ; 

(ііі) множина : ,  ( ) 1v v S M v∈ ≤{ }  відносно компактна в ( )sL D .  

 Д о в е д е н н я.  Зауважимо, що ( ) 0M v ≥  і  

 
1

2 2

1

( ) ( ) ( )
i

pn
p p

x
iD

M v v v dxdy M v−

=

 λ = λ = λ 
 ∑∫

/

.  

Покладемо ( 2) 2( ) pv v v−β = / . Нехай 
1m m

v S∞
= ∈{ } . Тоді ( )mvβ  обмежена 

в 
0,

def
1

0 2( ),  0,  ( , , ) 0,  ( , ) (0, ) ( )}
T

v v H D v v x y t x t T W D
Σ

: ∈ = = ∈ Ω × ≡{ . Простір 

2 ( ) ( )qW D L D⊂  при 
2( 1)

1
n

q
n

+
≤ −

 (або q  – довільне скінченне число при 1n = ). 

Звідси отримуємо, що 

 
1

( 2) 2
q

qp
m m

D

v v dxdy−  = 
 ∫ ( )

/
/  

 
1 (2 ) ( 2)

2 2
q pq p

pq pq
m m

D D

v dxdy v dxdy
⋅

   = = < ∞   
   ∫ ∫

/ / /
/ / . 

Тому 2( )pq
mv L D∈ /  і, крім того, mv v→  слабко в 2 ( )pqL D/ . Оскільки вкла-

дення 2
2 ( ) ( )W LΩ ⊂ Ω  є компактним, ( )v Sβ ∈ , то за теоремою 5.1 [11, с. 70] 

( )mvβ → χ  сильно в 2( )L D  і майже всюди. Оскільки ( )λ → β λ  – монотонне, 

то 1( )mv −→ β χ  майже всюди, а, отже, і в 2 ( )pqL D/ . Тому 1( ) v−β χ = .  Отже, 

mv v→  слабко в 2 ( )pqL D/  і майже всюди.  

Згідно з теоремою Єгорова для всіх 0ε >  існує така множина E D⊂ , 
що mesE < ε  і збіжність mv v→  рівномірна в \D E . Тоді для 2 /2s pq< <  

 
\

s s s
m m m

D E D E

v v dxdy v v dxdy v v dxdy− = − + −∫ ∫ ∫ . (4) 

Оскільки  
2 ( )

2 1
s pq

s pq
m m

E E

v v dx dy v v dxdy −θ − ≤ − ⋅ ε 
 ∫ ∫

/
/ ,  

де 2s
pq

θ = , то з (4) випливає, що s
m

D

v v dxdy− < ε∫ . Тому mv v→  сильно 

в ( )sL D ,  де 
2
pq

s < . Виберемо s p≤ . Тоді твердження доведено. ◊ 

Зауваження. На підставі твердження 1 отримуємо, що виконуються 
всі умови теореми 12.1 з [11] про заміну простору.  

Означення 1. Узагальненим розв’язком задачі (1)–(3) назвемо функцію 

0, 1 0,( ),  ( )T t Tu W Q u V Q∗∈ ∈ , яка для довільної функції 1 0,( )Tv W Q∈  задоволь-

няє рівність  
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0,0

, ( , , )

T

T

t y
Q

u v dt x y t u v+ − λ +∫ ∫  

 2

1

( , , ) ( , , ) 0
i i

n
p

i x x
i

a x y t u u v f x y t v dxdydt−

=

+ − =∑  (5) 

і початкову умову (3). Тут ,⋅ ⋅  – скалярний добуток в 1 0,( )TV Q∗ . 

Доведемо існування узагальненого розв’язку задачі (1)–(3).  
Теорема 1. Нехай виконуються умови (A), (L), (P), крім того, , yf f ∈  

2 2 2
0, 0, 0 0 0( ),  ( ),  , ( ),  ( , , ) 0T iy T yL Q a L Q u u L D f x y t∈ ∈ ∈ =  для ( , ) (0, )x t T∈ Ω × . 

 Тоді існує узагальнений розв’язок задачі (1)–(3).  

Д о в е д е н н я.  Нехай 1
k

k
∞

=ϕ{ }  – ортогональна база простору 0 ( )rH Ω , 

ортонормована в 2( )L Ω , де 
kϕ  – власні функції задачі 

0 ( )
( , ) ( , )r

k k
kH

v v
Ω

ϕ = ν ϕ , 

0u ∂Ω = , які відповідають власним значенням kν , і такі, що з включення 

ϕ ∈ Ω0 ( )k rH  випливає, що 
2

( )p

i j
L

x x
∂ ϕ ∈ Ω

∂ ∂
. Для того щоб це вкладення вико-

нувалося, можна вибрати 
2

2
2

p nr
p

− = + 
 

. Тоді 
2

( 2) /2 /
0 ( )p n p

i j
H

x x
−∂ ϕ ∈ Ω

∂ ∂
( )( ) . 

Нехай 

0

(2 1)
cos

2
m s

y
y
− π

ψ = , 1m ≥ , 
2 2

2 2
1

x
nx x

∂ ∂∆ = + +
∂ ∂

… . Позначимо 
,

, 1
k m

k m
∞

=ϕ ={ }  

, 1( ) ( )k m
k mx y ∞

== ϕ ψ{ } . Очевидно, що, оскільки ,
0 00, ; ( )k m p rL y Hϕ ∈ Ω( ) , то 

2

00, ; ( )
i j

p pL y Lx x
∂ ϕ ∈ Ω∂ ∂ ( ) . 

Розглянемо функції ,

, 1

( , , ) ( ) ( , ),  1,2,
N

N N k s
ks

k s

u x y t c t x y N
=

= ϕ =∑ … , де ( )N
ksc t  

є розв’язком задачі 

 
2, , ,

1

( , , ) ( , , )
i i

n pN k s N k s N N k s
t y i x x

iD

u x y t u a x y t u u dxdy

τ

−

=

 ϕ − λ ϕ + ϕ =  ∑∫  

 ,( , , ) k s

D

f x y t dxdy

τ

= ϕ∫ , (6) 

 0(0) ,        , 1, ,N N
ks ksc u k s N= ∈ …{ } , (7) 

 ,
0 0 0 0 ( )

, 1

( , ) ( , ),    lim 0
N

N N k s N
ks W DNk s

u x y u x y u u
→∞=

= ϕ − =∑ . 

За теоремою Каратеодорі [7, с. 54] існує абсолютно неперервний на 

0 00, ,  Tτ τ <[ ] , розв’язок задачі (6), (7). З оцінок, одержаних нижче, випли-

ватиме, що 0 Tτ = . Введемо позначення 

  
0, 0,

1 1ess sup ( , , ) ,       max ess sup ( , , )
T T

y iy
iQ Q

x y t a a x y tλ = λ = . 

Домножимо (6) на ( )N t
ksc t e− α , де стала 1 2α = λ + , підсумуємо за s  і k , 

проінтегруємо за t  по проміжку 0, τ[ ] : 

 

0,

2 2

1

( , , ) ( , , ) ( )
i

n pN N N N N N
t y i x

iQ

u u x y t u u a x y t u u

τ

−

=

 − λ + − ∑∫  

 ( , , ) 0N tf x y t u e dxdydt− α− =
. (8) 
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Перетворимо та оцінимо кожний доданок отриманої рівності: 

 

0,

2
1

1 ( )
2

N N t N
t

Q D

I u u e dxdydt u e dxdy

τ τ

− α − ατ≡ = −∫ ∫  

 

0 0,

2 2
0

1 ( ) ( )
2 2

N N t

D Q

u dxdy u e dxdydt

τ

− αα− +∫ ∫ , 

 

0,

2

2
0

1( , , ) ( ,0, )
2

N N t N t
y

Q

I x y t u u e dxdydt x t u e dxdt

τ

τ
− α − α

Ω

≡ − λ = λ +∫ ∫ ∫  

 

0,

21 ( , , )
2

N t
y

Q

x y t u e dxdydt

τ

− α+ λ∫ , 

 

0,

2 2

3
1

( , , )
i

n pN N t
i x

iQ

I a x y t u u e dxdydt

τ

− − α

=

≡ ≥∑∫  

 

0,

( 2) 2 20
2

1

4
i

n pN N t
x

iQ

a
u u e dxdydt

p
τ

− − α

=
≥ ∑∫ ( )( )

/
, 

 

0, 0,

22
4

1( , , ) ( , , )
2

N t N t

Q Q

I f x y t u e dx dydt f x y t u e dxdydt

τ τ

− α − α ≡ ≤ + ∫ ∫ . 

Звідси та з (8) одержимо нерівність  

 2 2

0

( ) ( ,0, )( )N N t

D

u e dxdy x t u e dxdt

τ

τ
− ατ − α

Ω

+ λ +∫ ∫ ∫  

 

0,

2( 2) 20
2

1

2
i

n pN N t
x

iQ

a
u u e dxdydt

p

 
 
 
 

τ

− − α

=
+ ≤∑∫ ( )

/
 

 

0, 0

2 1 2 2
0( 1 )( ) ( )N t N

Q D

f u e dxdydt u dxdy

τ

− α≤ + λ + − α +∫ ∫[ ] . (9) 

Врахуємо вибір α . Тоді з (9) випливає оцінка 

 2 2

0

( ) ( ,0, )( )N N t

D

u e dxdy x t u e dxdt

τ

τ
− ατ − α

Ω

+ λ +∫ ∫ ∫  

 

0

( 2) 2 22

1
i

n pN N N t
x

iQ

u u u e dxdydt

,τ

− − α

=

 
+ + ≤ 

 
∑∫ ( )( )

/
 

 

0, 0

2 2
1 0( ) ,       (0,

Q D

M f dxdydt u dx dy T

τ

 
≤ + τ ∈ 

 
∫ ∫ ] , (10) 

у якій стала 1M  не залежить від N .  

Оскільки 
0 0

(2 1) (2 1)
cos cos

2 2m
yy

m m
y y

y y
− π − π  = − ω 

 
, де 

2

0

(2 1)
2m

m
y

y
− π ω =  

 
, 

то домножимо (6) на , ( )N
k m mc t ω , підсумуємо за ,s m , проінтегруємо за t  від 

0 до τ  та замінимо значення ,
,

, 1

( ) ( , )
N

N k m
k m m

k m

c t x y
=

ω ϕ∑  з попереднього виразу 

на N
yyu− . Матимемо 
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0,

2

1

( , , ) ( , , )
i i

n pN N N N N N N t
t yy y yy i x x yy

iQ

u u x y t u u a x y t u u u e dxdydt

τ

− − α

=

 − + λ + =  ∑∫  

 

0

( ) N t
yy

Q

f x y t u e dxdydt

,τ

− α= − , ,∫ . (11) 

Перетворимо та оцінимо кожний з доданків цієї рівності окремо:  

 

0, 0

2 2
5 0

1 1( ) ( )
2 2

N N t N N
t yy y y

Q D D

I u u e dxdydt u e dxdy u dxdy

τ τ

− α − ατ≡ − = − +∫ ∫ ∫  

 

0

2( )
2

N t
y

Q

u e dxdydt

,τ

−αα+ ∫ , 

 

0,

2
6

0

1( , , ) ( ,0, )( )
2

N N t N t
y yy y

Q

I x y t u u e dxdydt x t u e dxdt

τ

τ
− α − α

Ω

≡ λ = λ −∫ ∫ ∫  

 

0,

21 ( , , )( )
2

N t
y y

Q

x y t u e dxdydt

τ

− α− λ∫ , 

 

0,

2

7
1

( , , )
i i

n pN N N t
i x x yy

iQ

I a x y t u u u e dxdydt

τ

− − α

=
≡ − =∑∫  

 

0,

2

1

( ( , , ))
i i

n pN N N
i y x x y

iQ

a x y t u u u

τ

−

=

= +
∑∫  

 
2 2

1

( 1) ( , , ) ( )
i

n
pN N t

i x y
i

p a x y t u u e dxdydt
− − α

=

+ − ≥
∑  

 

0,

1 2 2
0

1

( 1) ( )
2 i

n pN N
x y

iQ

aa p u u

τ

−

=

 δ ≥ − − −  
∑∫  

 
1 2 2

1

( )
2 i

n pN N t
x

i

a u u e dxdydt
− − α

=

− δ 
∑ , 

 

0, 0,

2 2
8

1( , , ) ( , , )
2

N t N t
yy y y

Q Q

I f x y t u e dx dydt u f x y t e dx dydt

τ τ

− α − α ≡ ≥ − + ∫ ∫ . 

З рівності (11) на підставі оцінок інтегралів 5 8I I−  отримаємо нерівність  

 

0,

22 1 2
0

1

( ) (2 ( 1) ) ( )
i

n pN N N t
y x y

iD Q

u e dxdy a p a u u e dx dydt

τ τ

−− ατ − α

=
+ − − δ ≤∑∫ ∫  

 

0,

2 1 2( 1 )( )N t
y y

Q

f u e dxdydt 
  

τ

− α≤ + λ + − α +∫  

 

0 0

1 22 2
0

1

( ) ( )
2 i

T

n pN N N t
y x

iD Q

au dxdy u u e dxdydt

,

− − α

=

+ +
δ ∑∫ ∫ . (12) 

Врахуємо вигляд α  і застосуємо (10). Матимемо оцінку  

 

0 0

22 2 2

1

( ) ( ) ( )
i

n pN N N N
y x y y

iD Q Q

u dxdy u u dxdydt u dxdydt

τ ,τ ,τ

−

=

 
+ + ≤ 

 
∑∫ ∫ ∫  

 

0

2 2
2

T

y
Q

M f f dxdydt 
 
 

,

≤ + + ∫  

 2 2
0 0( ) ( ) ,        (0,y

D

u u dxdy T+ + τ ∈∫ ][ ] , (13) 

у якій стала 2M  не залежить від N .  
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Оскільки  

 

0, 0,

2 22( 2) 2 2

,
0

4

i

T T

x
p pN N N N

y y
Q Q

p
u u dxdydt u u d dxdydt

− −
ξ

   = ξ ≤   
   ∫ ∫ ∫

/( )  

 

0,

2 2 2
,

0

( )
4

i

T

x
pN N

i y
Q

p
x u u d dxdydt

−
ξ≤ ξ ≤∫ ∫  

 

0,

2 22 2

1

(mes ) ( )
4 i

T

n pN N
x y

iQ

p
u u dxdydt

−

=

≤ Ω < ∞∑∫ , 

де 1 2 1 1 1( , , , , , , , , )i i n nu u x x x x x xξ − + − ξ≡ ξ… …( ) , то 
( 2) 2 2

0,( )
pN N

y Tu u L Q
−

∈( )
/

.  

 Нехай NP  – ортогональний проектор в 2( )L D  на 1,1 ,, , N Nϕ ϕ…{ } :  

 
2

1

( , , ) ( , , ) ( , , )
i i

n
pN N N N

N t N y i x x
i

P u P x y t u a x y t u u f x y t
−

=

 = λ + + ∈ 
 ∑( )  

 2
0, 1 0, 1 0,( ) ( ) ( )T T TL Q V Q V Q∗ ∗∈ + ⊂ . (14) 

Цей оператор є обмеженим у просторах 2 2( ); ( )L D L DL( ) , 1 1( ); ( )V D V D∗ ∗L( ) , 

1 1( ); ( )V D V DL( ) . 

Зауважимо, що простір 1 0,( )TV Q∗  банаховий, 1 0,( )t Tu V Q∗∈  і 1 0,( )TV Q∗ =  

; ( )p rL G H′ −= Ω( ) . 

Оскільки 
( 2) 2 2

0,( )
i

pN N
x Tu u L Q

−
∈( )/

, то 

0,

( 2) 2 2
0,( ),         

T

p pN N N
T

Q

u u L Q u dxdydt
−

∈ < ∞∫
/

,  

а тому 0,( )N p
Tu L Q∈ . З оцінок (10), (13), (14) випливають такі збіжності де-

якої підпослідовності послідовності 1
N

Nu
∞

={ }  (за якою збережемо те ж саме 
позначення): 

 Nu u→   ∗ -слабко в 2(0, ); ( )L T L D∞( ) , 

 Nu u→   слабко в 0,( )p
TL Q , 

 
( 2) 2pN Nu u

−
→ χ

/
 слабко в 2 (0, ; )L T S , 

 N
y yu u→  ∗ -слабко в 2(0, ); ( )L T L D∞( ) , 

 N
t tu u→  слабко в 1 0,( )TV Q∗ . (15) 

Покладемо 
0,

( 2) 2 1
0: ( ), 0,  ( , , ) 0, ( , ) (0, )

T

pS v v v H D v v x y t x t T−
Σ

= ∈ = = ∈Ω ×/{ } , 

1
2 2

1

( ) ( )
i

pn
p

x
iD

M v v v dxdy−

=

 =  
 ∑∫

/

. Тоді, згідно з твердженням, ( ) 0M v ≥  на S , 

( ) ( )M v M vλ = λ  для довільного числа 1λ ∈ R  та, зокрема, ( )pS L D⊂ ⊂  

00, ; ( )( )p rL y H′ −⊂ Ω , множина : ,  ( ) 1v v S M v∈ ≤{ }  відносно компактна в 

( )pL D . Крім того, 2 2

10 0

( ) ( )
i

T T n
pN p

x
iD

M u dt v v dxdydt C−

=

= <∑∫ ∫ ∫[ ]  та tu ∈  

1 0,( ) ; ( )p r
TV Q L G H

′∗ −∈ ⊂ Ω( ) . Тоді за теоремою 12.1 з [11]  

 Nu u→  сильно в 0,( )p
TL Q  і майже всюди. (16) 
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Нехай 0; ( )p rv L G H∈ Ω( ) . Оцінимо функціонал  

 

0,

21( , )
1

T

pN N
x

Q

a u v u u vdxdy
p

−
= − ∆ ≤

− ∫  

 
0,

0,

2

( )
( )

1
1 p

p T
T

pN
x L Q

L Q
u u v

p ′

−
≤ ∆ ≤

−
 

 
00,

1

( ; ( ))( )
p rp

T

pN
L G HL Q

C u v′
−

Ω≤ . 

Тоді ( , ) ( ( ), )a u v g u v= , де 
0 0,( ; ( )) ( )

( ) p r p
T

N N

L G H L Q
g u C u

Ω
≤ . Отже, ( )Ng u  об-

межена в 0; ( )p rL G H Ω( ) , Nu u→  сильно в 0,( )p
TL Q  і майже всюди. Тоді за 

лемою 1.3 з [11] ( ) ( )Ng u g u→  слабко в 0; ( )p rL G H Ω( ) . Оскільки Nu  обме-

жена на S  і виконується збіжність (16), то за лемою 1.3 з [11]  

 
( 2) 2 ( 2) 2p pN Nu u u u

− −→
/ /   слабко в 2

0,( )TL Q , 

 
( 2) 2 ( 2) 2

i i

p pN N
x xu u u u

− −→ ( )( )
/ /  слабко в 2

0,( )TL Q . (17) 

 З (16) випливає, що Nu u→  слабко в 1,2 2
00, ; ((0; ) )W y L T × Ω( ) . Тоді u∈ 

2
00, ; ((0, ) )C y L T∈ × Ω( ) , 2

0( , , ) (0, )u x y t L T∈ × Ω( ) і  

0, 0,

lim ( , , ) ( , , )

T T

N
y y

N
Q Q

x y t u vdxdydt x y t u vdxdydt
→∞

λ = λ∫ ∫  

для довільних 0,( )Tv W Q∈ . Проінтегрувавши цю рівність частинами та ви-

користавши одержані збіжності, знаходимо, що 0( , , ) 0u x y t = . Аналогічно 

доводимо, що 0( , ,0) ( , )u x y u x y= .  

Покажемо, що u  – розв’язок задачі (1)–(3). З (6) отримаємо рівність 

 00 0

0,

2

1

( , , ) ( , , )
i i

T

n p NN NN N N N
t y i x x

iQ

u v x y t u v a x y t u u v dxdydt
−

=

 − λ + =  
∑∫  

 0

0,

( , , )

T

N

Q

f x y t v dxdydt= ∫ , (18) 

яка виконується для всіх 
0

00 ,

, 1

( ) ( , )
N

NN s k
sk

s k

v z t x y
=

= ϕ∑ , 0 0,N
skz C T∈ [ ]( ) .  

Зауважимо, що множина функцій 0
0 1

N
Nu
∞

={ }  вигляду 

0
0 ,

,
, 1

( ) ( , )
N

N s k
s k

s k

z t x y
=

ϕ∑ , де ,
, 1( , )s k

s kx y
∞

=ϕ{ } , 

означена на початку доведення, є щільною в 1 0,( )TW Q . Крім того,  

 0

0,

2

1

( , , )
i i

T

n p NN N
i x x

iQ

a x y t u u v dxdydt
−

=

=∑∫  

 0

0,

( 2) 2 ( 2) 2

1

2 ( , , )
2 i i

T

n p p NN N N
i x x

iQ

a x y t u u u v dxdydt
p

− −

=
= →

− ∑∫ ( )
/ /

 

 0

0,

2

1

( , , )
i i

T

n
Np

i x x
iQ

a x y t u u v dxdydt−

=

→ ∑∫ . 

У тотожності (18) перейдемо до границі за вибраною вище послідовністю. 



 14 

Отримаємо рівність  

 

0,0

, ( , , )

T

T

t y y
Q

u v dt x y t u v+ λ +∫ ∫  

 −

=

+ =∑ 02

1

( , , )
i i

n
Np

i x x
i

a x y t u u v dxdydt  

 

0,

( , , )

TQ

f x y t vdxdydt= ∫ , (19) 

яка є правильною для всіх 1 0,( )Tv W Q∈ . Теорему доведено. ◊ 

3. Задача без початкових умов. Нехай тепер область є необмеженою 
за часовою змінною. Позначимо її 0(0, ) ( ;TQ y T= Ω × × − ∞ ] . Розглядатимемо 
простори 

 
1loc ,( ) : ( )T t TW Q v v W Q= ∈{  для довільного 1t T< } , 

 
11,loc 1 ,( ) : ( )T t TW Q v v W Q= ∈{  для довільного 1t T< } , 

 
1

2
2,loc 1 ,( ) : ( , ; ) ( )p

T t TV Q v v L t T H L Q= ∈ ∩{  для довільного 1t T< } . 

Нехай 2 1
00, ; ( )H L y H−= Ω( ) .  

Означення 2. Функцію u , яка в просторі 2,loc ( ) ( ; ];TV Q C T H− ∞∩ ( )  є гра-

ницею послідовності функцій 1
k

ku ∞
={ }  таких, що для кожного k ∈ N  функ-

ція 
1 ,( )k
t Tu W Q∈  задовольняє рівняння  

 
2

1 ,1 2

, ( , , )

t t

t
k k
t y

t Q

u v dt x y t u v+ − λ +∫ ∫  

 
2

1

1 ( ) ( )
1

n pk k
i

i

a x y t u u v dxdydt
p

−

=

+ , , − ∆ =− ∑  

 

,1 2

( , , )

t t

k

Q

f x y t vdxdydt= ∫   (20) 

для кожного 2 (0, ; ),  supp supp kv L T H v u∗∈ ⊂ , і довільних 1 2, ( , )t t T∈ − ∞ , де 

послідовність 1
k

kf ∞
={ }  збігається у просторі loc ( , ; ( )p pL T L D′ ′− ∞ ]( )  до функції f , 

назвемо слабким розв’язком задачі без початкових умов (1), (2).  
Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1 для кожної обмеже-

ної підобласті області TQ , ( , , ) ( , )i ia x y t a y t≡ . Тоді існує слабкий розв’язок 
задачі (1), (2).  

Д о в е д е н н я.  Розглянемо послідовність функцій 1
k

kf ∞
={ } , збіжну 

до f  у просторі loc ( , ; ( )p pL T L D′ ′− ∞ ]( ) , таких, що 2 2
loc, ( , ; ( )

i

k k
yf f L T L D∈ − ∞ ]( ) i 

0( , , ) 0kf x y t =  для всіх натуральних k.  Введемо функцію 

 ,( , , ) ( ), ( , , ) ,
( , , )

0, ( , , ) ,

k
k T k T

T k

f x y t t x y t Q
F x y t

x y t Q
−

−

 ξ ∈=  ∈
 

де 1 1, 1,
( ),  0 ( ) 1,  ( )

0, ,

t T k
C t t

t T k

≥ − +ξ ∈ ≤ ξ ≤ ξ =  ≤ −
¡  k ∈ N . Зазначимо, що kF →  

f→  у просторі loc ( , ; ( )p pL T L D′ ′− ∞( )]  при k → ∞ . 

Розглянемо в області ,T k TQ −  задачу для рівняння (1) з крайовими умо-

вами (2) і з початковою умовою ( , , ) 0u x y T k− = . 
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У теоремі 1 доведено існування розв’язку ku  цієї задачі. Продовжимо 

кожну з функцій ku  нулем в область T kQ −  i збережемо для неї те саме по-

значення. Очевидно, що функція ku  задовольняє рівність  

 
2

1 ,1 2

2

1

, ( , , ) ( , )
i i

t t

t n
pk k k k

t y i x x
it Q

u v dt x y t u v a y t u u v dxdydt
−

=

 + − λ + =  
∑∫ ∫  

 

,1 2

( , , )

t t

k

Q

F x y t vdxdydt= ∫  (21) 

для всіх 1,loc 1 2( ),  supp supp ,  k
Tv W Q v u t t T∈ ⊂ < ≤ . Така ж рівність вико-

нується для функції mu . Тоді різниця ,k m k mu u u= −  задовольнятиме рів-
ність  

 
2

1 ,1 2

2, ,

1

, ( , , ) ( , )
i

t t

t n
pk m k m k k

t y i x
it Q

u v dt x y t u v a y t u u
−

=

 + − λ + − 
∑∫ ∫  

 
2

i i

pm m
x xu u v dxdydt

− − =  
 

  

,1 2

( , , ) ( , , )

t t

k m

Q

F x y t F x y t vdxdydt= −∫ ( )  (22) 

для всіх ,
1,loc 1 2( ),  supp supp ,  k m

Tv W Q v u t t T∈ ∈ < ≤ . 

Виберемо функцію 1( )tθ , t ∈ R  [2, с. 24], таку, що 1
1 1( ),  ( ) 0C tθ ∈ θ ≥R  

на 1 1,  0 ( ) 1;  ( ) 0t t≤ θ ≤ θ =R , якщо 1( , 1 ,  ( ) exp 1 ( 1)t t t∈ − ∞ − θ = − +/] { } , якщо 

1( 1, 1 2 ,  ( ) exp 2t t∈ − − θ ≥ −/ ] { } , якщо 1( 1 2,0),  ( ) 1t t∈ − θ =/ , якщо 0, )t ∈ + ∞[ . 

Зазначимо, що 1 1sup ( ) ( )t t C−θ θ ≤æ

R
, де 0 1,  C< <æ  – стала, яка залежить 

тільки від æ .  

Позначимо 1
1( ) ,  0

t t
t

− θ = θ δ > δ 
. Зауважимо, що скалярний добуток в 

H  визначається співвідношенням 

 
0

1

0

( , ) ,( )
y

H xu v u v dy−= − ∆∫ ( ) ,  

де 1( )x v v−− ∆ = %  – розв’язок задачі ,  0xv v v− ∆ = =% %  на ∂Ω  (отже, 1
0( )v H∈ Ω% ), 

а 1, ( ) ( )x xu v u vdx−

Ω

− ∆ = − ∆∫( )  – скалярний добуток між 
1( )H− Ω  і 1

0 ( )H Ω . До-

ведемо фундаментальність послідовності 1
k

ku ∞
={ }  у просторах ( , ;C T H− ∞( )] , 

2 loc ( )TV Q, . Виберемо в рівності (22) функцію 1 ,( ) ( )k m t
xv u t e− − α= − ∆ θ , 1t − δ  

та ζ  відповідно замість 1t  і 2t , де ζ  – довільне число з проміжку 1 2,t t[ ] . 
Матимемо  

 

1

, , , ,

( , )

, ( ) ( , , ) , ( )k m k m k m k m t
t H y H

t

u u t x y t u u t e dt− α

−δ ζ

 θ − λ θ +  ∫ ( ) ( )  

 

,1

2

1

1 ( , )
1

t

n pk k
i

iQ

a y t u u
p

−δ ζ

−

=

 + −− 
∑∫  

 
2 , ( )

pm m k m tu u u t e dxdydt
− − α− θ =  
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1

,

( , )

( , , ) ( , , ) , ( )k m k m t
H

t

F x y t F x y t u t e dt− α

−δ ζ

= − θ∫ ( )( ) . (23) 

Виберемо 1 1,  T k t T m t− < − δ − < − δ . Тоді 0k mF F− ≡  при 1 2,t t t∈ − δ[ ] . 
Перетворимо та оцінимо кожний доданок рівності (23): 

 

1

2, , ,
1

( , )

( , ) ( )k m k m t k m
t H H

t

I u u t e dt u e− α − αζ

−δ ζ

≡ θ = −∫  

 

1 1

2 2, ,

( , ) ( , )

1 ( ) ( )
2 2

k m t k m t

H H
t t

u t e dt u t e dt− α − α

−δ ζ −δ ζ

α′− θ + θ∫ ∫ , 

 

,1

, 1 ,
2 ( , , ) ( ) ( )

t

k m k m t
y x

Q

I x y t u u t e dxdydt

−δ ζ

− − α≡ λ − ∆ θ ≥∫  

 

1

2 2,

( , )

( )
2

k m t

H
t

u t e dt− α

−δ ζ

λ≥ − θ +∫  

 

1

1

( )

( ,0, ) ( ) ( )k m k m t
x

t

x t u u e t dxdt, − , − α

−δ,ζ Ω

+ λ − ∆ θ∫ ∫ , 

де 2 ess sup ( , , )
T

y
Q

x y tλ = λ .  

Врахувавши, що 2
, ,

( )

k m k m

H L D
u u≤ , одержуємо оцінку  

 

1

2,
1

( , )

1 ( )
2

k m t

H
t

I u t e dt− α

−δ ζ

′≡ θ ≤∫  

 

,1

, 2 ( 2)1
1 1 1( )

t

pk m t p

Q

u t e dxdydt C
p

−δ ζ

− α − −δ
≤ θ + δ δ∫ /[ ] , 

де 1 0δ > , 1 1( , )C C n p= . Враховуючи умову (A), матимемо  

 

,1

2 2 ,
3

1

1 ( , ) ( )
1

t

n p pk k m m k m t
i

iQ

I a y t u u u u u t e dxdydt
p

 
 
 
 

−δ ζ

− − −α

=
≡ − θ ≥

− ∑∫  

 

,1

,0

1

( )
1

t

n pk m t

iQ

a
u t e dxdydt

p
−δ ζ

− α

=

≥ θ
− ∑∫ . 

Після цих перетворень отримаємо нерівність  

 

1

2, , 1 ,

( , )

1 ( ,0, ) ( ) ( )
2

k m k m k m t
xH

t

u e x t u u e t dxdt− ζα − − α

−δ ζ Ω

+ λ − ∆ θ +∫ ∫  

 

1

2 2 01

( )
2 2 1

k m t

t

a
u e dt

p p
, − α

−δ,ζ

− δα λ   + − + + ×   −   ∫  

 

( )1

2 ( 2)
1 1( )

t

pk m t p

Q

u t e dxdydt C

−δ,ζ

, − α − −× θ ≤ δδ∫ /[ ] . (24) 

Виберемо 0
1 1

1
a

p
p

 δ = − − 
. Нехай 0ε >  – довільне фіксоване число. 

Виберемо δ  таким, щоб права частина нерівності (24) була менша від ε.  
Тоді для довільного фіксованого 1t , 1t T<  послідовність 1

k
ku ∞

={ }  є фунда-

ментальною у просторах 1, ;C t T H( )[ ]  та 
12 ,( )t TV Q , 2 1

loc , ; ( )L T H−− ∞ ∂Ω( ) . 

Звідси одержуємо збіжності 
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 ku u→  в ( , ; ,         kC T H u u− ∞ →( )]  в 2,loc ( )TV Q . 

За означенням 2, u  є слабким розв’язком задачі (1), (2).  
Теорему доведено. ◊ 
Теорема 3. Нехай виконуються умови (A), (L), (P) в області TQ . Тоді 

задача (1), (2) не може мати більше одного слабкого розв’язку.  
Д о в е д е н н я.  Нехай існує два слабкі розв’язки 1u  і 2u  задачі (1), 

(2). За означенням слабкого розв’язку існують послідовності 1,  
k

ku ∞
= ={ }l l  

1,2= , які збігаються до ul  у просторі 2,loc ( ) ( , ;TV Q C T H− ∞∩ ]( ) при k → ∞ . 

Тоді їх різниця 1 2
k k ku u u= −  задовольняє рівність  

 

1 ,1

2, ( ) ( , , ) ( , , )( )

t

k k t k k k
t y y

t Q

u u e t dt x y t u u x y t u

−δ ζ

ζ
− α

−δ

θ + λ + λ +∫ ∫  

 
2 2

1 1 2 2
1

1 ( , ) ( )
1

n
p pk k k k k

i
i

a y t u u u u u
p

 
 
  

− −

=
+ − − ∆ −

− ∑  

 1 2( , , ) ( , , ) ( ) 0k k k tf x y t f x y t u t e dxdydt− α− − θ =
( ) . (25) 

Аналогічно, як з (24), отримуємо рівність 

 

1

2 1

( , )

1 ( ,0, ) ( ) ( )
2

k k k t
xH

t

u e x t u u e t dxdt− ζα − − α

−δ ζ Ω

+ λ − ∆ θ +∫ ∫   

 

1

2 2

( , )
2 2

k t

t

u e dt− α

−δ ζ

 α λ + − +  ∫  

 

( , )1

01 1 ( )
1

t

pk t

Q

a
u t e dxdydt

p p p
−δ ζ

− α− δ  + + − θ ≤ −  ∫  

 

,1

2 ( 2)
1 1 1 2( ) ( )

t

p k k p t

Q

C f f t e dxdydt

−δ ζ

− − − α≤ δδ + − θ∫/[ ] . (26) 

Нехай 0t  – довільне фіксоване з проміжку ( , )T− ∞  і 1 0t t< . За нерів-

ністю трикутника  

 
, , ,1 1 1

2 1 2 1( ) ( ) ( )p p p
t t t

k k k k

L Q L Q L Q
f f f f f f′ ′ ′

−δ ζ −δ ζ −δ ζ
− ≤ − + − . 

Зафіксуємо 0ε >  та виберемо δ  з умови 12 ( 2) 2
1 1 8pC − −δδ < ε/ /[ ] . Оскільки 

кожна з послідовностей k
kf ∞

={ }l l , 1,2=l , є збіжною до функції f  у просто-

рі loc ( , ); ( )p pL T L D′ ′− ∞( ) , то існує таке натуральне 0 ( )k ε , що для всіх 0k k>  

1

,1

2

( )
1 ,       1,2
2 8p

t

p
k

L Q
f f ′

−δ ζ

′
 ε− < = 
 

/

l l .  

Тоді з (26) отримуємо, що 
0

2 1 , ;

k k

C t T H
u u− < ε

( )[ ]
. Оскільки 

0 0 0
2 1 2 2 2 1, ; , ; , ;

k k k
C t T H C t T H C t T H

u u u u u u− ≤ − + − +[ ] [ ] [ ]( ) ( ) ( )
 

0
1 1 , ;

k

C t T H
u u+ −

[ ]( )
 

і 
0 , ;

0k

C t T H
u u− →

[ ]( )l l , 1,2=l , при k → ∞ , то існує таке натуральне 1k ≥  

0k≥ , що для всіх 1k k>  виконується оцінка 
02 1 , ;

3
C t T H

u u− ≤ ε( )[ ] . Оскіль-

ки 0t  і ε  довільні, то 2 1u u=  майже всюди в TQ .  
Теорему доведено. ◊  
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ЗАДАЧА БЕЗ НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО 
УЛЬТРАПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С ВЫРОЖДЕНИЕМ 
 
Рассмотрена смешанная задача для нелинейного вырожденного ультрапараболи-
ческого уравнения второго порядка. Исследованы существование и единствен-
ность обобщенных решений задачи в ограниченной области, а также слабых ре-
шений (в смысле предела последовательности) задачи без начальных условий для 
такого уравнения. 
 
PROBLEM WITHOUT INITIAL CONDITIONS FOR NONLINEAR ULTRAPARABOLIC 
EQUATION WITH DEGENERATION 
 
The mixed problem for nonlinear degenerated ultraparabolic equation of the second 
order is considered. The existence and uniqueness of generalized solution in a bounded 
domain for the problem is investigated. Weak solvability (in the sense of sequences) for 
the problem without initial conditions for this equation is obtained. 
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