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УДК 539.3  
 
В. І. Острик, О. М. Щокотова 
 
ПЛОСКА КОНТАКТНА ЗАДАЧА ПРО ВДАВЛЮВАННЯ 
ШТАМПА В ПРУЖНИЙ КЛИН 
 

Розглядається контактна взаємодія штампа з прямолінійною основою та 
пружного клина. Одна з граней клину закріплена, а край штампа дотика-
ється до вершини клина. З використанням методу Вінера – Гопфа отримано 
точний розв’язок задачі. Знайдено розподіли напружень в області контакту 
та на закріпленій грані клина, а також переміщення вільної межі клина. 

 
Задачі про контактну взаємодію штампів з пружним клином розгляда-

лися, зокрема, в роботах [1–8, 10–12, 14, 15, 17, 20, 21]. У [14, 15] контактні 
задачі для пружної чверті площини, одна грань якої вільна або жорстко за-
кріплена, а в іншу вдавлюється штамп, за допомогою інтегрального пере-
творення Фур’є зведено до систем потрійного та фредгольмового інтеграль-
них рівнянь. Симетричне вдавлювання двох штампів, прилеглих до верши-
ни клина, що еквівалентне вдавлюванню одного штампа у грань клина, ко-
ли інша його грань шарнірно закріплена, розглянуто в роботі [20]. Задачу 
зведено до функціонального рівняння Вінера – Гопфа, розв’язок якого отри-
мано методом наближеної факторизації. Наближений розв’язок контактної 
задачі для клина з жорстко закріпленою гранню у випадках, коли область 
контакту або знаходиться на відстані, або межує з вершиною клина, отри-
мано методом ортогональних поліномів в роботах [7, 8]. У [6] перша із двох 
останніх задач досліджена наближено методом колокації. Асимптотичним 
методом контактні задачі для клина із різними крайовими умовами на одній 
із граней розв’язано в роботах [1–5]. Точні розв’язки задач про симетрич-
ний контакт пружного клина з жорсткими опорами або з насадженим на 
нього штампом отримано в роботах [10–12, 17] методом Вінера – Гопфа. 

У цій роботі розглянуто контакт штампа з прямолінійною основою і 
пружного клина із жорстко закріпленою гранню у випадку, коли край 
штампа дотикається до вершини клина. Методом Вінера – Гопфа отримано 
аналітичний розв’язок задачі. На відміну від попередніх досліджень, окрім 
розподілу контактних напружень, вивчено також розподіл напружень на 
закріпленій грані та переміщення точок вільної грані клина. 

Постановка задачі. Нехай штамп із прямолінійною основою вдавлюєть-
ся у пружний клин 0 r≤ < ∞ , 0 ≤ ϑ ≤ α  (0 2)< α < π/ , нижня грань 0ϑ =  

якого жорстко закріплена (рис. 1а). Вдавлююча нормальна сила P  прикла-
дена до правого краю штампа r = l  (де l  – довжина основи штампа), а лі-
вий край 0r =  дотикається до вершини клина. Сили тертя в області кон-
такту 0 r≤ ≤ l  не враховуються. В результаті деформації клина основа 
штампа повертається на деякий кут ε . Для забезпечення щільного приля-
гання основи штампа до грані клина необхідно до штампа прикласти мо-
мент M , значення якого зазда-
легідь невідомо. Цю задачу бу-
демо називати задачею (а). 

Цю ж задачу можна роз-
глядати в іншій постановці. Не-
хай на правий край штампа діє 
нормальна сила 0P , а лівий 

край закріплений (рис. 1б). В 
результаті взаємодії штампа з пружним клином у точці 0r =  закріплення 
штампа виникає нормальна сила реакції опори 0 0Pæ , де 0æ  – невідомий 

коефіцієнт. Відповідно цю задачу будемо називати задачею (б).  

 
 а) б) 

Рис. 1 
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Обидві постановки задачі виявляються еквівалентними, оскільки мо-
мент M  можна замінити парою сил Pæ  з плечем l . Тоді маємо наступний 
зв’язок між параметрами задачі у постановках (а) і (б): 
 0 0,        (1 ) ,        (1 )M P P P= = − = −læ æ æ æ æ/ . (1) 

Змішані крайові умови на гранях клина мають вигляд 
 ,         0,           0ru r rϑ ϑϑ=α ϑ=α= − ε τ = ≤ ≤ l , 

 0,            0,            r rϑ ϑϑ=α ϑ=ασ = τ = < < ∞l , 

 0 0
0,             0,            0ru u rϑϑ= ϑ== = ≤ < ∞ . (2) 

Невідомі параметри задачі – кут повороту штампа ε  і момент M  (у 
постановці (а)) або ε  і 0æ  (у постановці (б)) – визначаємо з умов рівноваги 

штампа 

 
0 0

,              dr P r dr M Pϑ ϑϑ=α ϑ=ασ = − σ = −∫ ∫
l l

l . (3) 

Інтегральне рівняння. Введемо невідому функцію контактних напру-
жень 

 1( ) ,              0
2

g r r
G ϑ

ϑ=α
= σ < < l . (4) 

Перетворення Мелліна [18] функції ( )g r  з огляду на третю з крайових 
умов (2) має вигляд 

 
0

( ) ( ) sa s g y y dy= ∫
l

.  (5) 

Розв’язок основної змішаної задачі для клина, коли на грані ϑ = α  за-
дано нормальні напруження і відсутні дотичні напруження, а на грані 0ϑ =  
– нульові переміщення, отримаємо за допомогою інтегрального перетворен-
ня Мелліна. На гранях клина маємо 

 1 1( ) ( ) ,     ( ) ( )
2

c i c i
s s

r
c i c i

u M s a s r ds u M s a s r ds
i i

+ ∞ + ∞
− ∗ −

ϑ ϑ=αϑ=α
− ∞ − ∞

= =
π π∫ ∫ , 

 11 1 ( )
2 2

c i
s

c i

a s r ds
G i

+ ∞
− −

ϑ
ϑ=α

− ∞

σ =
π ∫ ,  

 ˆ 1

0

1 1 ( ) ( )
2

c i
s

c i

M s a s r ds
G i

+ ∞
− −

ϑ
ϑ=

− ∞

σ =
π ∫ , 

 *ˆ 1
1

0

1 1 ( ) ( ) ,         1
2

c i
s

r
c i

M s a s r ds c
G i

+ ∞
− −

ϑ
ϑ=

− ∞

τ = − < < δ
π ∫ , 

 
( ) ( )

( ) 2( 1) ,            ( )
( ) ( )
s s

M s m M s
s s s s

∗
∗λ λ= − =

∆ ∆
, 

 
ˆ ˆˆ ˆ        
( ) ( )

( ) 2( 1) ,        ( ) 2( 1)
( ) ( )
s s

M s m M s m
s s

∗
∗λ λ= − = −

∆ ∆
, 

 ( ) (3 4) sin 2 sin 2s m s msλ = − α − α , 

 2 2( ) (3 4)( 2) sin ( 2 2) sins m m s ms ms m∗λ = − − α − + − α , 

 ˆ cos cos sin sin( ) 2( 1) ( 2)s m s ms m sλ = − α α − − + α α , 

 ˆ cos sin sin cos( ) ( 2) ( 2 2)s m s ms m s∗λ = − α α − + − α α , 

 2 2 2 2( ) (3 4) (cos 2 1) 2 sin 8( 1)s m m s m s m∆ = − α − − α + − ,   (6) 

де 1δ  – найменший корінь рівняння ( ) 0s∆ =  із півплощини Re 0s > ; m – 
число Пуассона. 
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Розв’язок (6) задовольняє всі крайові умови (2), крім першої. Підстави-
мо в цю умову вираз для колових переміщень із (6) з урахуванням (4), (5). 
Після заміни змінних 

 ,                 r e y e− ξ −η= =l l   (7) 

для нової невідомої функції 

 ( ) ( )g e e−η −ηϕ η = l  (8) 

отримаємо інтегральне рівняння з різницевим ядром на півосі: 

 
0

( ) ( ) ( ),           0d f
∞

ξ − η ϕ η η = ξ ≤ ξ < ∞∫ k . (9) 

Тут 

 ( )1( ) ( )
2

ie d
∞

− τ ξ−η

−∞

ξ − η = τ τ
π ∫ Kk , 

 
( ) ( )

( )
2( 1) ( )
M iz iz

z
m iz iz

− λ= =
− ∆

K , 

 ( )
2( 1)

f e
m

− ξεξ = −
−

. 

Розв’язання інтегрального рівняння методом Вінера – Гопфа. Розпо-
всюдимо рівняння (9) на всю числову вісь і застосуємо до нього інтегральне 
перетворення Фур’є. Відносно функцій комплексної змінної 

 
0

1( ) ( )
2

izz e d
∞

+ ξΦ = ϕ ξ ξ
π ∫ ,  

 
0

0

1( ) ( ) ( )
2

izz e d d
∞

− ξ

−∞

Φ = ξ ξ − η ϕ η η
π ∫ ∫ k ,  (10) 

аналітичних відповідно у півплощинах Im z c+>  і Im z c−<  ( 0,  0)c c+ −< > , 
отримуємо функціональне рівняння Вінера – Гопфа [9] 

 ( ) ( ) ( ) ( ),        Re ,   Imz z z F z z c z c+ − + + −Φ − Φ = − ∞ < < ∞ < <K , 

 1( )
2 2 ( 1)

F z
z ii m

+ ε=
+π −

.  (11) 

Факторизуємо коефіцієнт ( )zK  рівняння (11), тобто подамо його у ви-
гляді 

 ( ) ( ) ( )z z z+ −=K K K ,  (12) 

де ( )z+K  і ( )z−K  – функції, аналітичні відповідно у півплощинах Im z c+>  

і Im z c−<  і не дорівнюють там нулеві. Факторизацію виконаємо у нескін-
ченних добутках [10] 

 
1

1

( ) (0) ( ) (0) 1 1
n nn

z zz z
is i

−∞
+ −

=

   ≡ − = + +   δ   ∏K K K K , (13) 

де ns  і nδ , 1,2,n = … , – відповідно корені рівнянь ( ) 0sλ =  і ( ) 0s∆ =  із 

півплощини Re 0s > . 
 Після факторизації функціональне рівняння запишемо у такому ви-
гляді: 

 
( ) ( )

( ) ( ) ,               Im
( ) ( )

z F z
z z c z c

z z

− +
+ + + −

− −
ΦΦ − = < <K
K K

.  (14) 
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Праву частину рівняння (14) подамо у вигляді різниці функцій: 

 
( )

( ) ( )
( )

F z
f z f z

z

+
+ −

− = −
K

, (15) 

аналітичних відповідно у півплощинах Im z c+>  і Im z c−< . Функцію ( )f z+  
при цьому визначаємо через інтеграл типу Коші уздовж дійсної осі, який 
знаходимо за теорією лишків: 

 
( )1( )

2 ( )( )

F d
f z

i z

∞ +
+

−
−∞

ζ ζ
= =

π ζ ζ −∫ K
 

 1 ,        Im
2 2 ( 1) ( )

z c
z ii m i

+
−

ε= >
+π − −K

. (16) 

Враховуючи (15), функціональне рівняння (14) набуває вигляду 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( ),         Im
( )

z
z z f z f z c z c

z

−
+ + + − + −

−
ΦΦ − = − < <K
K

, (17) 

в якому ліва і права частини аналітично продовжують одна одну на всю 
комплексну площину і є цілою функцією, яка згідно з умовами на нескін-

ченності 1 2( ) ( )z O z+ −=K / , ( ) (1)z o+Φ = , 1( ) ( )f z O z+ −= , z → ∞ , тотожно до-
рівнює нулеві. На цій підставі із (17) отримуємо розв’язок функціонального 
рівняння (11): 

 
( )

( ) ,                  ( ) ( ) ( )
( )

f z
z z z f z

z

+
+ − − −

+Φ = Φ = K
K

. (18) 

Розв’язок інтегрального рівняння (9) отримуємо оберненим перетворен-
ням Фур’є першої з рівностей (10) у такому вигляді: 

 1( ) ( )
2

i tt e dt
∞

+ − ξ

−∞

ϕ ξ = Φ =
π ∫  

 
( ) ( )

( ) ( )4 ( 1) ( )
i tt it t

e dt
t i itm i

∞ −
− ξ

−
−∞

∆ε=
+ λπ − − ∫

K
K

. (19) 

Напруження і переміщення на межі клина. Перетворюючи інтеграл із 
(19) за теорією лишків, одержуємо вираз для контактних напружень 

 
22 cos 1 11

2 2 sin 2 2( 1) ( )
m

G m m i
ϑ −ϑ=α

α −σ = − − ×
ε − α − −K

 

  
1

1

( ) ( )
,      0

( 1) ( )

ks
k k k

k kk

s s is r r
s s

− −∞

=

∆ −  × ≤ < ′− λ  ∑
K

l
l

. (20) 

Аналіз формули (20) свідчить, що існує критичний кут arccos (1 )m∗α =  

(коли 10 3m = , тоді о56.8∗α = ), при якому контактні напруження перетво-

рюються в нуль у вершині клина, а при 2∗α < α < π  стають додатними. 

Отже, при переході через критичний кут ∗α  розхилу клина розв’язок 
задачі втрачає зміст. Виявлена суперечливість розв’язку в інтервалі кутів 

2∗α < α < π  вказує на наявність відставання основи штампа від поверхні 
клина, що не передбачено постановкою задачі. 

Використовуючи лему Ватсона [19] 

 1
1 1

0

( ) ( ) (0)( ) ,          ize d iz z
∞

ρ− ξ −ρξ ϕ ξ ξ Γ ρ ϕ − → ∞∫ ∼ , (21) 
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із (10) і (18) за допомогою замін (4), (8) знаходимо асимптотичну поведінку 
контактних напружень поблизу правого краю штампа 

 ,            0
(0)( )( 1) ( )

G m r
rm i

ϑ ϑ=α −
εσ − → −

π −− −
∼

KK
l l
l

. (22) 

Підставивши вираз для ( )a s  із (5) у перше і друге співвідношення (6), 
виконавши заміни (7), (8) та змінюючи порядок інтегрування, з урахуван-
ням (10) отримаємо наступні вирази для переміщень у точках верхньої гра-
ні клина: 

 ( ) ( )
2

c i
s

c i

u is M s e ds
i

+ ∞
+ ξ

ϑ ϑ=α
− ∞

= Φ
π ∫l , 

 2 ( ) ( )
c i

s
r

c i

u is M s e ds
i

+ ∞
+ ∗ ξ

ϑ=α
− ∞

= Φ
π ∫l . (23) 

Перетворивши інтеграли із (23) за теорією лишків з урахуванням роз-
в’язку (18), (16), знаходимо 

 
1

( )

( ) ( 1) ( ) ( )

k
k

k k k k k

ru
i i

−δ∞

ϑ ϑ=α − +
=

λ δε  =  ′  − δ δ + ∆ δ δ
∑

K K
l

l
, 

 
1

( )
,   

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( )

k
k

r
k k k k k

ru r
m i i

∗ −δ∞

ϑ=α − +
=

λ δε  = < < ∞ ′  − − δ δ + ∆ δ δ
∑

K K
l l

l
, 

 
1

( ) ( )
tg ,   0

( 1) ( )( 1) ( )

ks
k k

r
k kk

s is ru r r
s sm i

∗ −∞

ϑ=α −
=

λ − −ε  = ε α + < < ′− λ  − −
∑

K

K
l l

l
. 

  (24) 
Із (23) аналогічно до (22) отримуємо асимптотичну поведінку колових 

переміщень точок вільної межі клина поблизу краю штампа: 

 3 2( )2 ( ) ,       0
(0)( )

r
u O r r

mi
ϑ ϑ=α −

−ε= − ε + + − → +
π− KK
l ll l l/( ) . (25) 

Аналогічно до (23) із четвертої та п’ятої рівностей (6) за допомогою 
розв’язку (18), (16) отримуємо напруження на закріпленій грані клина: 

 
ˆ 1

0

( )2 1
( ) ( ) ( ) ( )

ititG r dt
ii t i it t

∞ −

ϑ ϑ= − +
−∞

λ −  εσ =  π  − + ∆∫K K l
, 

 
ˆ 1

0

( )2 1
( ) ( ) ( ) ( )

it

r
itG r dt

ii t i it t

∞ −∗

ϑ ϑ= − +
−∞

λ −  ετ =  π  − + ∆∫K K l
. (26) 

На відміну від інтегралів із (23), які мають повільну збіжність і тому 
перетворені до швидко збіжних нескінченних сум (24), інтеграли із (26) збі-
гаються експоненціально і можуть бути ефективно обчислені за найпрості-
шими квадратурними формулами. 

З умов рівноваги штампа (3) знаходимо кут повороту штампа і прикла-
дений до нього момент: 

 ,              
2
Pk M P
G

ε = = l
l

æ , 

 
1

0

( ) 2( 1) ( )
2 (0)

k d m i
∞ −

+
+

ε = − ε ϕ ξ ξ = − = − 
  π Φ∫ K , 

 
0

11 ( ) 1 2 ( ) 1
2 ( )

k ke d i
i

∞
−ξ +

−= + ϕ ξ ξ = + πΦ = −
ε ε −∫ K

æ . (27) 
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У випадку напівнескінченного штампа ( )→ ∞l  перша з крайових умов 
(2) розповсюджується на всю піввісь 0 r≤ < ∞ , а третя з умов (2) виключа-
ється із розгляду, тобто на всій верхній грані ϑ = α  пружного клина маємо 
умови гладкого контакту. У цьому випадку задача має елементарний розв’я-
зок, який знаходимо за методикою [13]: 

 
cos 2( )

2 ctg 2
2 sin 2

mG
mϑ

α − ϑ σ = − ε α + − α 
, 

 
sin 2( )

2
sin 2r Gϑ

α − ϑτ = ε
α

, 

 
sin cos (2 )

2
sin 2

u rϑ
ϑ α − ϑ

= − ε
α

, 

 
sin sin (2 )

2
sin 2ru r

ϑ α − ϑ
= ε

α
. (28) 

Співвідношення (28) встановлюють асимптотичну поведінку поблизу 
вершини пружного клина ( 0)r →  розв’язку розглядуваної контактної задачі 
(2) для скінченного штампа. 

Результати обчислень напружень і переміщень на межі пружного 
клина для випадку числа Пуассона 310m = /  зображено на рис. 2–6. Криві 

відповідають різним значенням кута розхилу клина α . Коефіцієнти k  і æ  
зі співвідношень (27), які визначають кут повороту ε  і момент M , прикла-
дений до штампа, відповідно дорівнюють .0 541k = , .0 396=æ  для 4α = π/  і 

.0 328k = , .0 445=æ  – для 6α = π/ . 
Розподіл безрозмірних контактних 

напружень 
2G

ϑ

ϑ=α

σ
σ =

ε
 подано на рис. 2. 

На правому краю штампа ( 1)r =l/  кон-
тактні напруження необмежені, а у вер-
шині клина ( 0)r =/l  – скінченні і згідно 
з формулою (20) змінюються з необмеже-
ним ´радієнтом, так що 

0rϑ ϑ =σ − σ =  

1 1( )sO r −=  при 0r →  ( ϑ = α ). Значення 

кореня 1s  при різних значеннях α  є 

такими: 1 1.899s = , якщо 6α = π/ ; 1 1.421s = , якщо 4α = π/ ; 1 1.240s = , як-

що 56.8∗α = α = ° ; 1 1.083s = , якщо 5 12α = π/ . 

Для кутів 4α ≥ π/  контактний тиск різко змінюється в околі вершини 

клина, для кута ж 6α = π/  перепад тиску стає непомітним, а сам тиск – 

майже незмінним на більшій частині області контакту (0 0.75r≤ ≤/l ). При 

∗α = α  контактні напруження у вершині клина ( 0r =/l ) стають нульовими, 

а при ∗α > α  стають додатними у виключно малому околі вершини клина 

(0 r≤ < δ/l ), що вказує на відставання лівого краю штампа від межі клина. 

Так, при 5 12α = π/  маємо, що 0 2.331r =σ =/l , 0.018δ = . 

На рис. 3, 4 показано безрозмірні колові 
u

u ϑ
ϑ

ϑ=α
=

εl
 і радіальні ru =  

ru

ϑ=α
=

εl
 переміщення точок верхньої грані пружного клина. Як видно із 

рис. 4, граничні точки пружного клина зміщуються у напрямку від вершини 

 
Рис. 2 
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клина. Їх рух значно стримується в околі правого краю штампа ( 1)r =l/ , де 

поздовжня деформація r ru rε = ∂ ∂/  розтягу ( 0)rε >  змінюється необмеже-

ною деформацією стиску ( ,  1 0)r rε → − ∞ → −l/ . 

  
 Рис. 3 Рис. 4 

Розподіли безрозмірних нормальних ˆ
0

2G
ϑ

ϑ=

σ
σ =

ε
 і дотичних ˆ

0
2

r

G
ϑ

ϑ=

τ
τ =

ε
 

напружень на жорстко закріпленій грані клина зображено на рис. 5, 6. 
Значення напружень у вершині клина ( 0)r =l/  узгоджуються з розв’язком 
(28) задачі для напівнескінченного штампа. Необмежені нормальні напру-
ження під правим краєм штампа ( 1)r =l/  на верхній грані клина при пере-
ході на нижню закріплену грань швидко спадають і відповідно складають 

.0 5  і .0 56  для 4α = π/  і 6α = π/  від усталеного значення напружень всере-
дині області контакту. Відповідне відношення в задачі про вдавлювання 
штампа в пружну смугу дорівнює .0 6  [16]. 

  

 Рис. 5 Рис. 6 
Висновки. У задачі про вдавлювання штампа в пружний клин у випад-

ку, коли край штампа дотикається до вершини клина, за допомогою методу 
Вінера – Гопфа і факторизації коефіцієнта функціонального рівняння у не-
скінченних добутках отримано точний аналітичний розв’язок. Крім розподілу 
контактних напружень, проаналізовано також напруження і переміщення 
уздовж усієї межі пружного клина. З’ясовано, що існує певне критичне 
значення кута розхилу клина, при перевищенні якого основа штампа втра-
чає контакт з пружним клином у малому околі його вершини. У цьому 
випадку побудований розв’язок втрачає зміст, і постановка задачі потребує 
уточнення. 
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ПЛОСКАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА О ВДАВЛИВАНИИ 
ШТАМПА В УПРУГИЙ КЛИН 
 
Рассматривается контактное взаимодействие штампа с прямолинейным основа-
нием и упругого клина. Одна из граней клина закреплена. Край штампа соприка-
сается с вершиной клина. С использованием метода Винера – Хопфа получено 
точное решение задачи. Найдены распределения напряжений в области контакта 
и на закрепленной грани клина, а также перемещения свободной границы клина. 
 
PLANE CONTACT PROBLEM OF INDENTATION  
PUNCH INTO ELASTIC WEDGE 
 
The contact interaction of punch with linear foundation and elastic wedge is considered. 
One face of the wedge is fixed. The edge of the punch touches the top of the wedge. 
Using the method of Wiener – Hopf an exact solution of the problem is obtained. The 
distribution of stresses in the contact region and fixed face of the wedge, as well as the 
displacements of free boundary of the wedge are found. 
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