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УДК 531.38 
 
В. В. Кириченко 
 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ДВИЖЕНИЯ ГИРОСКОПА ГЕССА 
 

Получены условия, характеризующие распределение масс гироскопа Гесса. 
Для динамической системы, описывающей движения гироскопа Гесса, предло-
жен и изучен специальный вид сечения Пуанкаре. С помощью указанного сече-
ния построен и исследован фазовый портрет движений гироскопа Гесса. 

 
Решение Гесса [8] обладает уникальными аналитическими и качествен-

ными свойствами и потому занимает исключительно важное место в совре-
менной динамике твердого тела. Двумерные инвариантные многообразия, 
несущие решение Гесса, определяют границу хаоса в динамической систе-
ме, что позволяет изучить возможные сценарии перехода от регулярных к 
хаотическим движениям. В этом решении удивительным образом сочетают-
ся: инвариантные торы, несущие квазипериодические движения, предель-
ные циклы и изолированные периодические траектории, простейшие дви-
жения физического маятника, устойчивые и неустойчивые относительные 
равновесия, гомо- и гетероклинические движения, частотные резонансы и 
расщепления сепаратрисных поверхностей. Все это позволяет утверждать, 
что наиболее значимые идеи и результаты динамики твердого тела могут 
быть достаточно наглядно объяснены на одном примере – случае Гесса за-
дачи о движении тела вокруг неподвижной точки. 

В связи с интенсивным развитием современных компьютерных систем 
и технологий в последнее время в научной литературе появилось много 
примеров численного решения неинтегрируемых решений гамильтоновых 
систем [9–11]. В настоящей работе проведены компьютерные эксперименты, 
основанные на численном изучении двумерных отображений Пуанкаре. 
Предложен специальный вид сечения Пуанкаре, с его помощью построен и 
изучен фазовый портрет движений. 

1. В качестве подвижной системы координат, жестко связанной с те-
лом, используется специальная система координат, введенная П. В. Харла-
мовым [7]. Начало координат выбирается в неподвижной точке, первая ось 
проводится через центр масс тела, вторая и третья оси направляются так, 
чтобы выражение кинетической энергии имело вид 

 2 2 2
1 2 3 1 22 2 ( )T a x a y a z x b y b z= + + + ⋅ + , 

где , ,x y z  – проекции вектора момента количества движения тела на вы-

бранные оси; 1 2 3 1 2, , , ,a a a b b  – компоненты гирационного тензора в специ-

альных осях; 1 2 3, ,γ γ γ  – проекции единичного вектора направления силы 

тяжести на подвижные оси; Γ  – произведение веса тела на расстояние 
между центром масс и неподвижной точкой. 

Гироскоп Гесса характеризуется следующим распределением масс: 

 2 3 2,               0a a a b∗= = = .  (1) 

Уравнения движения гироскопа Гесса и их интегралы будут такие: 
 1x b zx= −& , 

 1 1 3( )y a a zx b yz∗= − + − Γγ& , 

 2 2
1 1 1 2( )z a a yx b x b y∗= − − + − + Γγ& , 

 1 2 1 3( )a z a y b x∗ ∗γ = γ − + γ& , 

 2 1 1 3 1( )a x b y a z∗γ = + γ − γ& , 

 3 1 1 1 1 2( ) ( )a y b x a x b y∗γ = + γ − + γ& ,  (2) 
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 2 2 2
1 1 1( ) 2 2 2a x a y z b yx∗+ + + − Γγ = Ε , 

 2 2 2
1 2 3 1 2 3,             1x y z kγ + γ + γ = γ + γ + γ = .  (3) 

При условиях (1) В. Гессом был найден четвертый алгебраический ин-
теграл системы (2), который в специальной системе координат имеет до-
вольно простой вид: 
 0x = .  (4) 

При 1 0b =  приходим к случаю Лагранжа, поэтому в дальнейшем счи-

таем, что 1 0b ≠ . 

2. Обозначим через , ,A B C  главные моменты инерции, через =r  

1 2 3( , , )e e e=  – радиус-вектор центра масс тела в подвижной системе, через 
, ,p q r  – компоненты угловой скорости тела  . Тогда в главных осях соот-

ношения (1), (4) имеют вид 

 2 2
3 1 2 1 20,          ( ) ( ) ,        0e A B C e B C A e Ape Bqe= − = − + = .  (5) 

Компоненты вектора угловой скорости   с компонентами вектора ки-
нетического момента связаны следующим образом: 
 11 1 22 2 33 3,              ,              p a x q a x r a x= = = , 

где 11 22 33
1 1 1,  ,  a a a
A B C

= = = . С учетом этих формул условия (5) записы-

ваются следующим образом: 

 2 2
3 33 22 1 11 33 2 1 1 2 20,         ( ) ( ) ,         0e a a e a a e e x e x= − = − + = . 

В главных осях уравнения движения и интегралы имеют вид 
 1 33 22 2 3 2 3( )x a a x x e= − + Γ γ& , 

 2 11 33 3 1 1 3( )x a a x x e= − − Γ γ& , 

 3 22 11 1 2 1 2 2 1( ) ( )x a a x x e e= − + Γ γ − γ& , 

 1 33 3 2 22 2 3a x a xγ = γ − γ& , 

 2 11 1 3 33 3 1a x a xγ = γ − γ& , 

 3 22 2 1 11 1 2a x a xγ = γ − γ& , 

 2 2 2
11 1 22 2 33 3 1 1 2 22 ( )a x a x a x e e h+ + − Γ γ + γ = , 

 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 2 3,           1x x x kγ + γ + γ = γ + γ + γ = . 

Условие 2 0b =  означает, что третья ось – главная. Повернем оси коор-
динат вокруг этой оси на угол ϕ  так, чтобы две оставшиеся оси были глав-
ными, тогда равны нулю все смешанные компоненты гирационного тензора. 

Формулы перехода от специальных осей к главным имеют следующий 
вид: 
 1 11 22 33 33,           a a a a a a∗= + − = , 

 1
1 22 33 22 33 33 11

2
( ) ( )( )

e
b a a a a a a

e
= − = − − ,  (6) 

 

1 2 1 1 2

1 2 2 1 2

3 3 3

cos sin , cos sin ,

sin cos , sin cos ,

, ,

x x x

y x x

z x

= ϕ − ϕ γ = γ ϕ − γ ϕ

= ϕ + ϕ γ = γ ϕ + γ ϕ

= γ = γ

 

 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

     cos ,         sin
e e

e e e e

−
ϕ = ϕ =

+ +
, 

где 1 2 3, ,γ γ γ  – проекции единичного вектора направления силы тяжести на 

специальные оси; 1 2 3, ,γ γ γ  – проекции данного вектора на главные оси. 
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3. Компоненты тензора инерции связаны с компонентами гирационного 
тензора следующим образом [7]: 

 2 2
11 22 1 33 1 1

1 1 1,            ,            A a A a a A a a b∗ ∗ ∗= = = −
∆ ∆ ∆

( ) , 

 12 1 31 23     
1 ,    0A a b A A∗= − = =
∆

,  (7) 

где 

 
1 1

2
1 1 1

0
0 0

0 0

a b
b a a a a b

a
∗ ∗ ∗

∗

∆ = = − ≠( ) . 

Для диагональных моментов инерции (7) выполнены условия 

 11 22 330,                  0,                  0A A A> > > , 

 11 22 33 11 33 22 22 33 11,        ,        A A A A A A A A A+ ≥ + ≥ + ≥ .  (8) 

Подставив (7) в (8) и, учитывая что 0∆ > , находим 

 1
10,           0,           0,           0a a a
a∗ ∗

∗
> > > ∆ > , 

 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1,     ,     a a a a a b a a a b a a a a a a b a∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗+ ≥ − + − ≥ + − ≥ . 

Обозначим 1
1

a
c

a
∗= , 1

2
1

b
c

a
= . Исключив очевидные неравенства, получаем 

 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 1,           ,           (2 )c c c c c c c< ≤ ≤ − .  (9) 

Заметим, что 1 0c > , поэтому из третьего условия (9) находим, что 1c ∈  

(0,2∈ ] . Условия (9) получены автором ранее в работе [5]. Позже были най-
дены более строгие условия, которые выводятся ниже. 

Произведения инерции связаны с соответствующими моментами инер-
ции следующими ограничениями [6]: 

 33 21 22 31 11 322 ,       2 ,      2A A A A A A≥ ≥ ≥ . 

Применяя формулы (7) и опуская при этом очевидные неравенства, полу-
чим следующее условие: 

 2
1 2 1 2 0c c c c− − ≥ .  (10) 

И еще одно условие получим, используя неравенства треугольника из 
(7) для главных моментов инерции. Из формул (6) находим 

 
2 211

1 1 1*

1 2

( ) 4
A

a a a a a b∗

= =
+ + − +

, 

 
2 222 33

1 1 1*

1 2 1 1,            
( ) 4

B C
a a aa a a a b ∗∗

= = = =
+ − − +

. 

Неравенство A B C+ ≥  при подстановке в него полученных выражений 
выполняется всегда, а два других неравенства дают следующее условие: 

 2 2 2 2 2 4
1 2 1 1 1 2 22 4c c c c c c c− + + ≤( ) ( ) .  (11) 

Таким образом, область допустимых значений параметров 1 2,c c  зада-
ется условиями (9)–(11). На рис. 1 она затемнена серым цветом. Из рис. 1 
видно, что для 1 (0,2c ∈ ]  условие (11) более сильное, чем остальные. Поэто-
му условия (9), (10) можно не учитывать. Рассмотрим систему (2), когда 

2 0c < . Тогда заменой 
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  2 3 2 2 3 2( , , , , ) ( , , , , )y z c y z cγ γ − − − γ − γ −a , 

ее можно привести к аналогичной системе, для которой 2 0c > . То есть при 

изменении знака у параметра 2c  траекторная структура решения системы 
(2) не изменяется. Таким образом, не нарушая общности, достаточно рас-
сматривать лишь неотрицательные значения данного параметра. 

 

Рис. 1. Область допустимых значений 1 2,c c . 

4. Введем безразмерные переменные 

 1 1 1
1

1
,    ,    ,    ,    i

a a a
x x y y z z a a t

a∗
Γ′ ′ ′ ′= = = ω = ω τ = Γ

Γ Γ Γ
 

и параметры 

 1 1
1 2

1 1
,         ,         ,         

a b a
c c h k k

a a
∗ Ε ′= = = =

Γ Γ
. 

Тогда 

 1 1,         
dy dydx dx d dx a a

dt d dt d dt d
τ= ⋅ = Γ = Γ

τ τ τ
, 

 1 1,                      ,       1,2,3i id ddz dz a a i
dt d dt d

γ γ
= Γ = Γ =

τ τ
. 

Соотношения (2), (3) в новых переменных запишутся в виде (здесь и в 
дальнейшем штрих для удобства записи опущен) 
 2x c zx= −& , 

 1 2 3(1 )y c zx c yz= − + − γ& , 

 2 2
1 2 2 2( 1)z c yx c x c y= − + − + γ& , 

 1 1 2 1 2 3( )c z c y c xγ = γ − + γ& , 

 2 2 3 1 1( )x c y c zγ = + γ − γ& , 

 3 1 2 1 2 2( ) ( )c y c x x c yγ = + γ − + γ& ,  (12) 

 2 2 2
1 2 1( ) 2 2 2x c y z c yx h+ + + − γ = , 

 1 2 3x y z kγ + γ + γ = , 

 2 2 2
1 2 3 1γ + γ + γ = .  (13) 

Область изменения параметров 1 2,c c  системы задается условиями (11) 
и показана на рис. 1. 

Понизим порядок системы (12) с помощью известных первых интегра-
лов. Из соотношений (13) определим 1 2 3, ,γ γ γ : 
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 1γ = µ , 

 2 2 2
1 ( )y k x z H

y z
γ = − µ ±

+
[ ] , 

 3 2 2
1 ( )z k x y H

y z
γ = − µ

+
∓[ ] ,  (14) 

где 

 2 2 2 2(1 )( ) ( )H y z k x= − µ + − − µ , 

 2 2 2
1 22 ( ) 2 2x c y z c yx hµ = + + + − .  (15) 

Подставив найденные выражения в (12), получаем редуцированную до тре-
тьего порядка систему, к интегрированию которой сводится задача о дви-
жении гироскопа Гесса: 

 2x c xz= −& , 

 1 2 2 2
1(1 ) ( )y c zx c yz z k x y H

y z
= − + − − µ

+
∓& [ ], 

 2 2
1 2 2 2 2

1( 1) ( )z c yx c x c y y k x z H
y z

= − + − + − µ ±
+

& [ ] .  (16) 

Эта система применялась для исследования гироскопа Гесса в работе 
[7]. Она имеет третий порядок и зависит от четырех параметров 1 2, , ,c c h k . 

Редукция до третьего порядка уравнений Эйлера – Пуассона, записан-
ных в главных осях, в общем случае была сделана Гессом [8]. 

Уравнения (16) иногда удобнее рассматривать в цилиндрической систе-
ме координат , ,x ρ ϕ . Для перехода к ней сделаем замену  

 ,     cos ,     sinx x y z= = ρ ϕ = ρ ϕ . 

Тогда выражения (14) примут такой вид: 
 1γ = µ , 

 2 2
1 ( ) cos sink x Hγ = − µ ρ ϕ ± ρ ϕ

ρ
[ ], 

 3 2
1 ( ) sin cosk x Hγ = − µ ρ ϕ ρ ϕ

ρ
∓[ ] , 

а система (16): 

 2 sinx c x= − ρ ϕ& , 

 2
2 sinc x Hρρ = ρ ϕ& ∓ , 

 2 2 2 3
1 2 2( 1) cos cosc x c x x k cρ ϕ = − ρ + ρ ϕ − µ + − ρ ϕ& . 

Здесь 

 2 2 2 2 2
1 2(1 ) ( ) ,        2 2 cos 2H k x x c c x h= − µ ρ − − µ µ = + ρ + ρ ϕ − .  

Выпишем некоторые свойства гироскопа Гесса. 
Лемма 1 [5]. Величина H , входящая в уравнения редуцированной сис-

темы (16), неотрицательна при любых , , , ,x y z h k , связанных тремя ин-
тегралами. 

В цилиндрической системе координат , ,x ρ ϕ , при 0x =  величина H  
имеет вид 

 
2

6 4 2 2 21
1( ) (1 )

4
c

H c h h kρ = − ρ + ρ + − ρ − .  (17) 
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Лемма 2 [3]. Инвариантное соотношение Гесса принадлежит трех-
мерному слою (13) в фазовом пространстве 1 2 3, , , , ,x y z γ γ γ  тогда и толь-

ко тогда, когда интегральные константы ,k h  принадлежат области 

 3 2 2 2
1, : 4 36 4(3 ) 3 27 0h k h h h h c kΩ = − + + + + − ≥{ } .  (18) 

Лемма 3. Траектория годографа вектора кинетического момента в 
решении Гесса лежит на окружности с центром в начале координат 
тогда и только тогда, когда 1 constCGγ = = . 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Действительно, из интеграла кинетического 

момента находим 2 2

1
2 Ch G

y z
c
+

+ = . Отсюда следует, что траектория годо-

графа вектора кинетического момента находится на окружности с центром 

в начале координат и радиусом 12( )Ch G c+ / , если 1 constγ = , и, наоборот, 

если 2 2 consty z+ = , то 1 constγ = . Лемма доказана.  ◊ 

Лемма 4. Для любого решения системы (12), в котором 0x =  и 1γ =  

const= , геометрический интеграл и интеграл энергии функционально за-
висимы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  В этом случае H  и µ  в (15) будут постоян-

ными. Обозначим их соответственно через ,C CH µ . Подставляя (14) в гео-
метрический интеграл, получаем  

2
2 3 2 32 2 2 2

( ) ( ) 1C
C

Hk y z z y G
y z y z

γ + γ ± γ − γ = −
+ +

. 

Далее, преобразовав, имеем 

2
2 32 2 2 2

( ) 1 C
C

Hk y z G
y z y z

γ + γ = −
+ +

∓ . 

Так как 2 2y z+  постоянно в силу леммы 3, то интеграл энергии получается 
из геометрического интеграла умножением последнего на некоторую кон-
станту. То есть эти интегралы при сделанных предположениях функцио-
нально зависимы. Лемма доказана. ◊ 

Из леммы 4 следует, что для исследования стационарных движений 
редуцированная система (16) недостаточна. 

Лемма 5 [5]. Гироскоп Гесса при 0x =  может вращаться равномерно 
только тогда, когда интегральные константы ,k h  связаны соотноше-
нием 

 3 2 2 2
14 36 4(3 ) 3 27 0h h h h c k− + + + + − = .  (19) 

5. Для исследования фазового портрета системы (12) вблизи инвари-
антного слоя (4) в качестве сечения Пуанкаре удобно взять цилиндр 

 2 2 2 1 2,           
2

y z R R
ρ + ρ

+ = = ,  

где 1 2,ρ ρ  – положительные корни уравнения ( ) 0H ρ =  (17). И затем для 
большей наглядности отобразить его на плоскость, «развернув» его по оси 
x . В качестве параметров, определяющих плоскость, возьмем ,x s , где s  – 

длина дуги. Тогда s R= α , где α  – угол, соответствующий дуге s . Коор-
динаты цилиндра связаны с координатами плоскости следующим образом: 

 ,            sin ,            coss sx x y R z R
R R

= = ⋅ = ⋅ .  (20) 

А координаты плоскости связаны с координатами цилиндра так: 
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 x x= , 

 

arctg , 0,  0,

arctg , 0,  0,
2

arctg , 0,  0,

3arctg , 0,  0.
2

y
R z y

z
zR z y
y

s y
R z y

z
zR z y
y

 ⋅ > >
 π ⋅ + < >    =    ⋅ + π < < 

 
 π ⋅ + > <   

 

Область значений s  находится в интервале 0, 2 Rπ[ ] . Для нахождения 

области значений x  воспользуемся леммой 1. Зафиксировав ,h k  из облас-

ти Ω  (18), с учетом формул (20) получим 

 
22

6 5 2 2 4
2 1 2

1 sin (1 2 ) sin
4 4

s R sH x Rc x h c R c x
R R

  = − − + − + − +    
 

 2 3 2
2 1 1(1 ) 2 sin (1 )sk Rc R c h x R h c

R
  + − + − + + −    

( )  

 4 2 4 2 2 2
1 1 2 2

1 (2 ) 2 sin sin
4

s sc R c h kRc R c x
R R

− + − + − +
 

 2 3
1 22 sin sh R c R c k x

R
 + − − + 
 

( )  

 2 2 2 4 6 2
1 1

1(1 ) 0
4

k R h hc R R c + − + − + − ≥  
.  (21) 

В результате численного исследования получаем, что вид этой области 
зависит от принимаемых параметром h  значений. На рис. 2 показано, как 
изменяется область (21) с увеличением h , h ∈ Ω . Параметр 1h∗ ≈ −  на-
ходится из (18). 

   

 а) h h∗=   б) h h∗>   в) h h∗>  

   

  г) h h∗>  д) h h∗>  е) h h∗>  

Рис. 2. Изменение области 0H ≥  на цилиндре при возрастании параметра h . 

Эффективным инструментом компьютерного изучения гамильтоновых 
систем с двумя степенями свободы является разработанный А. Пуанкаре 
метод фазовых сечений. Для динамической системы (12) выберем секущую 
поверхность, трансверсальную к фазовому потоку на инвариантном подпро-
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странстве, заданном соотношением (4). В качестве такой поверхности в про-

странстве 3 ( , , )x y zR , как было показано выше, можно взять прямой круго-

вой цилиндр 2 2 2y z R+ = , ось которого коллинеарная вектору r , а направ-

ляющая окружность радиуса R  расположена в плоскости (4). Величина R  
зависит от параметров тела, ее можно подобрать таким образом, чтобы все 
траектории решения Гесса трансверсально пересекали цилиндр. 

На рис. 3–6 приведены результаты компьютерного моделирования, на 
развертке поверхности точками отмечены последовательные пересечения 
цилиндра фазовыми траекториями. При этом использованы обозначения: 
x = ⋅G r  – расстояние от точки до плоскости (4); s  – значение дуговой ко-
ординаты на окружности радиуса R . Решению Гесса соответствует уровень 

0x = , траектории системы (12) в этом случае изучены в работе [5]. 
Фазовые портреты на рис. 3–6 разделены на два слоя сдвоенной сепа-

ратрисой Гесса – точки из одного слоя не проникают в другой. При h < Γ  
(на всех сечениях, кроме сечения изображенного на рис. 6в, 1Γ = ) соотно-
шение Гесса (4) задает инвариантную кривую, принадлежащую слоению, 
которое на рис. 3а и рис. 6а почти не отличается от регулярного. При h > Γ  
инвариантная кривая расположена внутри стохастического слоя (рис. 4, 
рис. 6б, рис. 6в). Если h → ∞  (либо 0Γ → ), то все сводится к случаю Эйле-
ра, решение Гесса стремится к сепаратрисе неустойчивого перманентного 
вращения тела вокруг средней оси инерции (рис. 6в). Случаи, когда инвари-
антное многообразие Гесса вырождается в окружность, на которой сущест-
вуют одна либо две неподвижные гиперболические точки, показаны на 
рис. 5б, рис. 5в. 

На рис. 3, рис. 4 показан фазовый портрет системы (12) при условиях 
Гесса (1). При больших h  решение Гесса является неустойчивым и разде-
ляет два стохастических слоя (рис. 4), а при малых h  лежит в почти не от-
личающемся от регулярного слоении (рис. 3). 

Фазовый портрет при условиях Гесса (1) и нулевой постоянной площа-
дей 0k =  показан на рис. 6. В этом случае вид сечения симметричен отно-
сительно точки ,  0s R x= π ⋅ = . На рисунках хорошо видно, что тор, соот-
ветствующий интегралу Гесса при малых энергиях, как и в предыдущем 
случае, расположен в почти не отличающемся от регулярного слоении 
(рис. 6а). С ростом энергии h  внутри области (21) появляются физически 
невозможные области значений переменных. 

На рис. 5 показан фазовый портрет системы (12) при условии (19). В 
этом случае, согласно лемме 5, траектория годографа вектора кинетическо-
го момента в решении Гесса лежит на окружности радиуса R  с центром в 
начале координат и система (12) при фиксированных ,h k  может иметь не-
подвижные точки (рис. 5б, рис. 5в). Случай, когда неподвижных точек не 
существует, изображен на рис. 5а. 

 

    

а) 0.4,  0.7k h= = −   б) 0.4,  0.5k h= = −   в) 0.4,  0.2k h= =  

Рис. 3. Фазовый портрет системы (12) в случае, когда инвариантная кривая 
0x =  принадлежит слоению, почти не отличающемуся от регулярного. 
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 а) 2,  1.2k h= =   б) 2,  10k h= =  в) 2,  12k h= =  

Рис. 4. Фазовый портрет системы (12) в случае, когда инвариантная кривая 
0x =  принадлежит стохастическому слоению. 

   

а) 0.2758,  0.8k h= = −  б) 1.0196,  1.899k h= =   в) 4.6671,  5.4k h= =  

Рис. 5. Фазовый портрет системы (12) при условии (19). 

   

а) 0,  0.2k h= = −   б) 0,  1k h= =   в) 0,  1,  0.001k E= = Γ =  

Рис. 6. Фазовый портрет системы, описывающей движение локсодромического 
маятника. 

6. Пусть главные моменты инерции и координаты центра масс твердого 
тела подчинены условиям Гесса (5) и константы первых интегралов имеют 
следующий вид: 

 1 0C = , 

 
3 ( )

( 2 )(2 2 3 2 )
AB A B d

H
A B d AC BC AB Cd

+ −
= +

+ + + − −
r

r , 

где 2 2d A B AB= + − . При этих ограничениях А. И. Докшевич в 1966 г. 
нашел двухпараметрическое семейство периодических решений уравнений 
Эйлера – Пуассона [2]. В явном виде решение записывается с помощью эл-
липтических функций времени. 

Положим ,  C A B Aα = β =/ / , тогда допустимые значения параметров 

,α β  принадлежат треугольнику с вершинами 1 2 3(1,0),  (1,1),  (1 2,1 2)P P P / / . В 
результате численного исследования решения Докшевича, проведенного в 
работе [1], выявлены две области параметрического резонанса. На рис. 7 
эти области заштрихованы. 
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На основании теоремы Ляпунова об устойчивости по первому прибли-
жению внутренним точкам областей соответствуют орбитально неустойчи-
вые решения. В незаштрихованных областях решения, как правило, орби-
тально устойчивы в первом приближении. Исключение составляют кривые 
резонансов, где необходим учет нелинейных возмущений. 

Результаты численного интегрирования уравнений (12) в окрестности 
решения Докшевича представлены на рис. 8. Структура фазового простран-
ства вблизи устойчивого периодического решения показана на рис. 8а. Поч-
ти все траектории возмущенного движения принадлежит инвариантным то-
рам. На рис. 8б периодическое решение неустойчиво, оно принадлежит се-
паратрисной поверхности. Стрелками указаны точки пересечения решени-

ем Докшевича сечения 2 2 2y z R+ = . 
Область заполненная точками на рисунках соответствует хаотическим 

движениям гироскопа. Механизм возникновения хаотических движений в 
окрестности решения Гесса изучен и описан в работе [4]. 

 

Рис. 7. Области неустойчивости для случая Докшевича на плоскости 2 ( , )α βR . 

   

 а) 0,  0.7343134829k h= =   б) 0,  0.3592729398k h= =  

Рис. 8. Фазовый портрет системы (12) при условиях существования решения 
Докшевича. 

Построенное Гессом точное решение задачи о движении твердого тела с 
неподвижной точкой позволяет изучить поведение сложной динамической 
системы, типичной для многих задач классической механики. На этом част-
ном примере, досконально изученном аналитическими и качественными ме-
тодами, можно исследовать нелинейную динамику решений возмущенной 
системы и попытаться выяснить общие внутренние свойства динамических 
систем, порождающие регулярные и хаотические движения. В данной рабо-
те построено сечение Пуанкаре и с его помощью численно изучено движе-
ние гироскопа Гесса вблизи решения Гесса. 
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ГЕОМЕТРИЧНИЙ АНАЛІЗ РУХУ ГІРОСКОПА ГЕССА 
 
Отримано умови, які характеризують розподіл мас гіроскопа Гесса. Для динаміч-
ної системи, що описує рух гіроскопа Гесса, запропоновано і вивчено спеціальний 
вигляд перерізу Пуанкаре. За допомогою вказаного перерізу побудовано та дослід-
жено фазовий портрет рухів гіроскопа Гесса. 
 
GEOMETRIC ANALYSIS OF HESSE GYROSCOPE MOTIONS 
 
The conditions characterizing distribution of the Hesse gyroscope masses are obtained. 
For a dynamic system describing the Hesse gyroscope motions a special type of 
Poincaré cut is proposed and studied. By means of this cut, the phase portrait of Hesse 
gyroscope motions is constructed and investigated. 
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