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ПОЗДОВЖНІЙ ЗСУВ ПРУЖНОГО СЕРЕДОВИЩА З ТОНКИМ 
ПРЯМОЛІНІЙНИМ ГОСТРОКІНЦЕВИМ П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНИМ 
ВКЛЮЧЕННЯМ НИЗЬКОЇ ЖОРСТКОСТІ 
 

Запропоновано методику дослідження напружено-деформованого стану по-
близу країв гострокінцевого тонкого прямолінійного п’єзоелектричного вклю-
чення змінної товщини та низької жорсткості, що знаходиться у пруж-
ному ізотропному середовищі. Методика ґрунтується на поєднанні асимп-
тотичного аналізу розв’язків задачі та методу сингулярних інтегральних 
рівнянь, в основу чисельної реалізації яких закладено процедуру регуляризації 
Канторовича розбіжних інтегралів і метод колокацій. 

 
Вступ. Дифракційні процеси у пружних середовищах з тонкостінними 

пружними неоднорідностями переважно вивчались без урахування елект-
ричних властивостей матеріалів. В цьому зв’язку слід згадати, наприклад, 
праці [2, 4, 6, 20, 22, 24], де розглядались задачі при різних обмеженнях на 
пружні властивості тонкого включення, а також відповідні статичні задачі 
(див., наприклад, огляд [12]). Проте об’єктом сучасних досліджень (актуаль-
них для розробки новітніх засобів ультразвукової діагностики та неруйнів-
ного контролю, створення композитних матеріалів з новими властивостями 
тощо) все частіше стають хвильові поля в електропружних неоднорідних 
структурах [16–18], в тому числі і з тонкостінними концентраторами напру-
жень [10, 13, 15, 25].  

У пропонованій статті викладено методику визначення полів зміщень і 
напружень в околі гострокінцевого тонкого прямолінійного п’єзоелектрично-
го включення змінної товщини та низької жорсткості, що знаходиться у 
пружному ізотропному середовищі. При розробці методики суттєвим є вра-
хування обмеженості напружень при підході до гострого краю неоднорід-
ності [7, 13, 20]. 

Важливою складовою запропонованої методики є створення алгоритму 
чисельної реалізації двовимірних сингулярних інтегральних рівнянь (СІР), 
які виникають у процесі дослідження поставленої задачі. Незважаючи на 
різноманіття підходів до розв’язання таких рівнянь (див. огляди в [4, 8, 9, 
12, 20, 21, 23]), стійкі алгоритми на сьогодні розроблені лише для окремих 
спеціальних форм гострокінцевих тонких неоднорідностей [4–6]. Запропоно-
вана в статті чисельна схема розв’язання СІР, що базується на процедурі 
регуляризації Канторовича розбіжних інтегралів та методі колокацій, є 
стійкою при довільних формах гострокінцевих тонких пружних включень. 
Подібний підхід був запропонований раніше в [4, 19, 23] для розв’язання 
тривимірних СІР, коли підінтегральна функція при підході до краю області 
визначення має асимптотику типу «квадратного кореня». 

 Постановка задачі. Нехай у пружному ізотропному необмеженому се-
редовищі з модулем зсуву µ  та густиною ρ  в умовах ідеального механічно-
го контакту і за поздовжнього зсуву пружної системи знаходиться тонке 
прямолінійне п’єзоелектричне включення, що займає область Wε =  

1 2 1 2 1( , ) : ,  2 ( )x x x a x h x= < ≤{ } , де 1( )h x  та 2a  – товщина та довжина 

неоднорідності, 1 2( , )x x=x  – декартові координати. Мала відносна товщина 

включення характеризується параметром 1 max ( ) 1
x a

a h x−

<
ε = = . Матеріал 

неоднорідності з пружною сталою 44c  належить до кристалографічного 

класу 6mm , а вісь симетрії шостого порядку перпендикулярна до площини 
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1 2x x  [1, 10, 13]. При усталених коливаннях композиту зміщення у матриці 
задовольняють рівняння Гельмгольца 

 s 2 s s in 2( ) ( ) 0,      ( ) ( ) ( ),     \u k u u u u Wε∆ + = = + ∈ Rx x x x x x , (1) 

де ( )u x  та s ( )u x  – повне та розсіяне (що задовольняє умову випромінюван-

ня Зоммерфельда) поля зміщень у матриці; in ( )u x  – задані зміщення у тілі 

без включення; k  – хвильове число у матриці. 
 На поверхні включення Wε∂  виконується умова рівності нулеві елект-

ричної індукції. При такій електричній умові (за ідеального механічного 
контакту компонент композиту) динамічну рівновагу тонкого п’єзоелектрич-
ного включення низької жорсткості з оточуючим ізотропним середовищем 
можна асимптотично наближено змоделювати граничними умовами, запи-
саними на серединній лінії включення [10, 13]: 

 1 1
1 1 1

2

( ) ( , 0)
( ) ( , 0) ( , 0)

h x u x
x u x u x

x∗

∂ ±
Φ = + − − =

γ ∂
, 

 1 1
1 2

2 2

( , 0) ( , 0)
,         ,          0

u x u x
x a x

x x
∂ + ∂ −

= < =
∂ ∂

. (2) 

Тут 

  2 44 15

44 11

(1 ),        ,        
c e

c
∗γ = γ + η γ = η =

µ ε
, 

1( )xΦ  – стрибок зміщень у матриці на середині включення; 15e , 11ε  – п’є-
зоелектрична стала і діелектрична проникність матеріалу неоднорідності; η  
– коефіцієнт електромеханічного зв’язку.  
 Надалі розглядатимемо гострокінцеві включення, коли асимптотика 
функції 1( )h x  при 1x a→ ±  має вигляд 

 1 0 1 1( ) 1 ,             h x h x a x a±δ± → ±∓∼ / , (3) 

 0 const 0,             1h ±= ≠ δ > , 

±δ  – параметри загострення країв включення. 

 Інтегральні рівняння задачі. Запишемо розв’язок задачі (1), (2) у ви-
гляді інтегрального подання [14] 

 
0

s 0 0
1 10

2

( , )
( ) ( )

a

a

G
u x dx

x−

∂= Φ
∂∫
x x

x , (4) 

 0 (1) 0 0 0 0
0 0 1 2 2( , ) ( ),       ,     ( , ),       0

4
iG H kR R x x x= = − = =x x x x x , 

де 0( , )G x x  – функція Ґріна; (1)
0 ( )H kR  – функція Ганкеля першого роду ну-

льового порядку. 
 Задовольняючи поданням (4) граничні умови (2), отримаємо інтегральне 
рівняння для визначення стрибка зміщень 1( )xΦ  на серединній лінії вклю-
чення 

 2
1 1 1 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ),        

a

a

q x x k p k x p dp q x x a
−

Φ + Φ − = <∫ K( ) , (5) 

 
(1)
1 ( )

( )
4

H tit
t

= −K ,  
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in

1 1 2 1 2
1 2

( )1( ) ,           ( ) ,             0
( )

u
q x q x x

h x x∗
∂= γ = =

∂
x

. 

Тут (1)
1 ( )H t  – функція Ганкеля першого роду першого порядку. 

 Враховуючи характер поведінки розв’язку задачі поблизу країв вклю-
чення при умові (3) [2, 7, 20], функцію 1( )xΦ  подамо у вигляді 

 1 0( ) ( ) ( )x t tΦ = ω Φ , (6) 

де 

  1( ) (1 ) (1 ) ,         ,        1t t t t x a+ −δ δ
±ω = − + = δ >/ , 

0 ( )tΦ  – функція, регулярна при 1,1t ∈ −[ ] . 

 Ядро ( )tK  гіперсингулярного інтегрального рівняння (5) має таку 
асимптотику: 

 
2

1 1( ) ln (1),            0
42

t t O t
t

= − + + →
ππ

K . (7) 

При регуляризації розбіжних інтегралів скористаємось процедурою, 
яка базується на відніманні відрізку ряду Тейлора функції 0 ( )tΦ  (методом 

регуляризації Канторовича) [3, 8]. Враховуючи співвідношення (6), (7), пере-
пишемо рівняння (5) у вигляді 

 
2

1 0 2 0 0 1 0
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

k
aq x x x I x I x x I x x∗   ′ω Φ − − Φ + Φ −  π   

 

 
1

0 0 02
1

( )1 ( ) ( ) ( ) ( )
2 ( )

t
t x t x x dt

t x−

ω ′− Φ − Φ − − Φ +
π −∫ [ ]  

 
12

0 0
1

( ) ( ) ( ) ln
4
k

t t x t x dt∗

−

+ ω Φ − Φ − +
π ∫ [ ]  

 
1

0 1 2
1

( ) ( ) ( , ) ( ),        1t t t x dt aq x x
−

+ ω Φ = <∫ K . (8) 

Тут позначено 

 
1

0
1

( ) ( ) lnI x t x t dt
−

= ω −∫ , 

 
1

1

( )
( ) ,            1,2

( )
j j

t
I x dt j

t x−

ω= =
−∫ , 

 
2

2 2
1 2

1( , ) ln ,        
42 ( )

k
t x k k x t t x k ka

t x
∗

∗ ∗ ∗= − + − − =
ππ −

K K( ) , 

1( , )t xK  – регулярне ядро. Методика обчислення 0 ( )I x  наведена у [8], 

інтеграли ( )jI x , 1,2j = , обчислюємо згідно з поданнями [8, 9]: 

 1( ) ( 1) 2 (1 ,1 )jj
jI x j+ −− +δ +δ

+ −= − Β − + δ + δ ×  

 1, 1 ; ;
2
xF j j j+ − +

− × − + − δ − δ − δ − 
 

 

 12 cos ( ) (1 , 1 ))(1 ) jj x− +δ − +δ
+ + +− πδ Β + δ − + − δ − ×  
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 1,1 ;2 ; ,         1,2
2
xF j j− + +

− × − δ + δ − + δ = 
 

, 

де ( , )a bΒ  та ( , ; ; )F a b c x  – бета-функція та гіпергеометрична функція. 
 Інтеграли в рівнянні (8) є регулярними і з достатньою точністю обчис-
люються з використанням формули трапецій при рівномірному розбитті 
відрізка інтегрування. Позначивши через L∗  відрізок 1,1−[ ]  з вилученим 
інтервалом розбиття, який містить точку x , інтегральне рівняння (8) пода-
мо у регуляризованому вигляді 

 1 1 0 1 2 2
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

I x I x x aq x x I x I x∗ ∗′− Φ + ω + − −π π
[ ] ( )  

 
2

0 0 0( ) ( ) ( )
4
k

I x I x x∗∗ − − Φ +π
( )  

 2 2
0 2( ) ( ) ( ),       1

L

k t t k t x t aq x xd
∗

∗ ∗+ ω Φ − = ≤∫ K( ) . (9) 

Тут 

 0 ( ) ( ) ln
L

I x t x t dt

∗

∗ = ω −∫ , 

 
( )

( ) ,              1,2
( )

j j
L

t
I x dt j

t x
∗

∗ ω= =
−∫ . 

Інтеграли вздовж L∗  у рівнянні (9) також обчислюємо з використанням 
формули трапецій. 
 Для отримання дискретних аналогів (5), (9) функцію 0 ( )xΦ  та її похід-

ну апроксимуємо згідно з лінійною та квадратичною інтерполяційними фор-
мулами Лагранжа [11], причому вузли колокацій вибираємо в центрах ін-
тервалів рівномірного розбиття області визначення 0 ( )xΦ . Зазначимо, що 

подібний підхід запропоновано раніше в [4, 19, 23] до розв’язання триви-
мірних СІР при аналізі напружено-деформованого стану пружних тіл з 
просторовими плоскими тріщинами та тонкими включеннями. 
 Напружено-деформований стан поблизу гострих країв включень. 
Для визначення структури розв’язків задачі (2), (3) поблизу країв неодно-
рідності скористаємось методом послідовного розчеплення асимптотичних 
розкладів [7, 20]. Асимптотику повного поля зміщень ( )u x  подамо як  

 in
0 1 1( ) ( cos sin ) ( ),      0u a a b o± ± ± ± ±= + ρ ϕ + ϕ + ρ ρ →x , 

 ±− π ≤ ϕ ≤ π , (10) 

де ( , )± ±ρ ϕ  – локальні полярні системи координат поблизу кінців включен-

ня при 1x a→ ±  (неоднорідність розміщена на лінії ±ϕ = ± π ); in
1a  – відо-

мий коефіцієнт асимптотичного розкладу (заданого) зміщення in ( )u x  у тілі 
без включення: 

 in in in in
0 1 1( ) ( cos sin ) ( )u a a b o± ± ± ±= + ρ ϕ + ϕ + ρx . 

Величина 1b  у (10), яка визначає рівень напружень в матриці поблизу 

кінців, зв’язана зі стрибком зміщень 1( )xΦ  співвідношенням 

 1
1 0 02 ( ) ( 1)b a h

δ ± −
∗= γ Φ ±∓ . 

 Для прикладу розглянемо випадок, коли 
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 in
0 1 in 2 in( ) exp ( sin cos )u u ik x x= θ − θx [ ] , 

 1 1 1( ) (1 ) (1 )h x a x a x a+ −δ δ= ε − +/ / , 

де 0u  та inθ  – амплітуда та кут падіння набігаючої на включення плоскої 

гармонічної хвилі in ( )u x . 
 На рис. 1, рис. 2 наведено спектральні залежності нормованого уза-
гальненого коефіцієнта інтенсивності 0 0 0( 1)K u= Φ ± /  для значень коефіці-

єнта електромеханічного зв’язку 0, 0.3, 0.6, 0.9η =  (коли у включенні від-

сутній п’єзоефект, тоді 0η = ). Обчислення виконано для 0.1γ =  (рис. 1), 

0.9γ =  (рис. 2) при 0.1ε = , in 0θ = . 

   
 Рис. 1  Рис. 2 

Як видно із наведених графіків, зростання коефіцієнта електромеха-
нічного зв’язку призводить до зменшення рівня напружень поблизу гострих 
кінців тонких включень малої жорсткості. Вплив п’єзоефекту найбільш по-
мітний у частотних діапазонах, в яких узагальнений коефіцієнт інтенсив-
ності напружень 0K  набуває максимальних значень. Існують також часто-

ти, при яких вплив п’єзоелектричних властивостей неоднорідності на вели-
чину параметра 0K  практично нівелюється. 

Висновки. Розроблено методику визначення полів зміщень і напру-
жень в околі гострокінцевих тонких прямолінійних п’єзоелектричних вклю-
чень змінної товщини та низької жорсткості, яку можна поширити на ви-
падок криволінійних неоднорідностей. 
 Запропоновано стійкий алгоритм розв’язання двовимірних гіперсингу-
лярних інтегральних рівнянь при довільному характері поведінки їх роз-
в’язків поблизу країв області визначення. 
 На основі чисельного аналізу задачі можна зробити такі загальні ме-
ханічні висновки: зростання коефіцієнта електромеханічного зв’язку при-
зводить до зменшення рівня напружень поблизу гострих кінців тонких 
включень малої жорсткості; вплив п’єзоефекту найбільш помітний у час-
тотних діапазонах, в яких узагальнений коефіцієнт інтенсивності напру-
жень набуває максимальних значень. Існують частоти, при яких вплив 
п’єзоелектричних властивостей неоднорідності на рівень напружень в околі 
її країв практично нівелюється. 
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ПРОДОЛЬНОЕ СМЕЩЕНИЕ УПРУГОЙ СРЕДЫ С ТОНКИМ ПРЯМОЛИНЕЙНЫМ 
ОСТРОКОНЕЧНЫМ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ НИЗКОЙ ЖЕСТКОСТИ 
 
Предложена методика исследования напряженно-деформированного состояния 
вблизи краев остроконечного тонкого прямолинейного пьезоэлектрического вклю-
чения переменной толщины и низкой жесткости, находящегося в упругой изо-
тропной среде. Методика базируется на сочетании асимптотического анализа 
решений задачи и метода сингулярных интегральных уравнений, в основу чис-
ленной реализации которых положены процедура регуляризации Канторовича 
расходящихся интегралов и метод коллокаций. 
 
LONGITUDINAL SHEAR OF ELASTIC MEDIUM WITH THIN RECTILINEAR PEAKED 
PIEZOELECTRIC INCLUSION OF LOW RIGIDITY 
 
A procedure of study the stress-strain state near the edges of thin rectilinear peaked 
piezoelectric inclusion of variable thickness and low stiffness, which is located in an 
elastic isotropic medium, is proposed. The procedure is based on combination of 
asymptotic analysis of solutions of the problem and the method of singular integral 
equations, based on numerical realization of Kantorovich regularization procedure for 
divergent integrals and the collocations method. 
 
Ін-т прикл. проблем механіки і математики Одержано 
ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів 31.05.10 
 
 
 


