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КРУТИЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКИХ 
ПОЛЫХ ЦИЛИНДРОВ С ОКРУЖНОЙ ПОЛЯРИЗАЦИЕЙ 
 

Рассматривается осесимметричная задача о собственных крутильных коле-
баниях полых пьезокерамических цилиндров. Пьезокерамика поляризована в 
окружном направлении. Боковые поверхности цилиндра покрыты тонкими 
электродами, которые закорочены. Метод решения задачи основан на комби-
нации методов сплайн-коллокаций по продольной координате и метода по-
шагового поиска по радиальной координате. Приведены результаты числен-
ного анализа цилиндра из пьезокерамики PZT 4 в широком диапазоне измене-
ния геометрических характеристик цилиндра. 

 
Необходимость дальнейшего углубленного изучения трехмерных эф-

фектов, имеющих место в толстостенных элементах, приводит к необходи-
мости проводить расчет конструкционных элементов в пространственной 
постановке.  

Решение динамических задач для толстостенных элементов как про-
странственных задач теории упругости связано со значительными труднос-
тями, обусловленными сложностью системы исходных дифференциальных 
уравнений в частных производных, а также необходимостью удовлетворять 
краевым условиям на ограничивающих тело поверхностях. Эти трудности 
существенно возрастают в условиях связанности полей и анизотропии 
пьезоэлектрических материалов [1, 2, 8, 9]. 

Этим объясняется тот факт, что в научной литературе известны толь-
ко отдельные работы, посвященные исследованию проблемы колебаний 
пьезокерамических цилиндров конечной длины, выполненные в рамках 
трехмерной теории упругости [10–12, 14, 15]. 

Метод решения, основанный на комбинации метода сплайн-коллокаций 
и метода пошагового поиска для исследования напряженно-деформирован-
ного состояния и анализа спектра собственных частот колебаний упругих 
тел, применялся в работах [3–5, 7, 13]. 

В работе [12] исследовались собственные осесимметричные колебания 
полых пьезокерамических цилиндров с поляризацией пьезокерамики в осе-
вом направлении. Для кругового цилиндра возможен еще один вид осесим-
метричных колебаний – крутильные колебания. 

Целью настоящей работы является исследование собственных кру-
тильных колебаний пьезокерамических цилиндров конечной длины из пье-
зокерамики, поляризованной в окружном направлении. При этом боковые 
поверхности цилиндра свободны от внешних воздействий и покрыты тонки-
ми электродами, которые закорочены. На торцах цилиндра рассматривает-
ся жесткая заделка. 

Задача описывается взаимосвязанной системой уравнений, включа-
ющей 

– осесимметричные крутильные уравнения движения (в цилиндричес-
кой системе координат ( , )r z ):  
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 – уравнения электростатики:  
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– геометрические соотношения: 
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Здесь ijσ  – компоненты тензора напряжений; ρ  – плотность материала; ω  

– круговая частота; iu  – компоненты вектора перемещений; iD  – компо-

ненты вектора электрической индукции; iE  – компоненты вектора напря-

женности электрического поля; ϕ  – электростатический потенциал; ijε  – 

компоненты тензора деформаций. 
Физические соотношения для пьезокерамического материала, поляри-

зованного в окружном направлении, имеют вид 

 55 15 55 152 ,             2r r r z z zc e E c e Eθ θ θ θσ = ε − σ = ε − , 

 15 11 15 112 ,             2r r r z z zD e E D e Eθ θ= ε + ε = ε + ε ,  (4) 

где ijc  – компоненты тензора модулей упругости; ije  – компоненты тен-

зора пьезомодулей; ijε  – компоненты тензора диэлектрической проница-

емости материала. 
Граничные условия на поверхностях цилиндра задаются следующие: 
– боковые поверхности r R+=  и r R−= свободны от внешних усилий: 

0rθσ = , и покрыты тонкими электродами, которые закорочены: 0ϕ = ; 

– торцы цилиндра 0,  z z L= =  жестко защемлены: 0uθ = , и покрыты 

тонкими электродами, которые закорочены: 0ϕ = . 

Здесь R+  – внешний радиус цилиндра; R−  – внутренний радиус 

цилиндра; h  – половина толщины цилиндра: L  – длина цилиндра. 
Подставив соотношения (3) и (4) в уравнения (1) и (2) и разрешив их 
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Здесь обозначено  
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ω  – круговая частота; 1010λ = Па; 0ε  – диэлектрическая проницаемость 

вакуума; ρ  – плотность материала. 
Для решения задачи используем метод разделения переменных, 

функции ( , ),  ( , )r z u r zθϕ %  представим в виде 
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= ; ( ),  ( )i iu x v x  – искомые функции по перемен-

ной x ; ( )i zϕ , 0,1, ,i N= … , – линейные комбинации B -сплайнов на равно-

мерной сетке ∆ : 0 12 2n
L Lz z z− = < < < =… . Принимая во внимание гранич-

ные условия на торцах цилиндра при 
2
Lz = −  и 

2
Lz = , можно заметить, что 
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в систему входят производные от компонент вектора решения, не выше 
второго порядка, следовательно, можно ограничиться аппроксимацией 
сплайн-функциями третьего порядка. 

Если ввести обозначения 

 ( ) ,           , 0, ,i k k i NΦ = ϕ ξ = …[ ] , 

 0 1 0 1, , , ,           , , ,N Nu u u u v v v v= =… …[ ] [ ]� � , 

 2 2 2
0 1( , , ),  ( , , ), , ( , , )k k k k Na a x a x a x= ξ Ω ξ Ω ξ Ω…� { }l l l l ,  

 ( , ) ( , ) | , 1, , 4k k k∈ = …{ }l l l , (8) 

система (5) превратится в систему 4( 1)N +  линейных дифференциальных 

уравнений относительно функций , , ,u u v v% % : 
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Эту систему можно привести к виду 

 ( , )d A x
dx

= ΩR R .  (10) 

Ненулевые элементы матрицы A  представим так: 

 1 1 1
12 21 11 22 12 23 131,       ,       ,       A A a A a A a− − −′′= = Φ Φ = Φ Φ = Φ Φ , 

 1 1
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 1 1
43 22 23 44 24( ),          A a a A a− −′′= Φ Φ + Φ = Φ Φ . 

Граничные условия будут иметь вид 

 1 2( 1) 0,             (1) 0B B− = =R R . 

Ненулевые элементы матрицы B  представим так: 
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Когда r → ∞ , задача о крутильных колебаниях цилиндра сводится к 
задаче о сдвиговых колебаниях плоского слоя. В случае, когда материал уп-
ругий, задача еще более упрощается: 
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Учитывая, что 
0

0
z L

y z
u

=

=
= , решение выбираем в виде стоячих волн по 

координате z : ( , ) ( ) sin ,  1,2,ku x z u x z k
L
π= = … . Тогда получаем задачу о 

гармонических колебаниях: 
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Удовлетворяя граничным условиям, 
1
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n nπλ = = … . Корень 0λ =  дает группу собственных частот ω =  
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… , которая соответствует семейству гипербол. На рис. 1 

эти гиперболы изображены тонкой пунктирной линией. Они образуют как 
бы регулярную «сетку» для собственных частот крутильных колебаний 
упругого цилиндра. Сплошной линией изображены частоты собственных 
крутильных колебаний полого упругого цилиндра из пьезокерамики PZT 4 
при пьезомодулях, равных нулю. Внутренний радиус цилиндра 3R− = , 

внешний – 5R+ = . Можно заметить, что первая собственная частота пол-

ностью совпадает с гиперболой при 1k = . Для более высоких частот можно 
отметить следующее поведение: частота идет по соответствующей ветке 
гиперболы (совпадение при этом составляет три и более знаков) с последу-
ющим переходом на более низкую ветку. Переход с более высокой ветки 
гиперболы на более низкую ветку идет по линиям «плато» (участкам co 
сравнительно небольшой зависимостью частоты от геометрических пара-
метров цилиндра, в данном случае – длины цилиндра). Линия плато 
образует «точки сближения» (но не пересечения) собственных частот с 
линиями гипербол. 

  
 Рис. 1  Рис. 2 

К сожалению, обнаружить подобную регулярную сетку из гипербол 
для пьезокерамического цилиндра автору не удалось, в виду существенного 
усложнения задачи в этом случае. 

На рис. 2 представлена зависимость первых пяти частот собственных 

колебаний от относительной длины цилиндра L
h

, внутренний радиус ци-

линдра 3R− = , внешний – 5R+ = , материал цилиндра – пьезокерамика 
PZT 4. Сплошными линиями изображены значения собственных частот с 
учетом пьезоэффекта, пунктирными – без учета пьезоэффекта ( 0)ije = . Из 

приведенного рисунка видно, что влияние пьезоэффекта приводит к «ужес-
точению» материала, то есть повышению значения собственных частот. При 
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этом при определении первой собственной частоты влиянием пьезоэффекта 

можно пренебречь вплоть до относительной длины 5L
h

= . Для второй час-

тоты заметное влияние пьезоэффекта наблюдается для достаточно длин-

ных цилиндров, 8L
h

< . Для более высоких частот это влияние заметно для 

более длинных цилиндров. 

 
Рис. 3 

На рис. 3 представлена зависимость первых пяти собственных частот 
от внутреннего диаметра цилиндра ( )R− , при этом длина цилиндра и внеш-

ний диаметр остаются фиксированными: +5,  5L R= = . Рассматривается 

изменение внутреннего диаметра в широком диапазоне: от .0 05  до .4 95  
безразмерных единиц. Материалом цилиндра выбрана также пьезокерами-
ка PZT 4. Анализ приведенного рисунка показывает, что для упругого ма-
териала характерны участки с практически полным отсутствием зависи-
мости частоты от радиуса цилиндра. Пьезоэффект усложняет структуру 
спектра собственных частот и увеличивает значение собственной частоты.  
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КРУТИЛЬНІ КОЛИВАННЯ П’ЄЗОКЕРАМІЧНИХ ПОРОЖНИСТИХ 
ЦИЛІНДРІВ З КОЛОВОЮ ПОЛЯРИЗАЦІЄЮ 
 
Розглядається осесиметрична задача про вільні крутильні коливання порожнис-
тих п’єзокерамічних циліндрів. П’єзокераміка поляризована у коловому напрямку. 
Бічні поверхні циліндра покриті тонкими електродами, які закорочені. Метод 
розв’язування задачі базується на комбінації методу сплайн-колокацій за поз-
довжною координатою та методу покрокового пошуку за радіальною координа-
тою. Наведено результати чисельного аналізу циліндра з п’єзокераміки PZT 4 в 
широкому діапазоні зміни геометричних характеристик циліндра. 
 
TORSION VIBRATIONS OF PIEZOCERAMIC HOLLOW CYLINDERS 
WITH CIRCULAR POLARIZATION 
 
The axisymmetric problem on eigen torsion oscillations of hollow piezoceramic cylinders 
is considered. Piezoceramics is polarized in circumferential direction. The lateral 
surfaces are covered by thin electrodes which are short-circuited. The method of 
solution of the problem is based on combination of spline-collocation method along the 
longitudinal coordinate and stepwise search method along the radial coordinate. The 
results of numerical analysis of PZT-4 piezoceramic cylinder in a wide range of 
variation of geometric parameters of the cylinder are presented. 
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