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УДК 539.3 
 
В. С. Попович, Н. О. Горечко  
 
МЕТОДИКА РОЗРАХУНКУ НЕУСТАЛЕНИХ ТЕМПЕРАТУРНИХ НАПРУЖЕНЬ 
У ТЕРМОЧУТЛИВОМУ ПІВПРОСТОРІ  
 

На основі моделі термочутливого тіла запропоновано аналітично-числову 
методику побудови розв’язку осесиметричної квазістатичної задачі термо-
пружності для півпростору, який нагрівається миттєвим лінійним джере-
лом тепла та обмінюється теплом через обмежуючу поверхню шляхом кон-
вективного теплообміну з навколишнім середовищем. За допомогою методу 
збурень задачу зведено до розв’язування послідовності крайових задач для рів-
нянь Пуассона, розв’язки яких з використанням розвинень за кратними ін-
тегралами ймовірностей побудовано у вигляді швидкозбіжних рядів для кож-
ного з наближень. 

 
Важливим завданням технологічної термомеханіки є вивчення темпе-

ратурних напружень в елементах конструкцій за умов їх виготовлення та 
експлуатації. При цьому часто виникає необхідність враховувати неоднорід-
ність матеріалу конструкції, яка в багатьох випадках зумовлена впливом 
температури і є суттєвою при високих і низьких її рівнях [11]. Математич-
на модель, що враховує термочутливість матеріалу (залежність фізико-ме-
ханічних характеристик матеріалу від температури), більш адекватно опи-
сує термонапружений стан конструкції і дозволяє зробити більш прогнозо-
ваними її експлуатаційні можливості, але при цьому істотно ускладнюється 
побудова розв’язків відповідних задач теплопровідності та термопружності. 
Інженерна практика на сьогоднішній день надає перевагу тим методам чи 
математичному апарату, які є зручними для реалізації. Серед них цінними 
є аналітично-числові розв’язки таких задач, які побудовано у вигляді явних 
формул, що містять елементарні чи спеціальні функції. Деякі особливості 
числових та аналітично-числових методів дослідження температурних на-
пружень у термочутливих елементах конструкцій знайшли відображення у 
працях [4, 11, 13, 16]. За умов складного теплообміну та з урахуванням дії 
силових факторів методи визначення температурних полів і термопружного 
стану в однорідних та кусково-однорідних тілах простої геометричної фор-
ми розглянуто у роботах [2, 5, 9, 14, 15]. 

У пропонованій роботі квазістатичну осесиметричну задачу термо-
пружності для термочутливого півпростору, який нагрівається миттєвим лі-
нійним джерелом тепла та конвективно обмінюється ним через обмежуючу 
поверхню, методом збурень [6] зведено до послідовності крайових задач для 
рівнянь Пуассона. На основі праць [3, 10] запропоновано методику побудови 
розв’язку отриманої послідовності крайових задач для рівнянь Пуассона, 
праві частини яких є функції температури. 

1. Формулювання задачі. Розглядаємо вільний від навантаження тер-
мочутливий півпростір, на лінії 0r =  якого в початковий момент часу мит-
тєво виділяється деяка кількість тепла Q . Через поверхню 0z =  відбува-
ється конвективний теплообмін з навколишнім середовищем температури 

ct . Початкова температура півпростору дорівнює pt . 

Нестаціонарне температурне поле T  для такого термочутливого пів-
простору побудуємо методом поетапної лінеаризації (перетворення Кірхго-
фа та лінеаризації умови конвективного теплообміну методом «лінеаризую-

чих параметрів») [10], а вираз для змінної Кірхгофа ( )

p

T

t
T

T dT∗θ = λ∫  подаємо 

на основі розвинень за кратними інтегралами ймовірностей erfcni ξ =  
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∞
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= ∫  у замкнутому вигляді:  
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де 2
0 0 0 04b tQ Qa t= π λ/( )l ; ( ) (1 )c c pT T T∗ = − +/ æ ; 2

0 0Fo a= τ/l ; 0 0 0t va c= λ ; 

0 0Bi t= α λ/l ; æ  – «лінеаризуючий параметр»; 0a  – коефіцієнт температу-

ропровідності; 0T t t= / ; 0p pT t t= / ; 0c cT t t= /  ( 0t  – вибрана відлікова темпе-

ратура); 0rρ = /l ; 0zζ = /l  ( 0l  – вибраний характерний розмір). 

Для випадку лінійної залежності коефіцієнта теплопровідності ( )t tλ =  

0 1 ( )t pk T Tλ= λ + −( )  температуру ( , ,Fo, )T T= ρ ζ æ  як функцію координат 

,ρ ζ , часу Fo  та невідомого параметра æ  обчислюємо за формулою ( )T θ =  

1 2 1 pk k Tλ λ= + θ − +/( ) . Для кожного моменту часу значення æ  підбираємо 

ітераційно, мінімізуючи точність виконання нелінійної умови на змінну θ , 
отриманої з умови конвективного теплообміну. 

Відповідна квазістатична задача термопружності у безрозмірних пере-
міщеннях ,u w  має вигляд  
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ρ ∂ρ∂ρ ∂ζ

 – оператор Лапласа; 
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uu
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0 0 0t

ww
t
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– безрозмірні переміщення. Тут 

модуль зсуву G , температурний коефіцієнт лінійного розширення tα , та 

коефіцієнт Пуассона ν , як і коефіцієнт теплопровідності tλ  та об’ємна теп-

лоємність vc  вище, подано у вигляді 0( ) ( )t T∗χ = χ χ , де множники з індексом 

«0» є сталими і мають відповідні розмірності (опорні значення характерис-
тик), а співмножники з індексом «∗ » – безрозмірні функції, які описують 
залежність безрозмірних характеристик від безрозмірної температури.  
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2. Формування послідовності крайових задач методу збурень. Осеси-
метричну крайову задачу для рівнянь Ляме зі змінними коефіцієнтами (1), 
(2) методом збурень зводимо до послідовності крайових задач для рівнянь з 
постійними коефіцієнтами. У результаті розв’язок вихідної задачі термо-
пружності (1), (2) подаємо у вигляді суми розв’язків крайових задач для ос-
новного ( )0k =  і k -х ( 0)k >  наближень: 

 ( ) ( )

0

, , , , , , , ,k k
k k

k

u w u w
∞

ρ ρζ ρ ρζ
=

σ σ = σ σ∑… …{ } { } . (3) 

Тут 
0 0 0 0 0 0

,  ,  
2 2

rzrr

G t G tρ ρζ
σσ

σ = σ =
α α

…  – безрозмірні компоненти тензора на-

пружень, а відповідні компоненти тензора напружень для кожного з набли-
жень визначаємо за формулами 
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, (4) 

де k k k
k

u u w
e

∂ ∂
= + +

∂ρ ρ ∂ζ
; kiδ  – символ Кронекера. 

Отримані рівняння для ,k ku w , у свою чергу, введенням термопружних 

потенціалів 0Γ  0 0
0 0,  u w

∂Γ ∂Γ = = ∂ρ ∂ζ 
 для нульового наближення та ,k k

∗Γ Γ  

,  k k
k k ku w ∗∂Γ ∂Γ = = + Γ ∂ρ ∂ζ 

 для решти наближень зводимо [8] до послідов-

ності крайових задач для рівнянь Пуассона. Для визначення термопружно-
го потенціалу 0Γ  отримуємо таку початково-крайову задачу: 

 0 ( )T∆Γ = Φ , (5) 
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Система рівнянь для визначення потенціалів kΓ  і k
∗Γ  має вигляд 
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розв’язки якої повинні задовольняти граничні умови 
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3. Розв’язування крайової задачі для нульового наближення. Побуду-
ємо аналітично-числовий розв’язок для нульового члена розвинення (3) от-
риманої крайової задачі (5), (6) у припущенні, що температурний коефіці-
єнт лінійного розширення є лінійною функцією температури: 0( ) 1t ttα = α +(  

( )pk T Tα+ − ) . Подамо розв’язок 0 0,u w  задачі (5), (6) у вигляді суми част-

кового розв’язку 0 0
0(p) 0(p),  u w

∂Γ ∂Γ
= =

∂ρ ∂ζ
 неоднорідного рівняння (5) і роз-

в’язку Тередзави [7] 0 0,Т Тu w  для пружного півпростору, навантаженого 

нормальними та дотичними осесиметричними навантаженнями. 
Для побудови часткового розв’язку неоднорідного рівняння (5) подамо 

його праву частину у вигляді розвинень за ϑ , а їх коефіцієнти – за крат-

ними інтегралами ймовірностей erfcni ξ : 
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де exp( ) (4Fo)ϑ = − η / , 2 (4Fo)η = ρ / , 2 Foξ = ζ/( ) , 2Bi (1 ) Foβ = + æ . Тут 

коефіцієнти , ( )m nΦ β  знаходимо з числової апроксимації функції для визна-

чення похідної ( , )nΦ ξ β , отриманої у аналітичному вигляді: 
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Частковий розв’язок рівняння (5) з правою частиною (10) у трансфор-

мантах Ганкеля 0
0
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∞

θ = α θ∫  побудуємо у вигляді рядів за кратними 

інтегралами ймовірностей з довільними коефіцієнтами: 
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Звідси, здійснивши обернене перетворення Ганкеля [1], шуканий по-
тенціал 0 ( , ,Fo)Γ ρ ζ  знаходимо у вигляді 

 0 2( 1) 2 ,0
3

( , ,Fo) 4Fo erfc
M

m
m m

m

i− −
=

Γ ρ ζ = Φ ξ +∑ )
[ / ]  

 
( )

2

0, 11
1

1 1 1 ln
2 ! 2 4Fo4Fo

nn
n

n
E

nn

∞

−
=

 ρ    + Φ + ρ +   
   

∑  

 
( 1) 2

( 1) 2
2

3 1

2 (4 ) erfc (4 )
mM

m m j
j m

m j

n n i n
−

− −
−

= =

+ ξ Φ ×∑ ∑ )
[ / ]

[ / ]  

 
2

1 1( ( 1) 2 )! ( 1) 2 1,1,
4Fo
n

m j F m j
− ρ  × − − − − + 

 
[ / ] [ / ] ,  (11) 

де 1( )E z  – інтегральна показникова функція; 1 1( )F z  – гіпергеометрична 
функція [12]. 

Компоненти 0 0,ζζ ρζσ σ  напружень (4) використаємо у відомому розв’язку 

Тередзави [7] для задання поверхневих навантажень у початково-крайовій 
задачі на визначення 0 0,Т Тu w : 
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Розв’язок Тередзави, що є сумою розв’язків при заданому нормально-
му та дотичному навантаженні на границі 0ζ = , запишеться у вигляді 
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У результаті співвідношення для обчислення нульового наближення 
напружень у розв’язку (3), яке задовольняє умову відсутності навантажень 
на поверхні півпростору, запишеться у вигляді суми компонент тензора на-
пружень, обчислених за формулами (4) з урахуванням (11) і (12) відповідно: 

(0) 0(p) 0
0( ) T

ij ij ijσ = σ Γ + σ . 
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4. Побудова розв’язку послідовності крайових задач для наступних 
наближень. Розглянемо наявні у правих частинах рівнянь (7) вирази 

( , )kFρ ρ ζ , ( , )kFζ ρ ζ , які містять залежний від температури вираз ( )G T∗ . Вва-

жаємо, що модуль зсуву є квадратичною функцією температури 

 2
1 2( ) 1 ( ) ( )p pG T T T T T∗ = + γ − + γ − .  (13) 

Враховуючи вираз для температури [10], модуль зсуву подаємо у ви-
гляді розвинення за радіальною координатою: 

 
0

( ) n
n

n

G T g
∞

∗

=

= ρ∑ , (14) 

де 

 
0( )

0(0)
2 2 1 0
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n nn
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+ ϑ=
= − = = , 

 0( )

0

,         1
n

n
n

GG n
∗

ϑ=

∂ = ≥ 
 ∂ϑ

. 

Вирази напружень для нульового наближення (0) (0),  ζζ ρζσ σ  і функції ( )TΦ  

подамо у вигляді розвинення за радіальною координатою ρ : 

 (0) 0 (0) 0

0 0

( ) ( , ,Fo) ,     ( ) ( , ,Fo)n n
n n

n n

G T S G T S
∞ ∞

∗ ρζ ∗ ρρ
ρζ ρρ

= =

σ = ρ ζ ρ σ = ρ ζ ρ∑ ∑ , 

 
0

( ) n
n

n

T
∞

=

Φ = Φ ρ∑ ,  (15) 

де 0
nS ρζ , 0

nS ρρ  – деякі аналітичні вирази від координат та часу, 
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− ∗
λ α λ

∗ −
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+ ϕ ξ β
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,  

 1
2 1 1 1 10,     ,     1,     0,     1n n n n n n
n m m m n nf mf f f f f+

+ − +Φ = = + = = = . 

Розглянемо систему (7) при 1k = . З урахуванням співвідношень (13)–

(15) і в припущенні, що constν = , розвинення функцій 1( , )Fρ ρ ζ , 1( , )Fζ ρ ζ  у 

ряди за ρ  мають вигляд 

 0 0
1 1

0 0 0

1( , ) 4 4
1 2

n n
n

n i n i i n i
n i i

nF d S z S
∞

ρζ ρρ
ρ + − −
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 +ρ ζ = − Φ + + ρ − ν 
∑ ∑ ∑ , 
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0 0 0
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nn
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F d S z S
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1
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1 1
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Праві частини рівнянь системи (7) після підстановки (16) записуємо у 
вигляді рядів за радіальною координатою: 

 0 0 0 0
1 1, 1 1,

0 0

,            n n
n n

n n

∞ ∞
∗ ∗

= =

Γ = Γ ρ Γ = Γ ρ∑ ∑ , (17) 

а часткові розв’язки цих рівнянь подаємо у вигляді 

 1 ,
0 0

erfc
2 Fo

m n
m n

n m
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∞ ∞

∗ ∗
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ζ  Γ = Γ ρ    ∑ ∑ ,  

 0 0
1 ,

0 0

erfc
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m n
m n

n m

i
∞ ∞

= =

ζ  Γ = Γ ρ    ∑ ∑ . 
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Тут коефіцієнти 0 0
1, 1,,  n n
∗Γ Γ  рядів (17) шляхом числової апроксимації 

функцій 0
1
∗Γ , 0

1Γ  будуємо у вигляді розвинень за кратними інтегралами 
ймовірностей: 
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ε  – деяка додатна стала.  

Загальні розв’язки 1Γ  і 1
∗Γ , згідно з (16), (17), записуємо у вигляді 

 1 0
0

( , ) ( )exp( )n
n

B J n n
∞

=

Γ ρ ζ = ε ρ − ε ζ +∑  

 2
0

0

1 ( ) ( )exp( )
4(1 ) n

n

n A J n n
∞

=

+ ε ρ ε ρ − ε ζ +
− ν ∑  

 0
,

0 0

1 erfc
2(1 ) 2 Fo

m n
m n

n m

i
∞ ∞

= =

 ζ + Γ ρ  − ν   
∑ ∑ ,  

 1 0
0

( , ) ( )exp( )n
n

A J n n
∞

∗

=

Γ ρ ζ = ε ρ − ε ζ +∑  

 0, ,
0 1

erfc
2 Fo

m n
n m n

n m

i
∞ ∞

∗ ∗

= =
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∑ ∑ .  (18) 

Компоненти напружень для k -го наближення обчислюємо через kΓ  і 

k
∗Γ  за формулами (4). Розв’язки (18) записано з точністю до двох множин 

коефіцієнтів nA  і nB , які визначаються з системи лінійних алгебраїчних 

рівнянь, отриманої внаслідок задоволення граничних умов (8).  
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Для наступних наближень підставляємо в праву частину рівняння (7) 
вже знайдені розвинення напружень за ρ  з попередніх ітерацій. Залиша-
ється обчислити лише числові апроксимації для розвинень за кратними ін-
тегралами ймовірностей та коефіцієнти nA  і nB  для кожного з наближень. 

5. Дослідження впливу термочутливості півпростору на його термо-
напружений стан. Проведено дослідження напружено-деформованого стану 
сталевого півпростору з такими фізико-механічними характеристиками [9]: 
 ( ) 41.51 1 0.3( )t pt T Tλ = − −( ) [Вт/(м ⋅ К)], 

 6( ) 17.08 10 1 0.77( )pt T T−α = ⋅ + −( ) [К–1], 

 5 2( ) 0.74 10 1 0.46( ) 0.56( )p pG t T T T T= ⋅ + − + −( ) [МПа],     0 0.3ν = . 

На рис. 1 наведено графіки розподілу безрозмірних радіальних ρσ  і ко-

лових ϕσ  напружень в залежності від радіальної координати ρ  для 

значень безрозмірного часу Fo 0.5, 1.0, 2.0=  при 2ζ = , Bi 1= . 
На рис. 2 наведено графіки розподілу безрозмірних колових напружень 

ϕσ  в залежності від радіальної координати ρ  при значеннях осьової коор-

динати 1, 2, 5ζ =  при Fo 2,  Bi 1= = . 
Тут і надалі суцільні лінії відповідають розв’язкам задачі з усіма за-

лежними від температури тепловими і механічними характеристиками, а 
штрихові – зі сталими характеристиками, що дорівнюють опорним значен-
ням термочутливого півпростору. 

  
 Рис. 1  Рис. 2  

Зі збільшенням значення Fo  спостерігається зменшення величини роз-
глянутих компонент тензора напружень і зменшення розбіжності між роз-
в’язками, отриманими при урахуванні термочутливості і без нього. При від-
даленні від лінії дії джерела тепла колові напруження, особливо при малих 
значеннях безрозмірного часу, частково змінюють знак на протилежний, 
після чого обидва напруження монотонно заникають до нуля. 

При наближенні до поверхні півпростору колові напруження ϕσ  зі 

стискувальних стають розтягувальними та зростає розбіжність між їх зна-
ченнями при врахуванні залежності термомеханічних характеристик від 
температури та без нього. 

На рис. 3 наведено графіки залежності безрозмірних радіальних ρσ  та 

колових ϕσ  напружень від часу Fo  для значень віддалі до джерела тепла 

2, 4ρ =  при 5,  Bi 1ζ = = . Радіальні ρσ  та колові ϕσ  напруження набува-

ють максимального значення поблизу зони нагрівання на початку перехід-
ного процесу, а далі зменшуються з часом. Для радіальних напружень ρσ  

розбіжність між значеннями напружень при врахуванні залежності термо-
механічних характеристик від температури та без нього збільшується при 
наближенні до лінії дії джерела. 
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На рис. 4 проілюстровано вплив рівня тепловіддачі з поверхні (теплооб-
мінних властивостей поверхні Bi 0.5=  і Bi 2= ) півпростору на розподіл 
радіальних і колових температурних напружень при значеннях осьової ко-
ординати 2ζ =  та безрозмірного часу Fo 2= . Проведені числові досліджен-
ня показали, що розбіжність між значеннями напружень при врахуванні 
залежності термомеханічних характеристик від температури та без нього 
зростає зі збільшенням тепловіддачі з поверхні півпростору. При зменшенні 
тепловіддачі з поверхні напруження зростають. 

  
 Рис. 3  Рис. 4  

Обчислені перші три члени отриманих в результаті застосування мето-
ду збурень до задачі для термочутливого півпростору рядів показали добру 
їх збіжність, оскільки перші два члени дають більше ніж 95% сумарних ве-
личин переміщень і напружень. 

Висновки. З урахуванням температурної залежності механічних ха-
рактеристик матеріалу осесиметричну задачу термопружності методом 
збурень зведено до послідовності крайових задач для рівнянь з постійними 
коефіцієнтами. Вони, в свою чергу, зведені до послідовності крайових задач 
стосовно рівнянь Пуассона для визначення введених термопружних потен-
ціалів. Співвідношення для визначення напружено-деформованого стану 
термочутливого півпростору у кожному з наближень методу збурень побу-
довано у вигляді сум за кратними інтегралами ймовірностей. Отримано ре-
курентні вирази для розрахунку будь-якого з наближень методу збурень. 

Знайдені розв’язки дозволяють проводити аналіз неусталених темпе-
ратурних напружень. Проведений аналіз отриманих числових результатів 
показав, що порівняно незначна розбіжність (для розглянутого матеріалу не 
перевищувала 5%) між значеннями температур у термочутливому і нетер-
мочутливому сталевому півпросторі приводить до значних розбіжностей 
між відповідними значеннями напружень. Цей факт підтверджує важли-
вість врахування температурної залежності характеристик матеріалу при 
визначенні термопружного стану елементів конструкцій за умов високотем-
пературного нагрівання. 
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МЕТОДИКА РАСЧЕТА НЕУСТАНОВИВШИХСЯ ТЕМПЕРАТУРНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ В 
ТЕРМОЧУВСТВИТЕЛЬНОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ  
 
На основе модели термочувствительного тела предложена аналитически-числен-
ная методика построения решения осесимметричной квазистатической задачи 
термоупругости для полупространства, которое нагревается мгновенным линей-
ным источником тепла и обменивается теплом с окружающей средой через огра-
ничивающую поверхность путем конвективного теплообмена. С помощью метода 
возмущений задача сведена к решению последовательности задач для уравнений 
Пуассона, решения которых с использованием рядов по кратным интегралам ве-
роятностей построены в виде быстросходящихся рядов для каждого из прибли-
жений. 
 
CALCULATION PROCEDURE FOR NONSTATIONARY TEMPERATURE STRESSES 
IN THERMOSENSITIVE HALF-SPACE 
 
Basing on the model of thermosensitive body the analytic-numerical procedure to con-
struct a solution of the axissymmetric quasi-static thermoelasticity problem for a half-
space heated by instantaneous linear heat source and convective heat exchange via 
bounding surface with the surroundings is proposed. Using the perturbation method this 
problem is reduced to solving the sequence boundary-value problems for Poisson's equ-
ations. Their solutions are constructed in a fast-convergent series form by the multiple 
probability integrals.  
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