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УДК 539.370 
 
М. Ю. Швайко  
 
ПРО МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ТЕОРІЇ 
ПЛАСТИЧНОСТІ, ЗAСНОВАНОЇ НА КОНЦЕПЦІЇ КОВЗАННЯ 
 

Запропоновано модифікацію методів розв’язування системи інтегральних 
рівнянь [3, 5], що описують розвиток плоскопластичної деформації при 
простому і складному процесах навантаження. Характерною особливістю 
цих рівнянь є те, що шукані функції входять як під знак інтеграла, так і в 
межі інтегрування. Записано аналітичні розв’язки при монотонній деформа-
ції і в малому околі точки зламу траєкторії навантаження. Для довільних 
кусково-гладких траєкторій задачу зведено до задачі Коші для диференці-
ального рівняння першого порядку з відомими початковими умовами. Одер-
жані результати порівняно з одержаними в [5, 6] значно спрощують побу-
дову визначальних рівнянь зв’язку mn mnσ ε&& ∼  і їх застосування у прикладних 

задачах теорії пластичності. 
 

1. Вихідні положення. Математична постановка задачі. Задача побу-
дови рівнянь зв’язку mn mnσ ε&& ∼  диференціально-нелінійного варіанта теорії 

пластичності [3, 5], заснованої на концепції ковзання [7], за умови плоско-
пластичної деформації зводиться до визначення швидкості інтенсивності 
зсуву ( , )t t′ϕ θ  і меж напрямків зсуву 1 2( ) ( ),  t t− α α  із системи інтегральних 
рівнянь 
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Тут 0t  – початковий, t  – довільний моменти пластичного деформування і 

за параметр часу вибираємо довжину ду-

ги траєкторії навантаження; ( ), ,p
i kR ∗ε λ ω =[ ]  

( ) , ( )p
i k F∗= Π ε λ ω[ ]  – універсальна функція 

матеріалу, яка подається у вигляді добут-
ку функцій пластичності Π  і зміцнення 

F ; ( )p
iε  – інтенсивність пластичної дефор-

мації, k
∗λ  – її екстремальні значення, що 

відповідають зміні знака швидкості ( )p
iε&  

або максимальному значенню ( )p
iε  за всю 

історію навантаження; 0ω = θ − θ  – кут 

між напрямком пластичного зсуву ( )θn  і довільним напрямком 0( )θm  у 

площині деформації; 
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Рис.1 
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Використані геометричні параметри траєкторії навантаження OABC  

зображено на рис. 1. При відомих ( , )t t′ϕ θ , 1,2( )tα  компоненти вектора ( )p&  

швидкості плоскопластичної деформації визначаються формулами [5, 6] 
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У роботах [5, 6] запропоновано аналітичні та числові методи розв’язу-
вання рівнянь (1) і (2). Вони ефективні для регулярних функцій зміцнення 
( (0) 0)F′ = , а також сингулярних ( (0) 0)F′ ≠ , але тільки за умови монотон-

ності деформації 1,2( ( ) 0)tα ≥& . При порушенні цих умов методи стають гро-

міздкими, що ускладнює їх реалізацію і побудову визначальних рівнянь 
зв’язку mn mnσ ε&& ∼  за довільних процесів складного навантаження. Пропо-

нуємо простіший підхід до розв’язування поставленої задачі. Його сутність 
викладемо на прикладі сингулярної функції зміцнення 

 ( ) ln ( ctg ),             0, 2F Cω = ⋅ ω ω ∈ π/[ ] . (5) 

Метод залишається в силі і для інших сингулярних, а також регулярних 
функцій ( )F ω . Спочатку розглянемо допоміжне інтегральне рівняння 

 
( )

0 0 1 0 2 0
( )

ln ctg , ( ) ( ) sin2 ( )cos2
t

t

t d q t q t q t
α

− α

η − η ⋅ η η = + η + η∫ [ ] , (6) 

у якому 0 ( ), ( )t tη ∈ − α α[ ] , і змінну t  розглядаємо поки що як сталий пара-

метр. На основі [2, 4] розв’язок рівняння (6) подамо так: 

 0 0 1 1 2 2, ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )t q t t q t t q t tψ η = ψ η + ψ η + ψ η[ ] . (7) 

Тут 

 0
4 1( , )

(cos 2 ) 2 cos 4 2 cos 4
tψ η =

π α η − αK
, 

 1
2 1( , ) sin 4

2cos 4 2 cos 4
tψ η = η

π η − α
, 

 2
2

(cos 2 )1 4( , ) 2 cos 4 2 cos 4 sin 2
(cos 2 )

t
α ψ η = η − α + − α × π π α 

E
K

 

 1
2 cos 4 2cos 4

×
η − α

 (8) 

і ( ),  ( )x xK E  – повні еліптичні інтеграли першого і другого роду відповідно. 
Якщо в (6) покласти 

 2 0 1 0        cos 2( ) 2 sin 2( 2 ) 2q q= ϑ − χ + Φ = ϑ − χ − Φ,/ /[ ] [ ] , 
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    2 1 2 12 ,     2 , , , ( , )p

i k tt t∗ ′α = α + α χ = α − α ψ η = Π ε λ ϕ η + χ[ ] [ ] , (9) 

і перейти до змінних θ = η + χ , 0 0θ = η + χ , то для функції ( )F ω , заданої 

рівністю (5), одержимо вихідне рівняння (1). На підставі цієї аналогії для 
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швидкості інтенсивності зсуву ( , )t t′ϕ θ  можемо записати 
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Якщо рівність для ( , )t t′ϕ θ  з (10) підставити в (4) і обчислити інтеграли, то 
для компонент вектора швидкості плоскопластичної деформації одержимо 
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1 11 0 0cos 2( ) cos 2( )p BΠΓ = ϑ − χ + Φ χ + Φ −& [ ]  
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У локальній системі координат qBS Sν  (рис. 1) з початком у поточній 

точці B  траєкторії навантаження, повернутій проти годинникової стрілки 
відносно 1 3OS S  на кут 02( )χ + Φ , формули (11) перепишуться так: 

 ( ) ( )
11 12( ) ,           ( )p p

q qB S B Sν νΠΓ = α ΠΓ = α& && & . (13) 

Зауважимо, що наведені визначальні рівняння (11)–(13) мають місце 
для довільних процесів плоскопластичної деформації. Вони інваріантні від-
носно перетворень обертання і дзеркального відображення траєкторії на-
вантаження у просторі девіатора напружень, тобто задовольняють постулат 
ізотропії Ільюшина. 

Функції  

2 1 2 12 ( ) ( ) ( ),       2 ( ) ( ) ( )t t t t t tα = α + α χ = α − α ,  

що входять у формули (11)–(13), залишаються поки що невизначеними. 
Спосіб їх побудови базується на рівнянні (2) й істотним чином залежить від 
параметрів внутрішньої геометрії траєкторії навантаження. Доцільно виді-
лити і розглянути окремо характерні типи процесів навантаження, коли 
розв’язки поставленої задачі суттєво відрізняються між собою та існують у 
різних класах функцій. 

2. Монотонна деформація. При монотонній деформації 1,2( )tα  є не-

спадними функціями часу, тобто процес деформування здійснюється без 
часткового або повного гальмування систем ковзання [5, 6]. За цієї умови у 
подвійному інтегралі рівняння (2) можна зробити перестановку порядку ін-
тегрування і записати його так: 
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а ( )t∗ ∗θ  – момент часу, з якого в заданому напрямку ( )∗θn  започаткову-

ються перші ковзання. При 1,2 ( )t∗ ∗θ = α∓  із (15) випливає, що 

 1,2 ( ), 0t∗ ∗Ψ α θ =[ ]∓ . (16) 

Таким чином, задачу про визначення меж напрямків зсуву 1,2 ( )tα∓  за 

монотонної деформації зведено до розв’язування рівняння (14) з урахуван-
ням умови (16). Рівняння (14) співпадає з раніше розглянутим рівнянням 
(6), якщо в ньому покласти 
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З урахуванням вказаної аналогії розв’язок системи (14), (16) існує, коли 
 1,2 ( ) ( ) ( )t t tα = α Φ∓ , 

 2 22(cos 2 ) (cos 2 ) sin 2 (sin 2 ) (sin 2 ) cos 2 ln Cα − α α − α − α α =
π

E K E K[ ]  

 2 /s S= τ , (18) 
і записується так: 

 , cos 4( ) cos 4StΨ θ = θ − Φ − α
π

[ ] . (19) 

Формули (18) дають розв’язок задачі про визначення функцій 1,2( )tα  

за монотонної деформації. При цьому компоненти вектора швидкості 
плоскопластичної деформації також визначаються формулами (11)–(13), 
але в цьому разі 0 12( ) 2 ( )tχ + Φ ≡ Φ  і напрямок осі BSν  локальної системи 

координат qBS Sν  (рис. 1) співпадає з напрямком вектора навантаження 

( )tS . Умову монотонності 1,2 ( ) 0tα ≥&  з урахуванням формул (3) і (18) можна 

подати ще так: 
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s
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⋅ π α + α αK K[ ]
, (20) 

де β  – кут між напрямками векторів S  і S& . Отже, монотонна деформація 
має місце, коли в кожній точці траєкторії навантаження за межами пруж-
ності кут β  не перевершує свого максимального значення 0 .β  Якщо 2α →  

0→  (початок пластичної деформації), то 0 2β → π/ , тобто залежно від ве-

личини відношення sS τ/  кут 0β  може змінюватися у досить широких ме-

жах 0(0 2)< β < π/ . 

3. Задача про кутову точку траєкторії навантаження. Нехай елемент 
тіла зазнав навантаження, яке характеризується деякою траєкторією OAB  
(рис. 1). Із точки B  надамо елементу тіла довільне мале довантаження d =S  

dt= S&  і визначимо приріст вектора пластичної деформації ( ) ( )p pd dt= &  , 

тобто розглянемо задачу про побудову визначальних рівнянь mn mnd dσ ε∼  

у малому околі кутової точки траєкторії навантаження. Вони дають можли-
вість ставити й розв’язувати задачі про стійкість елементів конструкцій за 
межами пружності. Поки що процес деформування і зміну функцій ( , )t t′ϕ θ , 
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1,2( )tα  до кутової точки  ( 0)BB t t= −  будемо вважати відомими. Зокрема, 

за умови монотонності цей процес розглянуто у п. 2. 
Залежно від геометрії траєкторії навантаження до кутової точки і на-

прямку вектора довантаження dS  доцільно виділити і розглянути три ок-
ремі випадки. У першому будемо вважати, що довантаження dS  зумовлює 
розширення меж напрямків ковзання. Оскільки нові ковзання не відбува-
ються без додаткових зусиль і нескінченно малі прирости напружень при-
зводять до нескінченно малого розширення меж напрямків ковзання, то при 
переході через кутову точку B  траєкторії навантаження функції 1 2( ), ( )t tα α  

змінюються неперервно і їх граничні значення 1,2 ( 0)Btα −  і 1,2 ( 0)Btα +  

співпадають. При відомих 1,2 1,2( 0) ( 0)B Bt tα + = α −  компоненти приросту 

плоскопластичної деформації у малому околі точки зламу траєкторії визна-
чаються за формулами (11)–(13) за умов 2 12 ( 0) ( 0)B Bt tα = α − + α − , 2χ =  

2 1( 0) ( 0)B Bt t= α − − α − . Тривіальним до розглянутого вище є випадок, коли 
процес навантаження по траєкторіях з кутовими точками здійснюється без 
порушення умов монотонності (20). При цьому в (11) потрібно покласти 

0 12( ) 2 ( )tχ + Φ ≡ Φ  і функції 1,2( )tα  визначити за формулами (18). 

Розглянемо тепер другий можливий випадок, коли значення 1,2( 0)Btα −  

і 1,2 ( 0)Btα +  не співпадають, тобто, коли приріст d dt=S S&  зумовлює част-

кове гальмування систем ковзання. Без обмеження загальності будемо вва-

жати, що в процесі довантаження dS  виконується умова 1( ) 0tΦ >& , тобто 
поворот вектора навантаження ( )tS  здійснюється проти годинникової 
стрілки і при переході через кутову точку траєкторії навантаження від’єм-
ний приріст стрибкоподібно одер-
жує функція 1( )tα : 1( 0)Btα + <  

1( 0)Bt< α − . Друга межа 2 ( )tα  мно-
жини напрямків ковзання зміню-
ється неперервно і її граничні зна-
чення 2( 0)Btα ±  співпадають. Та-
ким чином, у другому випадку за-

дача встановлення зв’язку ( )pd ∼  
dS∼  у малому околі кутової точки 

траєкторії навантаження звелася 
до визначення величини 1( 0)Btα + . Для цього можна використати доведену 
в роботах [5, 6] умову 
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t t t t tθ=− α

′ϕ θ = ≥ + α < α − . (21) 

Відповідно до неї на рис. 2 показано якісну картину зміни інтенсивності 
зсуву ( , )tϕ θ  і меж напрямків зсуву 1 2( ),  ( )t t− α α  в малому околі точки зла-

му траєкторії навантаження. Лінія 1 відповідає моменту часу 0Bt t= − , а 

лінія 2 – значенню 0Bt t≥ + . На межі 1( )tθ = − α  змикання графіків функ-

цій ( , 0)Btϕ θ −  і ( , ),   0Bt t tϕ θ ≥ + , здійснюється плавно, як показано на 
рис. 2, і аналітично визначено умовою (21). З урахуванням формул (9) і (10) 
зазначена умова дає 
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Рис. 2 
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або в іншій формі 
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m n
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, (23) 
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E
K

, 

 2     
(sin 2 ) (sin 2 )4 2 ln ,   

(cos 2 )
p C

α − α= χ = α − α
π α

E K
K

. (24) 

За умови (22) функція інтенсивності ковзання ( , )t t′ϕ θ , означена рівніс-
тю (10), визначається формулами 

 
( )

,
( , )

,
t p

i k

t
t

∗

ψ θ − χ′ϕ θ =
Π ε λ

[ ]

[ ]
, 

 0
2, cos 2( ) 2 cos 4 2 cos 4
2

tψ η = ϑ − χ + Φ η − α +[ ] [ ]  

 0
sin 4 sin 42 sin 2( )

2 cos 4 2 cos 4

η + α
+ ϑ − χ + Φ

π η − α
[ ] . (25) 

При цьому для компонент вектора швидкості плоскопластичної деформації 
на основі (4) одержуємо 

 ( )
1 11 0 12 0cos 2( ) sin 2( )p B B∗ ∗ΠΓ = χ + Φ − χ + Φ& , 

 ( )
3 11 0 12 0sin 2( ) cos 2( )p B B∗ ∗ΠΓ = χ + Φ + χ + Φ& , (26) 

або в локальній системі координат qBS Sν : 

 ( ) ( )
11 12,          p p

q qB S B S∗ ∗
ν νΠΓ = ΠΓ =& && & . (27) 

Тут 

 2 2
11 12

1sin 2 cos ,            sin 2 sin
8 4

B B∗ ∗π= α β = α β , (28) 

і 02( )β = ϑ − χ + Φ  – кут між віссю Sν  і вектором S&  дотичної до траєкторії 

навантаження (рис. 1). 
Щоб одержати результат у малому околі кутової точки B  траєкторії 

навантаження, у формулах (22)–(28) необхідно покласти 

 2 12 2 ( 0) ( 0)B Bt t+α = α ≡ α + + α + , 

 2 12 2 ( 0) ( 0)B Bt t+χ = χ ≡ α + − α + , 

 0( 0),             2( )Bt
+ ∗ + +ϑ = ϑ ≡ ϑ + β = β ≡ ϑ − χ + Φ . (29) 

Граничне значення кута 

 0 0( 0) 2 ( 0)B Bt t∗β = β ≡ ϑ + − χ + + Φ[ ] , (30) 

при якому довантаження dS  із кутової точки траєкторії не приводить до 
часткового гальмування систем ковзання, можна одержати із рівняння (22) 

при 2 12 2 ( 0) ( 0) ( 0)B B Bt t tα = α ± ≡ α − + α − . Величина кута 0
∗β  визначає ме-

жу між двома розглянутими вище випадками можливої ситуації в малому 
околі точки зламу траєкторії, якщо до цієї точки процеси навантаження 
співпадали. 
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У третьому можливому випадку, коли внаслідок довантаження dS  із 
точки зламу траєкторії межа 1( 0)Bt− α +  змикається з межею 2( 0)Btα − , 
тобто, коли має місце повне гальмування систем ковзання, відбувається 

розвантаження за пружним законом ( )( 0)pd = . Відповідне значення ку-

та ∗
∗β = β  одержимо, якщо в рівнянні (22) перейдемо до границі 2 +α ≡  

2 1( 0) ( 0) 0B Bt t≡ α + + α − → . У результаті маємо 

 22 ( 0)
2 Bt

∗
∗

πβ = + α − . (31) 

Наведеним вище для малого околу кутової точки результатам, одержа-

ним за умови ( ) 0tΦ >&  і доповненим для ( ) 0tΦ <& , з використанням постулату 
ізотропії Ільюшина можна надати таку геометричну інтерпретацію (рис. 3). 
Якщо вектор довантаження dS  знахо-
диться в симетричному відносно осі BSν  

круговому конусі І з кутом при вершині 

02 ∗β , то пластичне деформування у про-

цесі довантаження dS  здійснюється без 
часткового гальмування систем ковзан-
ня, тобто 1,2 1,2( 0) ( 0)B Bt tα + = α − . У цьо-

му разі зв’язок між приростами напру-
жень mndσ  і деформації mndε  не зале-

жить від напрямку (кут )β  вектора до-

вантаження dS  і, отже, є диференціаль-
но-лінійним. Конус ІІ відповідає повному 
гальмуванню систем ковзання і процес 
деформування здійснюється за пружним 

законом ( )( 0)pd = . Множина напрямків dS  в області між конусами І і ІІ, 

для якої 0( , )∗ ∗
∗β ∈ β β  і 1,2 1,2( 0) ( 0)B Bt tα + ≠ α − , супроводжується частковим 

гальмуванням систем ковзання, зв’язок mn mnd dσ ε∼  істотним чином зале-

жить від напрямку довантаження dS  і, отже, є диференціально-нелінійним. 

4. Кусково-гладкі траєкторії навантаження. Повернемося до рис. 1 і 
розглянемо дволанкову траєкторію навантаження OABC  з кутовою точкою 
A . Нехай до точки A  має місце описана вище монотонна деформація 

1,2( ) 0,  0At t tα ≥ < −&( ) , а після зламу – немонотонна, яка супроводжується 

частковим гальмуванням систем ковзання. Якщо гальмування здійснюється 
з боку межі 1( )t− α , то при переході через кутову точку траєкторії OABC  

(рис. 1) функція 1( )tα  терпить розрив першого роду і на цій межі відпо-

відно до (2) виконується умова (22). Вона має місце, коли 1( 0)Atα + <  

1 1( 0),  ( ) 0,  0A At t t t< α − α < ≥ +& , і є одним із рівнянь для визначення меж 

напрямків зсуву 1,2 ( )tα∓  при немонотонній деформації [5, 6]. Щоб одержа-

ти друге рівняння, розглянемо на цей раз співвідношення (2) в околі межі 

2 ( )tθ = α  і запишемо його так: 

 
2

1

( )

0 0 0
( )

, , ln ctg ( , )

A

t

m m A
t

R t R t C d d
α ξ

−α ξ

θ ≡ θ + ⋅ θ − θ ψ θ ξ θ ξ =∫ ∫[ ] [ ] ( )  

 0 0 1 2
2 ( ) cos 2 ( ) ,       ( ), ( )
2

S t t t t= θ − Φ θ ∈ − α α[ ] [ ] . (32) 

Рис. 3 
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Тут функція опору зсуву 0 ,m AR tθ[ ]  для 0 2 ( )Atθ ≥ α  визначається 

формулою [6] 

 2
0 0

2, ( ) cos 2 (1 ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
2m A AR t S t k k k k kθ = η − − − γ + − γ[ ] K K E E[ ]{ } , 

 0 ( 0), ( 0)
2A At tπ η ∈ α − − α −  , (33) 

де 

 0 0 2 1( ),            2 ( 0) ( 0) ( 0)A A A At t t tη = θ − Φ α − = α − + α − , 

 0cos 2 ( 0),          arc sin cos 2 cos 2( 0)A Ak t= α − γ = η α −/[ ] . 

Розглянемо рівність (32) для моментів часу 0k At t t= > +  і k kt t t= + ∆  

при 0 2 ( )ktθ = α  та 0 2 ( )k kt tθ = α + ∆  відповідно: 

 
2

1

( )

2 2
( )

( ), ln ctg ( ) ( , )
k

A

t

m k A
t

R t t C t d d
α ξ

−α ξ

α + ⋅ α − θ ψ θ ξ θ ξ =∫ ∫[ ] ( )  

 2
2 ( ) cos 2 ( ) ( )
2

S t t t= α − Φ[ ] , (34) 

 2( ),m k k AR t t tα + ∆ +[ ]  

 
2

1

( )

2
( )

ln ctg ( ) ( , )
k k

A

t t

k k
t

C t t d d
+ ∆ α ξ

−α ξ

+ ⋅ α + ∆ − θ ψ θ ξ θ ξ =∫ ∫ ( )  

 2
2 ( ) cos 2 ( ) ( )
2 k k kS t t t t t= α + ∆ − Φ + ∆[ ] . (35) 

Подвійний інтеграл в (35) розіб’ємо на суму двох за границями інтегруван-
ня ,A kt t[ ]  і ,k k kt t t+ ∆[ ]  і розглянемо різницю 

 2 2( ),  ( ),m m k k k k m k kR R t t t t R t t∆ = α + ∆ + ∆ − α[ ] [ ] . 

З точністю до малих величин ( ) ( )
2,  ,  k k

kt∆ ∆α ∆α  першого порядку маємо 

 ( )
2 2 2( ) ( ) k

k k kt t tα + ∆ ≈ α + ∆α , 

 ( )( ) ( ) k
k k kt t tα + ∆ ≈ α + ∆α , 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2,          ,          0k k k k

k k Bt t t t∆α = α ∆ ∆α = α ∆ ≥ +& & . 

Якщо тепер різницю mR∆  розвинути в ряд за малими ( ) ( )
2,  ,  k k

kt∆ ∆α ∆α , то 

із вказаною точністю одержимо 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 2 2 3 2,k k k k k k

kP P P tα ∆α + α α ∆α = α ∆( ) ( ) ( ) . (36) 

Тут позначено 

 ( ) ( )
1 ( ) 2 sin 2 cos 4 cos 4k k

A AP S t  = α + α − α  
, 

 ( ) ( )
2 1 2 3 42 cos 2 sin 2k kP = − π α − α + −I I I I[ ], 

 ( )
3 2 0

2 cos 2
2

kP = ϑ − α + Φ[ ] , (37) 
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 1 2 0sin ( ) 2 ( ) ( )
k

A

t

t

d= ϑ ξ − α ξ − α ξ + Φ ξ∫I { }[ ] , 

 2 2 0cos ( ) 2 ( ) ( )
k

A

t

t

d= ϑ ξ − α ξ − α ξ + Φ ξ∫I { }[ ] , 

 ( )
3 2 0

1 cos ( ) 2 ( ) ( ) cos 4 ( ) cos 4
2

k

A

t
k

t

d= ϑ ξ − α ξ − α ξ + Φ α ξ − α ξ∫I { }[ ] , 

 
( )

4 2 0 ( )

sin 4 sin 4 ( )
2 sin ( ) 2 ( ) ( )

cos 4 ( ) cos 4

k

A

t k

k
t

d
α + α ξ= ϑ ξ − α ξ − α ξ + Φ ξ
α ξ − α

∫I { }[ ] , 

 ( ) ( )
2 2( 0),     ( ),     ( ),     0k k

A A k k k At t t t tα = α − α = α α = α ≥ + . (38) 

Система рівнянь (23), (36) разом з початковими умовами (29) у вигляді 
0
1 1( 0),Atα = α +  0

2 2( 0)Atα = α + , які одержуємо в результаті розв’язування 
задачі в малому околі кутової точки траєкторії навантаження, достатня для 
визначення меж напрямків зсуву 1( )t− α  і 2 ( )tα  у довільний момент часу 

0At t> +  немонотонної деформації. Спрямувавши 0t∆ → , рівняння (36) з 
урахуванням (23) можна записати в такій диференціальній формі: 

 3 2
2

1 2 2

2
( , ),            

( )
2( )

P P
Q Q

du
P P P

d

− ϑ
α = α α =

α+ −
α

&
& , (39) 

де 
2 2 2 2 2( ) arc cos ( )u mp n m n p m nα = + + − +/[ ]   

і 2 ( )tα  визначається формулою (23). Індекс ( )k  при величинах ( ) ( )
2 ,  k kα α , 

( ) ( )
2 ,  ,  ,  ,  ,  k k

k k k kt t∆α ∆α ϑ ϑ ∆&  пропущено. Отже, задачу про визначення меж 

напрямків зсуву ( )1,2 tα∓  при немонотонній деформації зведено до задачі 

Коші для диференціального рівняння (39) з початковими умовами (29) у 
вигляді 

 0 0
2 2( 0),    ( 0)A At tα = α + α = α + .  

Числову реалізацію її розв’язання розглянуто на прикладі дволанкової 
траєкторії навантаження OAB  з кутом 
зламу 55ϑ = ° і довжиною першої ланки 

1.2OA =  1 1 ( 2 )ss S= τ/( , 3 3 ( 2 )ss S= τ/ , 

A ABs s s= + )  (рис. 4). Лінія oab  – графік 

зміни функції 2 ( )tα , а крива 1 1oaa b  – гра-

фік функції 1( )tα , яка в точці A  зламу 
траєкторії навантаження терпить розрив 
першого роду. 

Зауважимо, що одержані вище для 
плоскопластичної деформації результати на основі постулату ізотропії 
Ільюшина [1] узагальнюються на довільні плоскі траєкторії навантаження, 
як завгодно розміщені в п’ятивимірному девіаторному просторі напружень. 
 
 
 

 
Рис. 4 
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О МЕТОДАХ РЕШЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ, 
БАЗИРУЮЩЕЙСЯ НА КОНЦЕПЦИИ СКОЛЬЖЕНИЯ 
 
Предложена модификация методов решения системы интегральных уравнений [3, 
5], описывающих развитие плоскопластической деформации при простом и слож-
ном процессах нагружения. Характерная особенность этих уравнений состоит в 
том, что искомые функции содержатся как под знаком интегралов, так и в 
пределах интегрирования. Построены аналитические решения при монотонной 
деформации и в малой окрестности точки излома траектории нагружения. Для 
произвольных кусочно-гладких траекторий задача сведена к задаче Коши для 
дифференциального уравнения первого порядка с известными начальными услови-
ями. Полученные результаты по сравнению с полученными в [5, 6] упрощают 
задачу построения определяющих уравнений связи mn mnσ ε&& ∼  и их использование 

в прикладных задачах теории пластичности. 
 
ON METHODS OF SOLUTION OF INTEGRAL EQUATIONS OF PLASTICITY 
THEORY, BASED ON SLIDING CONCEPT 
 
A modification of the methods for solving a system of integral equations [3, 5] is 
proposed. These equations describe the plane plastic deformation development process at 
simple and complex loading. The peculiarity of these equations consists in the presence 
of unknown functions both under the integral sign and in the integration limits. 
Analytical solutions are presented for monotone deformation and at an angular point of 
the loading trajectory. For an arbitrary piecewise-smooth trajectory the problem is 
reduced to the initial-value problem for a first-order differential equation with known 
initial conditions. The obtained results simplify the construction of constitutive 
equations mn mnσ ε&& ∼  and their application in the problems of plasticity theory in 

comparison with [5, 6]. 
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