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УДК 539.3 
 
Б. В. Процюк 
 
ФУНКЦІЇ ҐРІНА ТРИВИМІРНИХ СТАТИЧНИХ ЗАДАЧ ТЕРМОПРУЖНОСТІ 
ДЛЯ КУСКОВО-ОДНОРІДНОГО ПРОСТОРУ 
 

Побудовано у замкнутому вигляді функції ¥ріна задач термопружності для 
кусково-однорідного тіла, складеного із двох ідеально контактуючих півбез-
межних ізотропних тіл. При цьому використано узагальнені функції і функ-
ції ¥ріна задач для відповідних систем звичайних диференціальних рівнянь. 
Як граничні випадки отримано функції ¥ріна задач термопружності для 
півбезмежного тіла, коли його поверхня, яка теплоізольована або підтримує-
ться при нульовій температурі, вільна від навантажень чи жорстко защем-
лена. Наведено результати числових досліджень.  

 
Методи побудови функції ¥ріна задач термопружності для однорідних 

тіл наведено в [1, 4, 7]. Для кусково-однорідних тіл, складених із двох іде-
ально контактуючих півбезмежних ізотропних [6] і трансверсально-ізотроп-
них [5] тіл, коли точкове джерело тепла розміщене на осі аплікат, функції 
¥ріна будують у вигляді лінійної комбінації відомих гармонічних функцій. У 
[6] отримано вирази для визначення радіальних і кільцевих напружень на 
поверхні поділу. У роботі [5] для отримання остаточних виразів для напру-
жень необхідно розв’язати систему дванадцяти лінійних алгебраїчних рів-
нянь відносно коефіцієнтів, які входять в комбінації гармонічних функцій. 

У цій статті для побудови в замкнутому вигляді функцій ¥ріна триви-
мірних задач термопружності для двох ідеально контактуючих півбезмеж-
них ізотропних тіл використано узагальнені функції і функції ¥ріна від-
повідних задач для систем звичайних диференціальних рівнянь.  

Постановка задачі теплопровідності та термопружності. Розглянемо 
віднесений до декартової системи координат 1 2 3, ,x x x  кусково-однорідний 
простір, складений з двох вільних від силових навантажень ідеально кон-
тактуючих ізотропних півпросторів з поверхнею поділу 3 0x = . У точці 

0 0 0
0 1 2 3( , , )M x x x  першого півпростору ( 3 0x < ) зосереджене джерело тепла 

одиничної потужності. Визначимо статичні температурні напруження у та-
кому просторі. 

За вихідні, розглядаючи похідні як узагальнені, беремо рівняння тепло-
провідності 

 
2 2

3 3 1 2 32 2
3 31 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t
G G Gx x y y y

x xx x
∂ ∂ ∂ ∂   λ + + λ = − δ δ δ    ∂ ∂ ∂ ∂

, (1) 

співвідношення Дюгамеля – Неймана 

 3 , , 3 3( )( ) ( ) ( ) ,      , 1,2, 3ij i j j i ij ijx u u x x G i j∗σ = µ + + λ εδ − β δ = , (2) 

та рівняння [2] 

 
3

3 , 3 3 , ,3 3, 3 30
( ) ( ) ( ) ( ) ( )i jj i i i i q x
x u x x u u x

=−
µ + λ + µ ε + µ + + δ λ ε δ =%%[ ] [ ]  

 3 3 ,( ) ( )t ix x G∗= β α[ ] . (3) 

Тут і далі кусково-сталі функції 3( )t xλ , 3( )xλ , 3( )xµ , 3( )xν  і 3( )t xα , 
які мають вигляд 

 3 1 2 1 3( ) ( ) ( )p x p p p S x= + − , (4) 

у межах k -го півпростору співпадають з коефіцієнтами теплопровідності 
( )k
tλ , коефіцієнтами Ляме kλ , kµ , коефіцієнтами Пуассона kν  і темпера-
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турним коефіцієнтом лінійного розширення ( )k
tα  відповідно; 2 1µ = µ − µ% , 

2 1λ = λ − λ% ; ,i iuε = ; 0
i i iy x x= − ; 3 3 3 3( ) 3 ( ) 2 ( ) ( )tx x x x∗β = λ + µ α[ ] ; ( )xδ  − 

дельта-функція Дірака; ijδ  – символ Кронекера.  

При цьому температура і напруження повинні задовольняти на без-
межності умови регулярності. 

Побудова розв’язку задачі теплопровідності. Використавши подання 
дельта-функції через інтеграли Фур’є 

  1 2 1 1 2 2 1 22
0 0

1( ) ( ) cos cosy y y y d d
∞ ∞

δ δ = η η η η
π ∫ ∫ , (5) 

розв’язок задачі для рівняння (1) шукатимемо у вигляді 

 1 1 2 2 1 22
0 0

1 cos cosG G y y d d
∞ ∞

= η η η η
π ∫ ∫ . (6) 

Внаслідок підстановки подань (5), (6) у рівняння (1), диференціювання 
добутку двох кусково-неперервних функцій за правилом 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x′ ′ ′ϕ ψ = ϕ ψ + ϕ ψ[ ] , 

та використання операції некомутативного, але асоціативного множення 

 ( ) ( ) ( 0) ( ),      ( ) ( ) ( 0) ( )f x x a f a x a x a f x f a x aδ − = + δ − δ − = − δ − ,  

одержимо 

 
3

(2) (1)2
2

3 32 (2)
3 303

1( ) ( )
( )

t t

txt

d G dGG x y
dx xdx =−

λ − λ
− β + δ = − δ

λλ
, (7) 

 2 2 2
1 2β = η + η . 

Розв’язок задачі для рівняння (7) подамо [3] у вигляді 

 1 2 1 3( ) ( )G G G G S x= + − , 
де 

 30 1
1 3 3 2(1) (1)

1 ( , , ) ,         
2

yx

t t

G x x e G e− β+ β= Ω β − =
λ β λ β

[ ] æ
æ , (8) 

 
0 0
3 3 3 3( ) ( )0 0 0

3 3 3 3 3 3( , , ) ( ) ( )x x x xx x e S x x e S x x− β − − β −±Ω β = − ± − , 

 
(2)

0
1 3 3(1)

1 1,     ,     ,     
1 1

t

t

k
k x x x

k k
λ

λ
λ λ

− λ
= = = = +

+ + λ
æ æ . 

Обчисливши у (6) інтеграли з урахуванням знайдених виразів для 1G , 

2G , знайдемо, що у співвідношенні для G  

 1
1 2(1) (1)

1 2 1

1 1 ,         
4 2t t

G G
R R R

 = − = 
 πλ πλ

ææ , (9) 

де 2 2 2
1 1 2 3R y y y= + + , 2 2 2

2 1 2R y y x= + + . 

Побудова розв’язку задачі термопружності. Розв’язок задачі для сис-
теми рівнянь (3) шукатимемо у вигляді 

 t
i i iu U U= + . (10) 

Тут iU  – загальний розв’язок системи рівнянь 

 3 , 3 3 ,( ) ( ) ( )i ij jx U x xµ + λ + µ ε +[ ]  

 
3

,3 3, 3 30
( ) ( )i i i tix
U U x X

=−
+ µ + + δ λε δ =%%[ ] , (11) 
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а ,
t
i iU = Ψ , де Ψ  – термопружний потенціал переміщень, який є частковим 

розв’язком рівняння 

 2
3( )x G∇ Ψ = γ . (12)  

У рівняннях (11), (12) позначено 

 
3 3

, 3 3 3 ,11 ,22 30 0
2 ( ),   1,2,    2 ( ) ( )ti i tx x

X x i X x
=− =−

= − µΨ δ = = µ Ψ + Ψ δ% % , 

  1
, 3 3 3 3,        ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )i i te U x x x x −= γ = α + ν − ν[ ][ ] . 

Співвідношення (2) через допоміжні функції iU , Ψ  запишемо так: 

 ,         , 1,2,3t
ij ij ij i j∗σ = σ + σ = ,  (13) 

де 

 2
3 , , 3 3( )( ) ( ) ,     2 ( )( , )t

ij i j j i ij ij ij ijx U U x e x∗σ = µ + + λ δ σ = µ Ψ − δ ∇ Ψ .  (14) 

Розв’язки рівнянь (11), (12) відповідності до (6) шукаємо у вигляді 

 1 1 1 1 2 2 1 22
0 0

1 sin cosU U y y d d
∞ ∞

= η η η η
π ∫ ∫ , 

 2 2 1 1 2 2 1 22
0 0

1 cos sinU U y y d d
∞ ∞

= − η η η η
π ∫ ∫ , 

 3 3 1 1 2 2 1 22
0 0

1 cos cosU U y y d d
∞ ∞

= η η η η
π ∫ ∫ ,  (15) 

  1 1 2 2 1 22
0 0

1 cos cosy y d d
∞ ∞

Ψ = Ψ η η η η
π ∫ ∫ .  (16) 

На основі співвідношень (15) напруження ij
∗σ  визначатимуться за фор-

мулами 

 1 1 2 2 1 22
0 0

1 cos cos ,          1,2,3ii ii y y d d i
∞ ∞

∗ ∗σ = σ η η η η =
π ∫ ∫ , 

 12 12 1 1 2 2 1 22
0 0

1 sin siny y d d
∞ ∞

∗ ∗σ = σ η η η η
π ∫ ∫ , 

 13 13 1 1 2 2 1 22
0 0

1 sin cosy y d d
∞ ∞

∗ ∗σ = σ η η η η
π ∫ ∫ , 

 23 23 1 1 2 2 1 22
0 0

1 cos siny y d d
∞ ∞

∗ ∗σ = σ η η η η
π ∫ ∫ ,  (17) 

а переміщення і напруження на основі (16), тобто ті, які відповідають тер-
мопружному потенціалу, – за такими: 

 1 1 1 1 2 2 1 22
0 0

1 sin costU y y d d
∞ ∞

= − η Ψ η η η η
π ∫ ∫ , 

 2 2 1 1 2 2 1 22
0 0

1 cos sintU y y d d
∞ ∞

= − η Ψ η η η η
π ∫ ∫ , 

 '
3 1 1 2 2 1 22

0 0

1 cos costU y y d d
∞ ∞

= Ψ η η η η
π ∫ ∫ ,  (18) 

 2
3 1 1 2 2 1 2 32

0 0

12 ( ) cos cos ( ) ,   1,2t
ii ix y y d d x G i

∞ ∞ 
σ = − µ η Ψ η η η η + γ = π 

∫ ∫ , 
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 3
12 1 2 1 1 2 2 1 22

0 0

2 ( )
sin sint x

y y d d
∞ ∞µ

σ = η η Ψ η η η η
π ∫ ∫ , 

 3
13 1 1 1 2 2 1 22

0 0

2 ( )
sin cost x

y y d d
∞ ∞µ ′σ = − η Ψ η η η η

π ∫ ∫ , 

 3
23 2 1 1 2 2 1 22

0 0

2 ( )
cos sint x

y y d d
∞ ∞µ ′σ = − η Ψ η η η η

π ∫ ∫ , 

 23
33 1 1 2 2 1 22

0 0

2 ( )
cos cost x

y y d d
∞ ∞µ

σ = β Ψ η η η η
π ∫ ∫ .  (19) 

Тут позначено 

 11 3 1 1 3 22 3 2 2 32 ( ) ( ) ,        2 ( ) ( )x U x e x U x e∗ ∗σ = µ η + λ σ = − µ η + λ , 

 33 3 3 3 3 1 1 2 2 32 ( ) ( ) ,         x U x e e U U U∗ ′ ′σ = µ + λ = η − η + , 

 12 3 1 3 2 1 13 3 1 1 3( )( ),         ( )( )x U U x U U∗ ∗ ′σ = µ η − η σ = µ − η , 

  23 3 2 2 3( )( )x U U∗ ′σ = − µ + η ,  (20) 

1U , 2U , 3U , Ψ  – невідомі функції; штрихом позначено похідну за аргу-

ментом 3x . 
Підставивши (6), (16) у (12), а (15), (16) – у (11) для визначення відпо-

відно функцій Ψ  і iU  отримаємо звичайне диференціальне рівняння 

 
2

2
32

3

( )d x G
dx

Ψ − β Ψ = γ   (21) 

і систему звичайних диференціальних рівнянь 

 2
1 2 3 3 3 3( , , ) ( )( ) ( 1) ( ) ( )i

i i i iD U U U x U U x x e′′≡ µ − β + − η λ + µ +[ ]  

 
3

,3 3 30
( 1) ( )i

i i x
U U x

=−
+ µ + − η δ =% [ ]  

 
3

1
30

2 ( 1) ( ),       1,2i
i x

x i+
=−

′= η − µΨ δ =% , 

 2
3 1 2 3 3 3 3 3 3 ,3( , , ) ( )( ) ( ) ( )D U U U x U U x x e′′≡ µ − β + λ + µ +[ ]  
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2
3,3 3 300

2 ( ) ( ) 2 ( )
xx

U e x x
=−=−

+ µ + λ δ = − β µΨ δ%% % .  (22) 

Частковий розв’язок рівняння (21) знаходимо у вигляді 

 3
1 2

1 ( ) ( , , )
2

xG e d
∞

− β −ζ

−∞

Ψ = − γ ζ η η ζ ζ
β ∫ .  (23)  

Враховуючи (8), з (23) після перетворень отримаємо 

1 2 1 3( ) ( )S xΨ = Ψ + Ψ − Ψ ,  
де 

 0 01
1 3 3 3 3(1) 3
( , , ) ( , , )

4 t

x x x x+γ
Ψ β = − Ω β −

λ β
{  

 0
3 3 3 3 1( , , ) ( ) xy x x x k k e− β

γ λ− β Ω β + β + −æ æ[ ] } , 

 30 01
2 3 3 1 3 3 1(1) 3
( , , ) 2 (1 )

4
y

t

x x k x x k e− β
γ γ

γ
Ψ β = − β − β − +

λ β
æ æ[ ] .  (24) 
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Продиференціювавши рівності (24) за 3x , матимемо 

 30 01
1 3 3 3 3 3 3 1(1) 2
( , , ) ( , , ) ( 1)

4
y

t

x x y x x x k eβ+
γ

γ′Ψ β = β Ω β − β + −
λ β

[ ]{ }æ æ , 

 30 01
2 3 3 1 3 3 1(1) 3
( , , ) 2 ( 1)

4
y

t

x x k x x k e− β
γ γ

γ′Ψ β = − β − β − −
λ β

[ ]æ æ .  (25) 

Розв’язок задачі для системи диференціальних рівнянь (22), викорис-
товуючи метод функцій ¥ріна, запишемо так: 

 0 0 0
1 1 2 3 3 1 2 1 2 3 3 2 3 1 2 3 3 3( , , , ) ( , , , ) ( , , , )k k kU x U x U xη η ξ δ + η η ξ δ + η η ξ δ =  

 
3

( ) ( ) 0
2 2 1 1 30

2 ( , 0, )k k

x
G G x

=+
′= µ η − η Ψ β − +% [ ]{  

 
3

( ) 2 0
3 30

( , 0, )k

x
G x

=+
+ β Ψ β − } ,  (26) 

де функції ¥ріна ( ) ( )
1 2 3 3( , , , )k k

i iG G x= η η ξ , , 1, 2,3i k = , − розв’язки задач 

 ( ) ( ) ( )
1 2 3 3 3 3( , , ) ( ),    1, 2,    k k k

s skD G G G x s= − δ δ − ξ = − ∞ < ξ < ∞ , 

 ( ) ( ) ( )
3 1 2 3 3 3 3( , , ) ( )k k k

kD G G G x= − δ δ − ξ ,  

 ( )
30,      k

iG x→ → ± ∞ .  (27)  

Згідно з [2] вони мають вигляд 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 3( ) ( )k k k k

i i i iG G G G S x= + − , 

 ( ) ( 1) ( 2) ( 1)
3( ) ( )k k k k

ij ij ij ijG G G G S= + − ξ ,  (28) 

де 

 ( ) ( ) ( )
3 3 3 3 3 3 2

1( , , ) ( 1) ( , , )kp p i k rp
ij i k j i k rjG V x G x+

− −= η η β ξ + − η η β ξ
β

%[ ] , 

 , , , 1,2i j k p = , 

 (3 ) 1 ( ) ( ) 1 ( )
3 3 3 3 3

1 1( 1) ( , , ) ,    ( 1) ( , , )p i zp kp k rp
ij i rj j k zjG G x G G x+ += − η β ξ = − η β ξ

β β
% % , 

 (3 ) ( )
3 3 3( , , )p zp
j zjG G x= β ξ% .  (29) 

Тут 

 (1) 2 1
1 3 3 3 3 3 3

1 2 1

1( , , ) ( , , ) ,       
2

xV x x e x x+ βµ − µ β ξ = Ω β ξ − = + ξ  βµ µ + µ
% % , 

 (2)
1 3 3 3 3

1 2

1( , , ) ,           
( )

yV x e y x− ββ ξ = = − ξ
β µ + µ

% % , 

 (2) 2 1
2 3 3 3 3

2 2 1

1( , , ) ( , , )
2

xV x x e+ − βµ − µ β ξ = Ω β ξ +  βµ µ + µ
% , 

 ( 1) 61
1 3 3 41 3 3 3 3( , , ) ( , , ) ( , , )q

q q

k
G x k x y x+ −β ξ = Ω β ξ + δ β Ω β ξ −

β
% %[ ]  

 20 0 4161
3 3 11

0 2 22
x

q

m m kk
x x d e

d m m
β − ξ β + δ β −  β

%% , 

 ( 2) 62
2 3 3 42 3 3 3 3( , , ) ( , , ) ( , , )q

q q

k
G x k x y x+ −β ξ = Ω β ξ + δ β Ω β ξ −

β
% %[ ]  

 262
0 3 3 42 0 34

1 0
2

2
x

q

k
m x k m x d e

m d
− β− ξ β − δ β +

β
%%[ ] , 

 , ,      1,      1r zq r z= δ = δ = − , 
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 ( 2)
2 3 3 62 3 3( , , ) ( , , )z

rG x k y x+β ξ = Ω β ξ −% %  

 262
0 3 3 42 0 32

1 0
2

2
xk

m x k m y d e
m d

− β− ξ β + β −
β

%%[ ] , 

 ( 1) 2061
1 3 3 61 3 3 3 3

0 2
( , , ) ( , , )z

r

mk
G x k y x x

d m
+ β ξ = Ω β ξ − − ξ β +β

% %  

 41 0
01 16

2
4

2
xk m

y mk d e
m

β+ β − 
%% , 

 ( 2)
1 3 3 1 3 3 1

( , , ) ( , , , )r
r c

G x H x c
=−

β ξ = β ξ% % , 

 ( 2)
1 3 3 1 3 3 1

( , , ) ( , , , )z
z c

G x H x c
=

β ξ = β ξ% % , 

 02 62
1 3 3 21 3 3 21

0

4
( , , , ) ( , ) yk k

H x c c x d e
d

ββ ξ = − ϕ ξ β +
β

%% [ ] , 

 ( 2)
1 3 3 2 3 3 1

( , , ) ( , , , )r
z c

G x H x c
=

β ξ = β ξ% % , 

 ( 2)
1 3 3 2 3 3 1

( , , ) ( , , , )z
r c

G x H x c
=−

β ξ = β ξ% % , 

 02 62
2 3 3 21 3 3 16

0

4
( , , , ) ( , ) yk k

H x c c x d e
d

ββ ξ = − ϕ ξ β −
β

%% [ ] , 

 ( 1) ( 1) ( 2) ( 2)
1 3 3 1 3 3 2 3 3 2 3 3( , , ) ( , , ),      ( , , ) ( , , )z r z r

r z r zG x G x G x G xβ ξ = β ξ β ξ = β ξ% % % % , 

 ( 1) ( 2) ( 2) ( 1)
2 3 3 1 3 3 1 3 3 2 3 3( , , ) ( , , ),      ( , , ) ( , , )z r z r

r z r zG x G x G x G xβ ξ = β ξ β ξ = β ξ% % % % , 

 ( 2) ( 1) ( 1) ( 2)
1 3 3 2 3 3 2 3 3 1 3 3( , , ) ( , , ),     ( , , ) ( , , )z z r r

z z r rG x G x G x G xβ ξ = β ξ β ξ = β ξ% % % % ,  (30) 

 1 1 1
0 1 2 1 41 2 42(4 ) ,    2 ( ) ,    2 (1 )d m m m m k m mk− − −= = + = − + , 

 1
0 11 21 01 0 41

2
1 ,    ,    4m m m d d mk d k

µ
= − = = − −

µ
, 

 2
34 42 0 1 16 02 16 41 12 42 118 ,    d k m m d k d k k mk k= − = − , 

 21 0 42 2 41 1 32 1 16 02( ),    8d d k m k m d m d k= − = , 

 1 4 6 0
0

11 2 ,    3 4 ,    ,    1 ,    1,2
8j j j j j j j

j j
k k v k k j

k
= − ν = − = = − ν =

µ
, 

 3 3
21 3 3

2 1
2 ( , )

x
x

m m
ξ

ϕ ξ = + . 

З (26) після перетворень з урахуванням (28), (29) для j -го півпростору 
одержимо такі співвідношення: 

 0 ( ) 0
1 1 2 3 3 1 2 3 1 3( , , , ) 2 ( ,0, ) ( ,0, )rj
j rU x G x′η η ξ = µη − β ξ Ψ β +%% [  

 ( ) 0
2 3 1 3( , 0, ) ( ,0, )rj

zG x+ β β ξ Ψ β% ] , 

 0 02
2 1 2 3 3 1 1 2 3 3

1
( , , , ) ( , , , )j jU x U x

η
η η ξ = − η η ξ

η
, 
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 0 ( ) 0
3 1 2 3 3 2 3 1 3( , , , ) 2 ( ,0, ) ( ,0, )zj
j rU x G x′η η ξ = µβ − β ξ Ψ β +%% [  

 ( ) 0
2 3 1 3( , 0. ) ( ,0, )zj

zG x+ β β ξ Ψ β% ] ,  (31) 

які після подальших перетворень з урахуванням (24), (30) набудуть вигляду 
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де 1 41 2 42d m k m k k±
γ= ± , 2 1kγ = γ γ/ . 

Підставляючи (32) у (20), для кожного із півпросторів отримуємо 
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 (1) 21 0 1
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t
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µ γ
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λ

[ æ  

 0 1 0
1 3 1 3 1 3 3( 2 ) 2 x

im x x m x x e− β+ − β + η]æ , 

 (2) 22 0 1
3 1 1 41 2(1)

( )i
t

m
m k m k∗ −

γ
µ γ

σ = + β −
λ

[æ  

 30 1
1 41 3 2 1 3( 2 ) y

im k x m k x e− β−
γ− + β η]æ .  (33) 

Отже, вирази для jΨ , j
′Ψ , jU , ( )j

ik
∗σ  – відомі. Обчисливши з урахуван-

ням цих виразів у (15)–(19) відповідні інтеграли і підставивши отримані 
співвідношення у (10), (13), одержимо шукані вирази для переміщень та на-
пружень: 
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де (1)
1 (8 )t∗γ = γ πλ/ , 0 12 ∗γ = µ γ . 

Часткові випадки. Шляхом граничних переходів із (34) можна отрима-
ти формули для визначення температурних перміщень і напружень в одно-
рідному півпросторі, коли його поверхня, яка теплоізольована або підтри-
мується при нульовій температурі, вільна від навантажень чи жорстко за-
щемлена. 

Так, спрямувавши 2 0µ → ; (2) 0tλ →  або (2)
tλ → ∞ , дістанемо відповідні 

формули для півпростору, поверхня якого вільна від навантажень: 

 
0 0

1 3 41 3 3 3
3

2 2 2 12

2 1
( )

i
i

u x k x x x by
R R x R x RR∗

− = − + + γ − − 
, 

 
0 0

31 3 41 3 3 3 3
1 01 23

1 2 2

2
4 ln

u y k x x x x x
k R x

R R R∗

+
= − − − −

γ
æ , 

 
(1)

0 22
3 41 3 3

0 2 2 2 2

21( )
( ) ( )

ii
i

R x
x k x y

R R x R R x
−

σ − = − − γ − − 
 

 0 2 0
3 3 1 1 33 5 3

22 2 2

2 1 1 1 13 4ix x y x x
RR R R

−    − + ν + +   
   

æ  

 
2 2 2

1
2 3

2 22 2 1

1 12
( )

i iy y R
b

R x RR R x R

+ 
+ − + − − − 

æ , 



45 

 
(1)

0 012 2
1 2 41 3 3 3 33 2 5 2 3

0 2 2 2 2 2 1

2 1 1( ) 6
( ) ( )

R x by y k x x x x
R R x R R R x R

σ − 
= − + − − γ − − 

, 

 
(1) 2 2 2 22

033 2 1 3
3 33 5 3

0 2 2 2 1

31 2
x R R yx x x

R R R R

σ − +
= + + −

γ
, 

 
(1)

03
3 3 3 33 5 3

0 2 2 1

1 1 16i
iy y x x x y

R R R

σ  = + − γ  
.  (35) 

Якщо у (34) спрямувати 2µ → ∞ , (2) 0tα → ; (2) 0tλ →  або (2)
tλ → ∞ , то 

відповідно для півпростору, поверхня якого жорстко защемлена, матимемо 
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У формулах (35), (36) 41b k= , 1 1=æ , 1= −æ , 411b k∗ = − /  (для тепло-

ізольованої поверхні) або 1b = − , 1 0=æ , 1=æ , 1b∗ =  (для поверхні, що 
підтримується при нульовій температурі). 

Зауважимо, що формули для визначення напружень 13 23 33, ,σ σ σ  у 
півпросторі, поверхня якого вільна від навантажень, не залежать від того, 
чи вона теплоізольована, чи підтримується при нульовій температурі. У ви-
падку, коли поверхня підтримується при нульовій температурі, вони спів-
падають із одержаними в [1] (якщо наведені у цій монографії відповідні 
формули для осесиметричної задачі записати у прямокутній системі коор-
динат). 

Числові результати. Досліджували температурні напруження для різ-
них значень фізико-механічних характеристик складових залежно від міс-
цезнаходження точкового джерела тепла. На рис. 1–4 показано поведінку 
безрозмірних розривних і неперервних напружень на поверхні поділу 
вздовж осі 1Ox , коли джерело тепла діє в точці 0 (0.1, 0, 0.03)M − , для та-
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ких значень параметрів: 2.5kγ = , 1 0.25ν = , 2 0.3ν = , 0.9kλ =  (криві 1), 

2.9kλ =  (криві 2), 0.7m =  (суцільні лінії), 2m =  (штрихові лінії). Штрих-

пунктирні лінії відповідають однорідному півпростору. 
Розривні напруження 11σ  характеризують графіки на рис. 1, 2. З їх 

аналізу випливає, що у другому півпросторі вони стискувальні. Максималь-
ні значення, які досягаються при менших kλ  і m  над точкою дії джерела 

тепла, приблизно у вісім разів більші, ніж в однорідному просторі. У пер-
шому півпросторі вони можуть бути як стискувальними, так і розтягуваль-
ними (при більших kλ  і m ). Максимальні стискувальні – поза околом над 

точкою дії джерела тепла, причому вони не перевищують напружень в 
однорідному просторі. 

  

 Рис. 1 Рис. 2 

  

 Рис. 3 Рис. 4 
Осьові напруження є стискувальними (рис. 3). Найменші значення до-

сягаються при більших kλ  і m , найбільші – при менших kλ  і m . Для 

однорідного простору вони знаходяться між цими значеннями. 
Дотичні напруження (рис. 4), які, на відміну від розглянутих вище, си-

метричні відносно точки 0M , максимальних значень досягають в однорід-

ному просторі. Якщо в однорідному просторі при 1x , більших або менших 

ніж 0.1, вони стискувальні або розтягувальні, то в кусково-однорідному 
просторі при відповідних 1x  вони переходять із стискувальних у розтягу-
вальні, або навпаки.  

Висновки. Одержано і апробовано замкнутий розв’язок статичної три-
вимірної задачі термопружності для двох ідеально контактуючих тіл, одне 
з яких нагрівається точковим джерелом тепла. Наведені співвідношення 
для переміщень і напружень, які є відповідними функціями ¥ріна, можуть 
бути використані для визначення у розглянутих тілах термопружного ста-
ну, зумовленого нагрівом джерелами тепла, розподілених уздовж лінії, по 
поверхні і по об’єму. 
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ФУНКЦИИ ГРИНА ТРЕХМЕРНЫХ СТАТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ ТЕРМОУПРУГОСТИ 
ДЛЯ КУСОЧНО-ОДНОРОДНОГО ПРОСТРАНСТВА 
 
Построены в замкнутом виде функции Грина задач термоупругости для кусочно-
однородного тела, составленного из двух идеально контактирующих полубеско-
нечных изотропных тел. При этом использованы обобщенные функции и функ-
ции Грина задач для соответствующих систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Как предельные случаи получены функции Грина задач термоупругос-
ти для полубесконечного тела, когда его поверхность, которая поддерживается 
при нулевой температуре или теплоизолирована, свободна от напряжений или 
жестко защемлена. Приведены результаты численных исследований. 
 
GREEN’S FUNCTIONS OF 3D STATIC THERMOELASTICITY PROBLEMS 
FOR PIECEWISE-HOMOGENEOUS SPACE  
 
The Green’s functions of thermoelasticity problems for a  piecewise-homogeneous body 
formed of two ideally contacting semi-infinite isotropic bodies are constructed in a 
closed form. In addition the generalized functions and Green’s functions are utilized for 
corresponding systems of ordinary differential equations. As the limiting cases Green’s 
functions of thermoelasticity problem are obtained for a semi-infinite body when its 
surface thermally insulated or maintained at zero temperature is load-free or rigidly 
fixed. The results of numerical studies are presented. 
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