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СИНГУЛЯРНІ ІНТЕГРАЛЬНІ СПІВВІДНОШЕННЯ І РІВНЯННЯ 
ДЛЯ КУСКОВО-ОДНОРІДНОГО ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНОГО 
ПРОСТОРУ З МІЖФАЗНИМИ ДЕФЕКТАМИ 
 

З використанням побудованого розривного розв’язку для кусково-однорідного 
трансверсально-ізотропного простору отримано двовимірні сингулярні ін-
тегральні співвідношення, які пов’язують стрибки і суми компонент тен-
зора напружень і вектора переміщень і дозволяють задачі про міжфазні де-
фекти довільної природи зводити безпосередньо до систем двовимірних 
сингулярних інтегральних рівнянь, ядра яких виписуються у явному вигляді. 

 
Задачі про міжфазні дефекти в кусково-однорідних середовищах роз-

глядались багатьма авторами. При цьому дослідження в основному обмежу-
вались або двовимірними анізотропними середовищами, наприклад, [4–6, 9, 
19], або кусково-однорідними ізотропними просторами та осесиметричними 
задачами для трансверсально-ізотропних просторів [3, 8, 14, 16–18, 20]. Що 
стосується більш загальних випадків, таких як кусково-однорідні анізо-
тропні простори, в тому числі неосесиметричні задачі для кусково-однорід-
них трансверсально-ізотропних середовищ, то відомі лише чисельно-аналі-
тичні результати, наприклад, [15, 22–25, 28], які базуються на результатах 
робіт [11, 26, 27] і містять в основному наближені значення коефіцієнтів ін-
тенсивності. 

Одним із основних методів дослідження задач про міжфазні дефекти є 
зведення їх до систем сингулярних інтегральних рівнянь, побудова яких 
пов’язана як з теоретичними, так і технічними складностями, особливо для 
неоднорідних анізотропних просторів. У роботі [10] побудовано розривний 
розв’язок для ізотропного простору, а в [3] цю методику узагальнено на ви-
падок кусково-однорідного ізотропного простору і розглянуто задачі про 
міжфазні кругові включення при різних умовах на їх берегах. У праці [12] 
побудовано розривний розв’язок для трансверсально-ізотропного простору. 
У всіх випадках задачі розглядались у класах кусково-диференційовних 
функцій, що накладало відповідні обмеження на навантаження і ускладню-
вало обґрунтування побудов. У цій роботі в просторі узагальнених функцій 

повільного зростання 3( )S′ R  побудовано розривний розв’язок для кусково-
однорідного трансверсально-ізотропного простору при будь-якому способі 
навантаження середовища. Проблему зведено до задачі Рімана за частиною 

змінних у просторі 3( )S′ R  і запропоновано метод її розв’язування. З вико-
ристанням побудованого розривного розв’язку і властивостей функцій із 

3( )S′ R  отримано двовимірні сингулярні інтегральні співвідношення, які уза-
гальнюють інтегральні співвідношення, отримані в [4–6], і дозволяють зада-
чі про міжфазні дефекти в неоднорідному трансверсально-ізотропному про-
сторі зводити безпосередньо до систем двовимірних сингулярних інтег-
ральних рівнянь (СІР) з ядрами, що виражаються через елементарні функ-
ції. На основі останніх виписані двовимірні СІР для деяких задач про трі-
щину і включення при будь-якому способі навантаження. 

1. Постановка задач і зведення проблеми до задачі Рімана в 2( )S′ R . 
Нехай у площині 0z =  з’єднання двох різних трансверсально-ізотропних 
півпросторів розташовані дефекти загальної природи (типу тріщин, відша-
рованих і невідшарованих включень), які займають область Ω . Головна вісь 
симетрії кожного півпростору розміщена перпендикулярно до площини 

0z = . Приймаємо, що на берегах півпросторів в залежності від виду 
дефекту є відомими шість із наступних величин: 
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 6 6

0
,      ( , )k k z

v x y±
=±

ζ = ∈ Ω{ }{ } , 

 1, ,6( , , ) , , , , ,k k z yz xzv x y z u v w== = σ τ τv …{ } { } . (1) 

Для визначення функцій із (1) побудуємо в площині 0z =  інтегральні 
співвідношення, що зв’язують різниці (скачки) і суми 

 6 2( , ) ,   ( , ) ( , ) ( , ),   ( , )k k k k kx y x y x y x y x y±± ± ± + −= χ χ = χ = ζ ± ζ ∈R{ } , (2) 

компонент вектора переміщень і тензора напружень. Компоненти вектора 
v  виразимо через стрибки (2). Такий розв’язок, дотримуючись термінології 
з [10], назвемо розривним розв’язком для трансверсально-ізотропного кус-
ково-однорідного простору. 

Відносно компонент вектора переміщень 3 3
3j ju v += =u { } { } , виходячи 

з рівнянь рівноваги та узагальненого закону Гука [7], у класі диференційов-
них функцій одержимо при 0z ≠  таку систему диференціальних рівнянь: 

 1 2 3, , 0,     0D z∂ ∂ ∂ = ≠u[ ] , (3) 
де 

 3
1 2 3 1 2 3, , ,                  ,   ,   kjD L

x y z
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ = ∂ ≡ ∂ ≡ ∂ ≡

∂ ∂ ∂
{ }[ ] , 

 2 2 2 2 2 2
11 11 1 66 2 44 3 22 66 1 11 2 44 3,          L a a a L a a a= ∂ + ∂ + ∂ = ∂ + ∂ + ∂ , 

 2 2 2 2
33 44 1 44 2 33 3 12 66 12 12,          ( )L a a a L a a= ∂ + ∂ + ∂ = + ∂ , 

 2 2
13 44 13 13 23 66 13 23( ) ,                   ( ) ,       jk kjL a a L a a L L= + ∂ = + ∂ = , 

 66 11 12( ) ( ) ,              ( ) 2kj kj kja z a z a a a a+ −= θ + θ − = − / . 

Інші компоненти вектора v  можна знайти за формулами 

 1 11 1 1 2 2 33 3 3 2 44 2 3 3 2( ) ,       ( )v a u u a u v a u u= ∂ + ∂ + ∂ = ∂ + ∂ , 

 3 44 3 1 1 3( )v a u u= ∂ + ∂ . (4) 

 Виходячи з подань розв’язків рівнянь Ляме для однорідного транс-
версально-ізотропного простору [20], запишемо розв’язки рівнянь (3) таким 
чином: 

 1 2 2 3( ) ( 1) ,         1,2j
j j ju j−= ∂ ψ + ψ + − ∂ ψ = , 

 3 3 1 1 2 2( ),         0u z= ∂ ψ + ψ ≠æ æ , (5) 

де функції jψ , 1,2,3j = , задовольняють рівняння 

 2 2 2 2
1 2 3 3 1 2, , 0,      0,        ( )j j j jP z P∂ ∂ ∂ ψ = ≠ = ∂ + ξ ∂ + ∂[ ] . (6) 

Кусково-сталі 2 2 2( )( ) ( ) ( )j j jz z+ −ξ = θ ξ + ξ θ − , 1,2,3j = , є розв’язками рівнянь 

 4 2 2
33 44 13 13 44 11 33 11 44 44 66( 2 ) 0,    0a a a a a a a a a a aξ + + − ξ + = ξ − =( ) , 

а ( ) ( ),  1,2j j jz z j+ −= θ + θ − =æ æ æ , можна записати як 

 2 2 1 2 1
11 44 13 44 11 44 33 44( ) ( ) ( )( )j j j ja a a a a a a a− −= − ξ ξ + = + ξ −( )æ . 

Нехай 3( )pS′ R  – підпростір узагальнених функцій повільного зростання 

3( , , ) ( )g x y z S′∈ R , для яких ( )zc g p≤ ; ( )zc g  – порядок сингулярності за 

змінною z . Тоді, виходячи з рівнянь (6), у підпросторі 3
1( )S′ R  одержимо 

диференціальне рівняння з розривними коефіцієнтами стосовно функцій 
,  1,2,3j jψ = :  
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1

( ) 1 3
1 2 3 3 1

0

, , ,     ( ) ,     ( )k k
j j j j j j

k

P f f z S
−−

=

′∂ ∂ ∂ ψ = = δ ∂ ψ ψ ∈∑[ ] R . (7) 

Нехай 2( )mH R  – клас функцій 2( , ) ( )f Sω
′α β ∈ R , аналітичних за пара-

метром iiω = γ + γ  у кожній скінченній точці комплексної площині, за ви-

нятком, можливо, лінії Im 0ω = , таких, що задовольняють при Im ω > ε >  

0>  і деякому цілому m  оцінку ( , ) (1 ) ,  mf A Aω ε εα β ≤ + ω < ∞ . Функція 
3( , ) ( )f Sγ

′α β ∈ R  допускає аналітичне зображення за змінною γ , якщо існує 

функція 2( , ) ( )mf Hω α β ∈ R  така, що (в сенсі збіжності в просторі 2( )S R ) 

 
0

lim ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )i if f f f f+ −
γ + ε γ − ε γ γε→

α β − α β = α β − α β = α β( ) . (8) 

 Нехай 3( )m
′Ω R  – підпростір узагальнених функцій 3( )f S′∈ R , для 

яких функції, що забезпечують аналітичне зображення (8) за змінною γ , 

належать до класу 2( )mH R . Нехай 3
, ( )m ±±

′Ω R  – підпростір функцій f± ∈ 

3( )m ±
′∈ Ω R , для яких функції 2( , ) ( )mf H

±

±
ω α β ∈ R , що забезпечують аналі-

тичне зображення (8) відповідно при Im 0± ω < , мають вигляд 

 ( , ) mf M
±

±
ω α β = , (9) 

де 

 2

0

( , , ) ( , ),    ( ),    0,    0
m

k
m k k m

k

M S M m
=

′ω α β = ω ϕ α β ϕ ∈ ≡ <∑ R . 

Справджуються такі твердження. 

Теорема 1. Нехай 3( , , ) ( )pg x y z S′∈ R , 1 2
1 2 3 0( , , ) ( , , )n n pg x y z g x y z= ∂ ∂ ∂ , де 0g  

– неперервна функція повільного зростання, яку можна подати у вигляді 
0

0 0( , , ),  0,  ( , ,0) 0ng z g x y z n g x y∗ ∗= ≥ ≠ . Тоді 
0

3
3 1( )p nf F g − −

′= ∈ Ω R[ ] , де nF  – 

оператор n -вимірного перетворення Фур’є. 

Теорема 2. Нехай 3 3 3
, ( ) ( ) ( )p pg S S S

± ±± ± ±
′ ′ ′∈ = ∩R R R , де 3( )S g±

±
′ = ∈{R  

3 2( ) suppS g± ±
′∈ = × }R R R . Тоді 3

3 , ( )mf F g
±± ± ±

′= ∈ Ω R[ ] , 1m p± ±= − . 

Враховуючи наведені теореми та застосовуючи до рівнянь (7) триви-
мірне перетворення Фур’є, отримаємо задачу Рімана за параметром γ  для 

визначення трансформант функцій ,  1,2,3j jψ = , у підпросторах 3
,1( )±

′Ω R : 

 ,           1,2,3j j j j jp p Q j+ + − −Ψ = − Ψ + = , (10) 

де 

 3
3 ,0( ) ( ),      ( ) , ,j j jF z p z P i i i± ±

±
′Ψ = θ ± ψ ∈ Ω = θ ± − α − β − γR[ ] [ ] , 

 
1

0 0 1
2 3

0

( ) ( , ),             k k
j jk jk j

k

Q i F
−−

=

 = − γ ν α β ν = ∂ ψ ∑ . 

2. Про один метод розв’язування крайової задачі Рімана за однією 

змінною у просторі 3( )S′ R . Крайова задача Рімана за однією змінною в 

просторі 3( )S′ R  полягає в наступному:  

знайти дві функції 3
, ( )mf

±± ±
′∈ Ω R , що задовольняють крайову умову 

 3 3( , ) , ( , , ) ( , ),      ( ),      ( )f f G q q S S+ −
′ϕ = α β γ ϕ + ϕ ∈ ϕ ∈R R( ) , (11) 
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де q  – відома функція, що задовольняє умову 1 3
3 ( )ng F q S− ′= ∈[ ] R ; G µ∈ Θ , 

0G ≠ ; µΘ  – клас мультиплікаторів в 3( )S R , гельдерових за параметром 

γ , 2( , )α β ∈ R . 
У наведених просторах мають місце узагальнення тверджень, доведе-

них у [4]. 

Теорема 3. Якщо 3( , , ) ( )pf ′α β γ ∈ Ω R , то справджується зображення 

 3
,,         ( )pf f f f+ − ± ±

′= − ∈ Ω R , 

де f±  визначаються з точністю до функцій вигляду ( , , )pM α β γ  із (9). 

Теорема 4. Нехай 3
,( , , ) ( )mf

±± ±
′α β γ ∈ Ω R . Якщо виконується рівність 

 3( , ) ( , ),         ( )f f  S+ −ϕ = ϕ ϕ ∈ R , 

то ( , , )pf f M+ −= = α β γ , min ,p m m+ −≤ { } , ( , , )pM α β γ  – функція вигляду (9). 

Нехай індекс коефіцієнта задачі (11) обмежений: Ind G kγ = < ∞ . Тоді 

згідно з [2] має місце формула 

 
0

( , , ) ,          ( , , ) lim ( , , )
k

i

Xi
G X X

i X
+

± ω→α±−

γ − α β γ = α β γ = α β ω γ + 
, (12) 

де 

 , ( )
,

1( , , ) ,      ( ) ln ( , , )
2

k
K i dX e G

i i
α β

+∞ −
ω

α β
−∞

 τ − τ α β ω = ω = α β τ  π τ + τ − ω  ∫K , 

X± µ∈ Θ  – крайові значення функцій, обмежених на нескінченності, аналі-

тичних за змінною γ  відповідно в верхній і нижній півплощинах комплекс-

ної площини ω . Рівність (12), теореми 2, 3, а також те, що ( )ki µγ + ∈ Θ , 

дозволяють переписати умови (11) у вигляді 

 0 0 0 1 3( , ) ( , ),     ( , , )( ) ,    ( )k
kf f f f i X q S− ±

+ − ± ± ±ϕ = ϕ = α β γ γ ± − ϕ ∈ R , (13) 

де 

 1 3
, 1( ) ,          ( )k

k k k k n kq i qX q q q− + − ±
+ ± + −

′= γ + = − ∈ Ω R . 

Очевидно, що функції 0f±  належать відповідно півпросторам 3( )±
′Ω R . 

Нехай 0k ≥ , тоді, якщо 1 min ,m n m m m+ −≥ − = { }( ) , то 0 3
, ( )m kf± ± +

′∈ Ω R  

і, отже, згідно з теоремою 4 маємо 0 ( , , )m kf M± += α β γ , де m kM +  – функції 

вигляду (9). Розв’язок задачі (11) в цьому випадку буде таким: 

 3
,( , , ) ( ) ( ) ( )k

m k k mf i X M q− ±
± ± + ±

′α β γ = γ ± + ∈ Ω R . (14) 

Якщо 1m n< − , то згідно з теоремами 1 і 3 для існування розв’язків 

задачі (11) у підпросторах 3
, ( )m±

′Ω R  необхідно, щоб у зображенні kg =  

1 2
1 2 3 0
n n k ng+= ∂ ∂ ∂ , 1

3k kg F q−= [ ] , функція 0g  мала такий вигляд: 

 3
0 ( , , ) ( , , ),   ( , , 0) 0,   1,  ( )ng x y z z g x y z g x y n n m g S∗

∗ ∗ ∗ ∗= ≠ = − − ∈ R . (15) 

Розв’язок задачі (11) у цьому випадку також визначається формулами 
(14). Отже, доведено таке твердження. 

Теорема 5. Нехай Ind ( , , ) 0G kγ α β γ = ≥ , 1 3
3 ( )ng F q S− ′= ∈[ ] R . Тоді, якщо 

1 min ,m n m m m+ −≥ − = { }( ) , то загальний розв’язок задачі (11) існує в 

підпросторах 3
, ( )m±

′Ω R  і визначається співвідношеннями (14).  
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Якщо 1m n< − , то для існування розв’язку задачі (11) в 3
, ( )m±

′Ω R  не-

обхідно та достатньо, щоб виконувалась умова (15). 
Аналогічно на підставі теорем 2–4 можна довести такі твердження. 
Теорема 6. Нехай Ind ( , , ) 0G kγ α β γ = < . Тоді, якщо 1m n k≥ − −  m =(  

min ,m m+ −= { }) , то загальний розв’язок задачі (11) існує в підпросторах 
3

, ( )m±
′Ω R  і визначається співвідношеннями (14).  

Якщо 1m n k< − − , то для існування розв’язку в 3
, ( )m±

′Ω R  необхідно 

та достатньо, щоб виконувалась умова (15), у якій 1n n k m∗ = − − − . 

Наслідок 1. Нехай 1m n= − . Тоді, якщо 0k ≥ , задача (11) має розв’я-

зок в підпросторах 3
, ( )m±

′Ω R . Якщо 0k < , задача (11) має розв’язок при 

виконанні умови (15), в якій n k∗ = − . Загальний розв’язок задачі (11) ви-

значається співвідношенням (14) і залежить від  ( 0)m k m k+ + >  довіль-

них функцій із простору 2( )S′ R . 
3. Розв’язок крайової задачі (10) і побудова інтегральних співвідно-

шень. Подання коефіцієнтів задачі 

 2 2 2( )( ),      ,      j j j j jp r r r i± ± ± ± ±= γ − ω γ + ω = α + β ω = ξ , 

та теорема 2 дозволяють звести крайову умову (10) до вигляду 

 ,           1,2,3j j j j j jg Q g Q j+ + + − − −Ψ − = − Ψ − = , (16) 

де 

 
1 01

0

( ) ( )
,            

( )( )

k k
j j jk

j j
kj j j j

ir
g Q

r

± −
± ±

+ −
=

γ ± ω − ω ν
= =

γ ± ω ω + ω γ ± ω
∑

∓

∓ ∓

∓
. 

Згідно з [7] виконується умова Im 0j
±ω ≠ . Для визначеності будемо вва-

жати, що Im 0 (Re 0)j j
± ±ω > ξ > , тоді функції, що містяться у лівій і правій 

частинах рівності (16), належать відповідно до підпросторів 3
,1( )±

′Ω R . Отже, 

застосовуючи теорему 4 і враховуючи властивість lim 0j
±

γ →∞
Ψ = , запишемо 

розв’язок задачі (10) у вигляді 

 
1 01

0

( ) ( )
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( )( )

k k
j jk

j
k j j j

ir v
j

r

−
±

+ − ±
=

− ω
Ψ = ± =

ω + ω γ ± ω
∑

∓∓
. (17) 

Виразивши в (17) невідомі функції 0
jkv  через стрибки фізичних вели-

чин за допомогою формул (4) і (5), одержимо такі вирази для трансформант 

2( , , ) ( )j jV z z F v± α β = θ ± [ ]  функцій (1): 
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, 1 ,
1 1 11 2 3 12

1 1

( ) ( ) ( )k k
k k

k k

V z q e r i i q e± − ± ± − − − ± ±

= =

= θ ± χ − − β χ + − α χ +
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 = θ ± − β χ + χ − β + 
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( ) ( )( ) k
k

k

i q e i i r q e q e± ± − − ± ± ± ±

=

  + − α − − α − β χ − −    
∑%  
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k
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 − − α − β χ + − α −  
∑%  
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 − χ − β − − α + − β χ    
∑ ∑% % , 
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k k
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 = θ ± − − α χ − − α − β χ + 
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= θ ± χ + − β χ + − α χ −


∑ ∑% % %( )  

 
2 2

1 , ,
4 5 43 6 44
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k k

r i i q e q e− − − ± ± − ± ±
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− − α χ + − β χ + χ 


∑ ∑% % %( ) . (18) 

Тут введено такі позначення: 
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, 1 0 1, 2,
2 , 13 ,1 33 ,11,

0

,              ( )ki rz j k
k j n k j n j j nk

n

e e q i s a b a b
±± ω± ± − ± ± ± ± ±

− − −
=

= = − ω∑ ∓( ) , 
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n n

q i s b q i s b j k± − ± ± ±
+ − + −

= =
= = = =∑ ∑ … , 
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3, 2- 3 1,
, 44 3 1, 3,

0

( ) ,       2,3,     2,3k m m
m k n k n

n

q i a s b m k± + ± ± − ∗ ±
+

=
= ± ω = =∑ , 

 , 1 1
, 2,3; 5,6( ) ( ) ( ) ,      n k n

j k j j j j j jk j kb i S s± ± ± ± − + − −
∗ = == − ω ω ω + ω =∓ ∓ æ { } , 

 1 2 1 1
1, 1,1 1, 3,2,  , 1,2,   ,     3, 4        jk k k k kS s s h k s h k− ∗

∗ − −= = = = ={ } , 

 1 0 4 4 2
2, 1,1,     ,       ,    1,2jk jk k kS s S s s h k−

−= = = ={ } { } , 

 2 2 3
2, 3,2 2, 5,3 3, 1,1,   3, 4,    ,    5,6,    ,   1,2k k k k k ks h k s h k s h k− − −= = = = = = , 

 3 3
3, 3,2 3, 5,3,     3, 4,     ,     5,6k k k ks h k s h k− −= = = = , 

 4 4
4, 1,1 4, 3,2,      1,2,     ,     3, 4k k k ks h k s h k− −= = = = , 

 2 , ,
, , , ,    1,2n n n

j k j k j kh b b n+ + −= − = , 

 2 1, 1,
3, 44 3 3, 44 3 3,k k kh a b a b+ + + − − −= ω + ω , 

 2 2, 1, 2, 1,
, 44 , , 44 , ,j k j k j j k j k j j kh a b b a b b+ + + + − − − −= − ω − + ω( ) ( ) , 

 1 1, 2, 1, 2,
, 13 , 33 , 13 , 33 , ,     1,2,      0,1j k j k j j k j k j j kh a b a b a b a b j k+ + + + + − − − − −= − ω − + ω = = . 

Формули для визначення 3V± , 5V±  одержуємо відповідно з формул для 

2V± , 4V±  шляхом перестановок α2 3 4 5,  ,  − ± − −χ ⇔ χ χ ⇔ χ ⇔ β% % % % . 
При переході у формулах (18) до оригіналів використаємо відому фор-

мулу [13] 
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 2 2 2 2
0

0

1 ( ) ( )
2

i x i yF e dx dy tF t J t x y dt
∞ ∞ ∞

β + α

−∞ −∞

α + β = +
π ∫ ∫ ∫ ( ) , 

тоді розв’язки будуть містити лінійні комбінації таких операторів: 

 
2

, ,( , , ) ( , ) ( , , )j k j k
n nf x y z f t x t y z dx dy= τ − − τ∫∫L K[ ]

R
, (19) 

 ,
1 2 0 0

0

1( , , ) ( )
2

m z
j k j k
n n

ex t y z J r d
±∞ − ξ ρ

− − τ = ∂ ∂ ρ ρ
π ρ∫K , (20) 

де 2 2
0 ( ) ( )r x t y= − + − τ ; 0 ( )J x  – функція Бесселя. Ядра (20) задовольня-

ють умови ( ) 0n j k− + ≤ , Re 0m
±ξ > , отже, компоненти вектора v  не вихо-

дять із підпростору 3
1( )S′ R , а носії їх сингулярності знаходяться в площині 

0z = . Позбувшись квадратур у ядрах операторів (19) і ввівши позначення 

, ,j j j z∗ ±
± ±= + ξR R , 2 2

, 0 ( )j jr z±
± = + ξR , вирази для розривного розв’язку при 

0z ≠  можемо подати в такому вигляді: 

 ( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , )j j jv x y z z v x y z z v x y z+ −= θ + θ , (21) 

де 

 
,2 2

,11
1 1 3 12 2 2 3 1

, , ,1 1

1 1 1 1
2

j
j

j j jj jj

q
v q
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∑ ∑ ∑∫∫ R R
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2
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 −= χ ∂ + χ ∂ +π 
∑ ∑∫∫ RR R

 

 
3 2

, 3,
32 4 32 1

2 1 , 3,

( 1)j k
k k k

k j j

yx tq q− ± ±
− −∗ ∗

= = ± ±

− τ −+ χ ∂ + − ∂ −  
∑ ∑

R R
 

 
5 2

, 3,
33 3 33 6

4 1 , , 3, 3,

( 1)j k
k k k

k j j j

yx tq q dt d− ± ±
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j
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jj j j j

q
v q y x t

±
± − ± − −

∗
±= = ± ±Ω

= χ − − τ χ + − χ +π 
∑ ∑∫∫ R R R
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,2 5 2

, 44
43 3 6 3

, ,1 4 1

1 1
j

j
k k

j jj k j j

q
q dt d

±
± − −

− ±
± ±= = =

+ χ ∂ χ ∂ τ
ξ 

∑ ∑ ∑R R
∓ . 

Формули для 3v± , 5v±  одержимо відповідно із формул для 2v± , 4v±  шля-

хом перестановок 2 3 4 5 1 2,  ,  ,  x y− − − −χ ⇔ χ χ ⇔ χ ⇔ ∂ ⇔ ∂ . 
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Дослідимо, використовуючи властивості функцій із 3( )S′ R  (на відміну 
[21], де розглядались класи гельдерових функцій), поведінку розривного 
розв’язку на носієві сингулярності, тобто поведінку операторів, що входять 
в (21), при 0z → ± . Вказані оператори є узагальненнями потенціалів прос-
того та подвійного шарів і їх похідних на випадок трансверсально-ізотроп-

ного простору в 3( )S′ R . Запишемо їх у вигляді 

 ,
,

( ) 1( , , ) ( , ) ,       0,1,2,   1,2,3
2

k
n k n

j

z
f x y z f t dt d k n±

±Ω

θ ±
Φ = τ ∂ τ = =

π ∫∫ R
[ ] , 
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Φ = τ ∂ τ =

π ∫∫ R R
[ ] , 

 1
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( , , ) ( , ) ,       1,2

2k k
j

z x tf x y z f t dt d k±
∗

±Ω

θ ± −Φ = τ ∂ τ =
π ∫∫ R

[ ] , 

 1
6,

,

( )
( , , ) ( , ) ,       1,2

2k k
j

z y
f x y z f t dt d k±

∗
±Ω

θ ± − τ
Φ = τ ∂ τ =

π ∫∫ R
[ ] . (22) 

Справджується  
Теорема 7. Нехай ( , )f x y  – інтегровна функція в сенсі простору 
2( )S′ R . Тоді оператори 3,1 4,,  n

kf f± ±∂ Φ Φ[ ] [ ]l , 1,2, 1,2, 0,1k n= = =l , при вихо-

ді із відповідних півпросторів у площину 0z =  будуть зазнавати стриб-

ків. Для операторів 4,k f±Φ [ ]  величини цих стрибків співпадають. Вихід 

операторів , ,  1,2,5,6,  1,2n k f n k±Φ = =[ ] , у площину 0z =  є неперервним. 

Д о в е д е н н я. Оператори (22) зв’язані з операторами (19), напри-
клад: 

 0,0 2,0 0,2
3,1 0 4,1 2 4,2 2,         ,         ± ± ±Φ = Φ = Φ =L L L , 

 1,0 0,1
1 3,1 0 2 3,1 0    ,    ± ±∂ Φ = ∂ Φ =L L . (23) 

Отже, для ядер операторів (22) справджується зображення (19). Безпо-
середнім інтегруванням, скориставшись табличними інтегралами [1], врахо-

вуючи властивості узагальнених функцій із 3( )S′ R , одержимо такі подання: 
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0,2 , ,
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2 2
0

, 0,
1
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2 ( , ), 0.

j j

y
z

y
x t y z

r

∗
± ±

− τ ∂ ≠= − π − τ ∂ + πδ − − τ =


R R
K  (24) 

Інші функції із (20) будуть неперервними при переході площини 0z = : 

 , ,

0
lim ( , , ) ( , , 0)j k j k

n n
z

x t y z x t y
→±

− − τ = − − τK K , 

і, отже, будуть неперервними в сенсі простору 3( )S′ R  оператори (22), які не 
виписані в (23). Звідси безпосередньо з урахуванням подань (24) виплива-
ють твердження теореми. Теорему доведено. ◊ 
 Враховуючи теорему 6, виконаємо в (21) граничний перехід 0z → ±  і 
складемо суми фізичних величин (1): 
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1
2

q y x tq q
r r r

+ − − − −

Ω

− τ − χ = χ + χ − χ + χ −   π ∫∫  
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1 1q dt d
r r

− −  − χ ∂ + χ ∂ τ  
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 , , 1 2 3,       ,       j j j
kn kn kn kn kn knkn kn knq q q q q q q q q+ − ±= + = + = ± . (25) 

Інтегральні співвідношення (25) узагальнюють співвідношення, отрима-
ні в [3, 4] відповідно для кусково-однорідного ізотропного простору і куско-
во-однорідного анізотропного двовимірного середовища, та дозволяють за-
дачі про міжфазні дефекти в кусково-однорідному трансверсально-ізотроп-
ному просторі зводити безпосередньо до двовимірних систем СІР. 

Граничний перехід j j
− +ω → ω  у (25) дозволяє отримати інтегральні спів-

відношення для однорідного трансверсально-ізотропного простору: 
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q q dt d
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  χ = χ − χ ∂ + χ ∂ τ   π  ∫∫ . (26) 

Формули для 3 5( , ), ( , )x y x y+ +χ χ  одержимо відповідно із формул для 

2 4( , ),  ( , )x y x y+ +χ χ  шляхом перестановок 2 3 4 5 1 2, , ,x y− − − −χ ⇔ χ χ ⇔ χ ⇔ ∂ ⇔ ∂ . 
4. Постановка задач про міжфазні дефекти. Розглянемо такі задачі 

про міжфазні дефекти, які займають область Ω . 
Задача А. До берегів тріщини прикладене довільне навантаження 

 ( , , 0) ( , ),    ( , ) ,     1,2,3,    ( , )k k k k kv x y f x y x y f f k x y± ± + −± = χ = ± = ∈ Ω , 

з рівнодійною 1 2 3( , , )P P PP . Використовуючи перші три рівності із (25), від-

носно невідомих стрибків переміщень ( , ),  4,5,6k x y k−χ = , одержимо систему 

двовимірних сингулярних інтегральних рівнянь 
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  (27) 
Тут введено позначення 
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Розв’язки системи (27) повинні задовольняти умови змикання берегів 
тріщини 

 ( , ) 0,           4,5,6k x y dx dy k
Ω

∂ χ = =∫∫ l , (28) 

∂l  – похідна по дотичній до границі області Ω . 

Задача Б. Абсолютно жорстке включення, що займає область Ω , 
зчеплене з півпросторами. До включення прикладене довільне навантажен-
ня, що зводиться до рівнодійної 1 2 3( , , )Q Q Q=Q  і утворює головний момент 

1 2 3( , , )M M M=M . Розташування граней включення після деформації опису-
ється функціями 
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 ( , ) ( , ) ( , )k k kx y x y x y± + −χ = ζ ± ζ , 

 0( , ) ( , ),       4,5,6,       ( , )k k kx y x y k x y± ±ζ = ζ + ϑ = ∈ Ω , 

 0 0 0
4 1 5 2 6 3,     ,     z z y xy x x yζ = δ − ϕ ζ = δ + ϕ ζ = δ + ϕ + ϕ , (29) 

( , )k x y±ϑ  задають форму включення відповідно при 0z = ± ; , 1,2,3k kδ = , – 

поступальні переміщення включення в напрямку відповідних осей; xϕ , 

,y zϕ ϕ  – кути повороту включення навколо відповідних осей. Враховуючи 

умови ( , ) 0,  ( , )k x y x y−χ = ∉ Ω , які відображають факт з’єднання півпросто-

рів поза включеннями, поставлену задачу за допомогою співвідношень (25) 
можемо звести до такої системи трьох двовимірних інтегральних рівнянь 

відносно стрибків напружень ( , )k x y−χ , 1,2,3k = : 

 31 1 32 2 2 32 32 2 3 12
0 0 00

1 1 ( , )
2

yx t x tq q q q g x y
r r rr

− − − − −

Ω

− τ − −  − χ + χ ∂ + − ∂ χ =   π  ∫∫ , 

 31 1 32 32 1 2 32 3 1 22
0 0 00

1 1 ( , )
2

y yx tq q q q g x y
r r rr

− − − − −

Ω

− τ − τ − − χ + − ∂ χ + χ ∂ =   π  ∫∫ , 

 41
1 42 2 3 32 2

0 0 0

1 ( , )
2

q y x tq g x y
r r r

− − −

Ω

− τ − χ + χ + χ =   π  ∫∫ . (30) 

Тут позначено 

 1 4 33 4 33 4 1 5 2 34 6 12 2
00 0

1 1
2

x t x tg q q q dt d
rr r

+ + − − − − − −

Ω

 − − = χ − χ − χ ∂ + χ ∂ + χ ∂ τ   π  ∫∫ , 

 2 5 33 5 33 5 2 4 1 34 6 22 2
00 0

1 1
2

y y
g q q q dt d

rr r
+ + − − − − − −

Ω

− τ − τ  = χ − χ − χ ∂ + χ ∂ + χ ∂ τ   π  ∫∫ , 

 3 6 44 6 43 4 1 5 2
0 0

1 1g q q dt d
r r

+ − − −

Ω

 = χ − χ + χ ∂ + χ ∂ τ  ∫∫ . 

Величини ,  1,2,3,  , ,k x y zkδ = ϕ ϕ ϕ , визначаємо із таких шести рівнянь 

рівноваги: 

 ( , ) ,          1,2,3k kx y dx dy Q k
Ω

χ = =∫∫ , (31) 

 2
1

1
( , )

Mx
x y dx dy

y M
Ω

   χ =   
   ∫∫ , 

 2 3 3( , ) ( , )x x y y x y dx dy M
Ω

χ − χ = −∫∫ ( ) . (32) 

Задача В. Грані включення, описаного в задачі Б, знаходяться в умо-
вах гладкого контакту з півпросторами. У цьому випадку стрибки та суми 

дотичних напружень перетворюються в нуль: ( , ) 0,  2,3k x y k±χ = = , а стриб-

ки і суми нормальних зміщень визначаються формулами (29) при 6k = . 
Використовуючи друге, третє та шосте із співвідношень (25), відносно неві-

домих стрибків нормальних напружень і дотичних зміщень ( , )k x y±χ , k =  

1, 4,5= , отримаємо таку систем трьох двовимірних інтегральних рівнянь: 
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 2 2
21 1 2 23 4 12 23 23 1 5 24 2 63

0 0 00

1 1 1 1 1
2

q q q q dt d q
r r rr

− − − − − −

Ω

  χ ∂ − χ ∂ − − ∂ χ τ = ∂ χ   π  ∫∫ , 

 2 2
21 1 1 23 5 12 23 23 2 4 24 1 63

0 0 00

1 1 1 1 1
2

q q q q dt d q
r r rr

− − − − − −

Ω

  χ ∂ − χ ∂ − − ∂ χ τ = ∂ χ   π  ∫∫ , 

 41
1 43 4 1 5 2 6 44 6

0 0 0

1 1 1
2

q
q dt d q

r r r
− − − + −

Ω

  χ − χ ∂ + χ ∂ τ = χ − χ   π  ∫∫ . 

Для визначення невідомих 3 , ,x yδ ϕ ϕ  необхідно використати першу з 

умов (31) та першу і другу з умов (32). Аналогічно до двовимірних систем 
СІР зводяться задачі про інші міжфазні дефекти. 

Висновки. Отже, побудовано розривний розв’язок для кусково-одно-
рідного трансверсально-ізотропному простору, який виражається через 
елементарні функції і дозволяє задачі про міжфазні дефекти довільної 
природи і форми зводити до двовимірних систем СІР. Крім того, наявність 
розривного розв’язку дозволяє визначати напружено-деформований стан у 
будь-якій точці простору. 
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СИНГУЛЯРНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ И УРАВНЕНИЯ  
ДЛЯ КУСОЧНО-ОДНОРОДНОГО ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОГО  
ПРОСТРАНСТВА С МЕЖФАЗНЫМИ ДЕФЕКТАМИ 
 
С использованием построенного разрывного решения для кусочно-однородного 
трансверсально-изотропного пространства получены двумерные сингулярные 
интегральные соотношения, связывающие компоненты тензора напряжений и 
вектора смещений и позволяющие задачи о межфазных дефектах произвольной 
природы сводить к системам двумерных сингулярных интегральных уравнений, 
ядра которых записываются в явном виде.  
 
SINGULAR INTEGRAL RELATIONS AND EQUATIONS 
FOR PIECEWISE-HOMOGENEOUS TRANSVERSALLY-ISOTROPIC 
SPACE WITH INTERFACIAL DEFECTS 
 
Using the constructed discontinuous solution for a piecewise-homogeneous transversal-
ly-isotropic space we have obtained the 2D singular integral relations, which connect the 
jumps and sums of components of the stress tensor and the vector of displacements and 
allow reducing the problems about the interfacial defects to the systems of 2D singular 
integral equations, the kernels of which are written in the explicit form.  
 
Одеська нац. морська акад., Одеса Одержано 
 22.12.09 
 


