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НАПРУЖЕНИЙ СТАН ТІЛА З ТЕПЛОВИДІЛЬНИМИ 
СФЕРИЧНИМИ ВКЛЮЧЕННЯМИ 
 

Розв’язано задачі стаціонарної теплопровідності та термопружності для 
тіла з одним тепловидільним сферичним включенням, а також з осесимет-
ричною системою сферичних включень, які мають однакові з матрицею 
пружні властивості і різні коефіцієнти лінійного теплового розширення. До-
сліджено розподіл переміщень і напружень в залежності від модулів зсуву і 
коефіцієнтів лінійного теплового розширення для одного та двох включень. 

 
Міцність і руйнування крихких тіл під час нагріву суттєво залежить 

від наявності в них включень, в околі яких зростають температурні напру-
ження. Це має, зокрема, велике значення для дослідження термопружного 
стану елементів (твелів), які виділяють тепло і представляють собою мат-
рицю з розподіленими в ній частинками палива (включеннями). Твели є 
елементами конструкцій ядерних енергетичних установок різного функці-
онального призначення [1, 3, 6, 9, 10], в деяких з них використовують твели 
зі сферичними тепловидільними частинками [1, 7]. 

Розподіл напружень у тілі з включеннями залежить від багатьох фак-
торів, зокрема механічних і теплофізичних характеристик матеріалів вклю-
чень і матриці. Якщо включення розміщені близько одне від одного, то ви-
никають труднощі під час аналізу напруженого стану через велику кіль-
кість параметрів, які необхідно врахувати при обчисленнях: модулі пруж-
ності, коефіцієнти Пуассона, теплопровідності та лінійного теплового роз-
ширення матеріалів, інтенсивність тепловиділення включень. Коли пружні 
властивості матеріалів включень і матриці однакові, з урахуванням тільки 
різних коефіцієнтів теплопровідності та лінійного теплового розширення 
(КЛТР) можна одержати точний розв’язок і зробити певні висновки про 
розподіл напружень у тілі. Включення, які мають однакові з тілом пружні 
властивості, але різні КЛТР, за термінологією праці [5], називають терміч-
ними. 

Пропонована стаття присвячена визначенню температурного поля і на-
пруженого стану безмежного тіла з одним тепловидільним сферичним 
включенням за різних теплофізичних і механічних параметрів, а також з 
системою сферичних термічних включень. 

Напружений стан тіла з включенням. Розглянемо безмежне тіло, в 
якому міститься сферичне тепловидільне включення радіуса a , що виділяє 
тепло зі сталою питомою потужністю q . Механічні і теплофізичні власти-
вості включення і тіла різні (позначимо їх індексами «1» і «2» відповідно). 
На межі включення і тіла виконуються умови ідеального теплового і меха-
нічного контактів. 

За умовами задачі температура задовольняє рівняння у сферичній сис-
темі координат [8] 
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= − =
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, (1) 

де 1λ  – коефіцієнт теплопровідності. Врахувавши умови ідеального тепло-
вого контакту при r a=  та умову на нескінченності: 
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а також обмеження температури в центрі включення, з рівнянь (1) отри-
муємо значення температури 
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Для розв’язання задачі термопружності використаємо рівняння рівно-
ваги в переміщеннях [5] 

 ( 2 ) grad rot rot (3 2 ) grad Tλ + µ Θ − µ = α λ + µu , (4) 

де divΘ = u  – об’ємна деформація, ,λ µ  – сталі Ляме. Запишемо рівняння 
(4) для одновимірного випадку [2] 

 
(1 )

,           
1

d dTm m
dr dr

α + νΘ = =
− ν

, (5) 

де ν  і α  – коефіцієнти Пуассона і лінійного теплового розширення. Розв’я-
зок рівняння (5) 

 ,         1,2i i iD m T iΘ = + = . (6) 

Невідомі сталі D  визначаємо з граничних умов ідеального механічного кон-
такту на межі включення r a=  та з умови на нескінченності: 

 21 2
1 2 ,     ,      0rrr a r a rr rrr a r a

u u= = = =
= = σ =σ σ  при r → ∞ . (7) 

За відомою об’ємною деформацією (6) визначаємо переміщення з рів-
няння у сферичній системі координат 
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2
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d r u r
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Після двократного інтегрування цього рівняння знаходимо 
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За відомими компонентами iu  і співвідношеннями Дюамеля – Неймана 

 2 (3 2 )rr rr Tσ = λΘ + µε − α λ + µ , 

 2 (3 2 )Tθθ θθσ = λΘ + µε − α λ + µ  

визначаємо компоненти тензора напружень 
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де G  – модуль зсуву, 
1
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, 1,2i = . 
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Для визначення коефіцієнтів jD , 1,2,3j = , використаємо граничні умо-

ви (7), з яких отримаємо 
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  (10) 

Покладаючи у виразах (9) і (10) 1 2,  λ = λ λ = ∞ , 1 2,  0α = α α = , 1G =  

2,  0G G= = , знаходимо термонапруження в однорідному сферичному твелі 

 2 2 2 2 2 (1 )
( ),      (2 ),      

15 (1 )rr
G q

K r a K r a Kθθ
α + ν

σ = − σ = − =
λ − ν

,  

які збігаються з наведеними в [1]. 
На рис. 1 за формулами (3) побудовано графіки розподілу температури 

2
1 ( )T T qa∗ = λ ρ /  при 1 2 0.5, 1, 2∗λ = λ λ =/  (криві 1–3 відповідно). На графіках 

бачимо, що температура в тілі збільшується зі зменшенням коефіцієнта 
теплопровідності матриці 2λ . 

На рис. 2 – рис. 4 наведено графіки напружень rr
∗σ  (суцільні лінії) і 

∗
θθσ  (штрихові лінії), 1 1 1q G∗σ = λ σ α/ , обчислені за формулами (9) для зна-

чень 2 1 3, 1, 1 3G G =/  і значень 2 12α = α  (рис. 2), 2 1α = α  (рис. 3), 2 10.5α = α  

(рис. 4). При розрахунках приймали 1 2λ = λ , 1 2 0.3ν = ν = .  

  
 Рис. 1 Рис. 2 

  
 Рис. 3 Рис. 4 
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Із аналізу графіків випливає, що радіальні напруження rr
∗σ  є стис-

кальними, і чим менший є модуль зсуву і чим більший є КЛТР включення 
по відношенню до матриці ( 1 2G G< , 1 2α < α ), тим більшими за модулем є 

значення напружень в області тепловиділення. Напруження ∗
θθσ  також є 

стискальними, мають стрибок на межі включення і на безмежності пря-

мують до нуля. У центрі включення (0) (0)rr
∗ ∗

θθσ = σ . 

Зауважимо також, що, коли КЛТР включення більший від КЛТР мат-

риці ( 1 2α > α ), то радіальні напруження rr
∗σ  монотонно зменшуються 

(рис. 4), а при 1 2α < α  збільшуються за модулем в матриці, і при 1 2G G<  
їх максимальне значення є більшим, ніж в області тепловиділення (рис. 2). 

Термічне включення. Розглянемо безмежне тіло з тепловидільним тер-
мічним сферичним включенням радіуса a , яке відрізняється від матриці 
тільки коефіцієнтами теплопровідності і лінійного теплового розширення. 
Для визначення температури введемо циліндричну систему координат і 
розв’яжемо рівняння теплопровідності 
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Розв’язком цих рівнянь є функції 
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де T
iC  задаються виразами (2). 
Для розв’язання задачі термопружності використовуємо термопружні 

потенціали переміщень ( , )i r zΦ , які визначаються з рівнянь [4] 
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де ( , )iT r z  задаються виразами (11). Рівняння (12) мають розв’язки 
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Переміщення і напруження визначаємо за формулами [4] 
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Згідно з формулами (13) 

 
2 32

1 21 2 3
2 2

1 1

1 2 ,         
6 3 65

r r

qa m r qa m DR ru u
Ra R

∗∗ λ+ λ   = − = +   λ λ   
, 

 
2 32

1 21 2 3
2 2

1 1

1 2 ,         
6 3 65

z z

qa m z qa m DR zu u
Ra R

∗∗ λ+ λ   = − = +   λ λ   
, 

 
∗+ λ + σ = − − λ  

2 2
1 1

2
1

2 1 2 2
6 3 5

rr

Gqa m R rz
a

, 



86 

 
3

2 2 3
2 3 2

1

32 1 1
6rr

qa m Drz rzG
R R R R

∗λ    σ = − − + −    λ     
, 

 
2 2 2

1 1
2

1

4 1 2
6 3 5

zz

Gqa m R r
a

∗+ λ + σ = − − λ  
, 

 
3 2 2 2

2 2 3
2 3 2

1

22 1 1
6zz

qa m Dz z rG
R R R R

∗λ −   σ = − + + +    λ     
, 

 
2

1 1
2

1

2

15
rz

Gqa m rz

a
σ =

λ
, 

 
3

2 2 3
3 3 2

1

32
6

rz

qa m rz DGrz
R R R

∗λ σ = − + λ 
. (14) 

Для визначення коефіцієнта 3D  скористаємось граничною умовою 
1 2( , 0) ( ,0)r ru a u a= . Тоді 
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Вирази (14) для переміщень і напружень збігаються з відповідними ви-
разами (8) і (9), якщо в них покласти 1 2 1 2,  G G G= = ν = ν . 

Осесиметрична система термічних сферичних включень. Розглядаємо 
осесиметричну задачу про термопружну рівновагу безмежного тіла з N  
термічними сферичними тепловидільними включеннями радіусів a , центри 
яких розміщені в точках (0, )nz  осі Oz  циліндричної системи координат. 

Температурне поле і термопружний потенціал переміщень поза вклю-
ченнями запишемо у вигляді 
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Згідно з формулами (13) 
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де 3D  задається виразом (15). 
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Два включення. Розглянемо два включення з однаковими радіусами a  
та однаковими КЛТР з центрами в точках 1,2z c= ±  і обчислимо темпера-

туру, переміщення і напруження при 0z = . Тоді за формулами (16) і (17) 

при 2 2
1 2R R R r c= = = +  маємо 
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Формулами (18) описується також напружено-деформований стан пів-
простору з включенням, межа якого теплоізольована і ковзно (гладко) за-

кріплена ( 0zu = , 0rzσ = ).  

Розмістимо тепер в точці z c=  центр тепловидільного включення, а в 
точці z c= −  – центр теплопоглинального включення радіусів a  і потуж-

ності q . Тоді при 0z =  
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Цими формулами описується також напружено-деформований стан 
півпростору з включенням, межа якого перебуває при нульовій температурі 
і закріплена гнучкою нерозтяжною плівкою ( 0ru = , 0zzσ = ). 

  
 Рис. 5 Рис. 6 

На рис. 5, рис. 6 наведено графіки напружень zz
∗σ , rr

∗σ  і ∗
θθσ  (криві 1–3 

відповідно), 1 1q G∗σ = λ σ α/ , пораховані за формулами (18) для значень 
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1.01c a =/  (суцільні лінії) і 1.5c a =/  (штрихові лінії) та значень 2 12α = α  

(рис. 5), 2 10.5α = α  (рис. 6). При обчисленнях приймали 1 2 1 2,  λ = λ ν = ν =  

0.3= . Із аналізу графіків випливає, що всі напруження є стискальні і чим 
менший є КЛТР включення по відношенню до КЛТР матриці ( 1 2α < α ), тим 
більшими за модулем є значення напружень. При збільшенні відстані між 
включеннями напруження зменшуються. 

  
 Рис. 7 Рис. 8 

На рис. 7, 8 наведено графіки напружень 1 1rz rz q G∗σ = λ σ α/ , пораховані 

за формулами (19) для значень 1.2, 1.5, 2c a =/  та значень 2 12α = α  (рис. 7), 

2 10.5α = α  (рис. 8). При обчисленнях приймали 1 2 1 2,  0.3λ = λ ν = ν = . На-

пруження rz
∗σ  при 0ρ >  в основному є додатні, а при 2 1α > α  і 1.35c a </  

напруження спочатку від’ємні і при збільшенні ρ  міняють знак (рис. 7). 
Максимум дотичних напружень зміщується в сторону зростання ρ  зі 
збільшенням КЛТР матриці по відношенню до КЛТР включення. При збіль-
шенні відстані між включеннями ( 1.5c a >/ ) цей максимум зменшується. 

Висновки. Досліджено розподіл температури і напружень у безмежно-
му тілі зі сферичним включенням, що виділяє тепло зі сталою питомою по-
тужністю, а також з осесиметричною системою термічних сферичних вклю-
чень, які відрізняються від матриці тільки коефіцієнтами теплопровідності 
та лінійного теплового розширення (КЛТР). Одержано явні вирази для тем-
ператури, переміщень і напружень всередині включення і поза ним. Раді-
альні напруження є стискальні, і чим менший модуль зсуву і чим більший 
КЛТР включення по відношенню до КЛТР матриці, тим більшими за моду-
лем є значення напружень в області тепловиділення. Якщо ж КЛТР вклю-
чення менший від КЛТР матриці, то радіальні напруження в матриці по-
близу включення за модулем є більшими, ніж у включенні. Кільцеві на-
пруження також є стискальними, мають стрибок на межі включення і за-
никають на безмежності. 

Показано, що формулами для температури, переміщень і напружень 
при дзеркальному розташуванні відносно площини 0z =  осесиметричної 
системи термічних включень описується також напружено-деформований 
стан півпростору з включеннями, межа якого теплоізольована і гладко за-
кріплена або перебуває при нульовій температурі і закріплена гнучкою не-
розтяжною плівкою. 
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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ТЕЛА С ТЕПЛОВЫДЕЛЯЮЩИМИ 
СФЕРИЧЕСКИМИ ВКЛЮЧЕНИЯМИ 
 
Решены задачи стационарной теплопроводности и термоупругости для тела с 
одним тепловыделяющим сферическим включением, а также с осесимметричной 
системой сферических включений, которые имеют одинаковые с матрицей упру-
гие свойства и разные коэффициенты линейного теплового расширения. Исследо-
вано распределение перемещений и напряжений в зависимости от модулей сдвига 
и коэффициентов линейного теплового расширения для одного и двух включений. 
 
STRESS STATE OF A BODY WITH HEAT-GENERATING  
SPHERICAL INCLUSIONS 
 
The problems of stationary heat conductivity and thermoelasticity for a body with one 
heat-generating spherical inclusion and with axially symmetric system of spherical 
inclusions are solved. The elastic properties of inclusions and matrix are identical, and 
coefficients of linear thermal expansions of inclusions and matrix are different. The 
distribution of displacements and stresses depending on shear moduli and coefficients 
of linear thermal expansion for one and two inclusions is studied. 
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