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УДК 517.95 
 
Г. П. Лопушанська 
 
НОРМАЛЬНІ КРАЙОВІ ЗАДАЧІ ДЛЯ НАПІВЛІНІЙНИХ ЕЛІПТИЧНИХ 
СИСТЕМ У ВАГОВИХ ПРОСТОРАХ УЗАГАЛЬНЕНИХ ФУНКЦІЙ 
 

Встановлено розв’язність у вагових просторах узагальнених функцій нор-
мальних крайових задач для лінійних еліптичних за Петровським систем 
диференціальних рівнянь та знайдено достатні умови розв’язності таких 
задач для напівлінійних еліптичних систем диференціальних рівнянь з 
крайовими даними з вагових просторів узагальнених функцій. 

 
Вступ. Лінійні еліптичні крайові задачі досить повно вивчені у просто-

рах узагальнених функцій Соболєва, Гельдера, Лізоркіна – Трібеля та Ні-
кольського – Бєсова, в уточнених шкалах банахових просторів: в просторах 
Хермандера – Волєвіча – Панеяха (див. [1, 2, 8–10, 14, 16, 24] і бібліогра-
фію в них), з правими частинами із сильними степеневими особливостями 
[9, 15], у просторах типу ′D  [5, 11], а у [12] – у вагових просторах узагаль-
нених функцій [26]. У працях М. Л. Горбачука, В. І. Горбачук [4], Ж.-Л. Лі-
онса, Е. Мадженеса, Р. Сейлора, В. В. Городецького диференціальні опера-
тори досліджуються у просторах Шварца та просторах аналітичних уза-
гальнених функцій. 

Активно вивчаються крайові задачі для напівлінійних еліптичних рів-
нянь і з негладкими коефіцієнтами (див., наприклад, [7, 17–23, 25]). 

У цій статті встановлено існування та єдиність розв’язку нормальної 
крайової задачі для лінійної еліптичної за Петровським системи диференці-
альних рівнянь з правими частинами з вагових просторів узагальнених 
функцій, що як окремі випадки містять функції із сильними степеневими 
особливостями. Також одержано достатні умови розв’язності крайових за-
дач для напівлінійних еліптичних систем рівнянь з заданими на межі об-
ласті узагальненими функціями. 

Основні позначення та означення. Нехай 0Ω  – область в nR , обмеже-

на замкненою поверхнею 1Ω  класу C∞ , 
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де ( )a xα  – квадратні p p×  матриці з елементами 0( )a Cνµ ∞
α ∈ Ω ; ( )jb xα  – 
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; A  – 

рівномірно еліптичний за Петровським матричний диференціальний вираз. 
Матрицею Дiрiхле порядку (2 , )b p  називають [16] матрицю крайових 

диференціальних виразів, яку переставлянням рядків можна звести до ви-
гляду 

 0 2 1( ( , ), , ( , ))bB x D B x D−… � , 

де α
α

α ≤
≡ ∑( , ) ( )j j

j

B x D d x D , ( )jd xα  – квадратні p p×  матриці, при цьому 

 α
α

α =
ν = ν ≠ ∈ Ω∑0 1det ( , ) det ( ) 0,          j j

j

B x d x x ,  

де ( )xν = ν  – орт внутрішньої нормалі до 1Ω  у точці x . 
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Систему крайових диференціальних виразів 1
m

j jB ={ }  називають нор-

мальною [16], якщо матрицю 1( , , )mB B B= … �  можна доповнити новими 

рядками до матриці Діріхле порядку (2 , )b p . 

Вважатимемо, що система 1
m

j jB ={ }  рівномірно накриває A  [16], а також 

є нормальною. 
Розглянемо нормальну еліптичну крайову задачу 

 = ∈ Ω0 0   ( , ) ( ) ( ),          A x D u x F x x , (1) 

 = ∈ Ω = …1( , ) ( ) ( ),            ,         1, ,j jB x D u x F x x j m . (2) 

Згідно з [16], існують такі крайові диференціальні вирази jB∗ , jC , jC∗ , 

1, ,j m= … , відповідно порядків , ,j j jr m m∗ ∗ , причому j j j jr m m r∗ ∗+ = + =  

2 1b= − , що справджується формула ¥ріна 

 ∗ ∗ ∗ ∞

=Ω Ω

− = − ∀ ∈ Ω∑∫ ∫
0 1

0
1

( )     , ( )
m

j j j j
j

v Au A v u dx C vB u B vC u dS u v C[ ] [ ]� � , 

де A∗  – формально спряжений до A  диференціальний вираз. 
 Нехай 0 0( ( , ), ( , )) ( ( , ), , ( , ))mG x y G x y G x y G x y= …  – матриця ¥ріна задачі 

(1), (2) [6, §13; 8]. Існування її доведено в [2]. Властивості інтегральних опе-

раторів ¥ріна ( , ) ( )

j

j jG G y y dy
Ω

ϕ = ⋅ ϕ∫ , 0, ,j m= … , вивчались на соболєвсь-

ких [24] і гельдерових [6, 8] просторах вектор-функцій ϕ . У цій роботі до-

слідимо спряжені оператори ¥ріна 

0

( , ) ( )j jG G x x dx∗

Ω

ϕ = ⋅ ϕ∫ � , 0, ,j m= … , на 

вагових просторах гладких функцій та встановимо зображення розв’язку 
задачі з правими частинами з вагових просторів узагальнених функцій за 
допомогою спряжених операторів ¥ріна. 

Введемо такі позначення: 
0, 0,

( )
1, 1, , ;

i
i

i m

==  = …
 0 2r b= ; k[ ]  – ціла час-

тина числа k ; 0( , )x xρ  – нескінченно диференційовна функція в 0Ω , додат-

на в Ω0 0\ x , дорівнює нулеві в точці 0 0x ∈ Ω , має порядок 0x x−  при 

0 0x x− →  та 0( , ) 1x xρ ≤ , 0x ∈ Ω ; ( )xρ  – нескінченно диференційовна 

функція в 0Ω , додатна в 0Ω , дорівнює нулеві на 1Ω , має порядок відстані 

( )d x  від точки 0x ∈ Ω  до 1Ω  при ( ) 0d x →  і ( ) 1xρ ≤ , 0x ∈ Ω . 

Введемо функціональні простори:  
∞Ω = ΩD( ) ( )i iC , 0,1i = , 

 α −∞ αΩ = ϕ ∈ Ω ρ ⋅ ϕ ∈ Ω ∀α ∈ Ω ∈%
0 0 0 0( , ) ( \ ) : ( , ) ( ) ,  ,  k

k i i i iZ x C x x D C x k R{ } , 

 α∞ − αΩ = ϕ∈ Ω Ω ρ ⋅ ϕ∈ Ω ∀ α ≥ >∩0 0 0( , ) ( \ ) ( ) : ( , ) ( ) ,  0k k
k i i i iZ x C x C x D C k k[ ]{ } , 

 0 0( , ) ( , )k i k iZ x Z xΩ = Ω% , 0k ≤ , 0,1i = , 

 0 0 0( ) ( ) : ( ) ,  k
kZ C D C kα −∞ αΩ = ϕ ∈ Ω ρ ϕ ∈ Ω ∀α ∈% R{ } , 

 0 0 0 0( ) ( ) ( ) : ( ) ,  0kk
kZ C C D C k kα −∞ αΩ = ϕ ∈ Ω Ω ρ ϕ ∈ Ω ∀ α ≥ ≥∩ [ ]{ } , 

 0 0( ) ( ),   0k kZ Z kΩ = Ω ≤% . 
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Скажемо, що послідовність 0ν ν→∞
ϕ →  в 0 0( , )kZ xΩ% , якщо для довільного 

мультиіндексу α  послідовність 0kDα − α
αν ν ν→∞

ϕ = ρ ϕ →  рівномірно в 0Ω ; 

0ν ν→∞
ϕ →  в 0 0( , )kZ xΩ , якщо рівномірно в 0Ω  0Dα

ν ν→∞
ϕ →  для kα ≤ [ ]  і 

0αν ν→∞
ϕ →  для kα ≥ . 

Подібно означуємо збіжність в інших введених функціональних просто-
рах. 

Нехай V′  – простір лінійних неперервних функціоналів на V , 

1

( , ) ( , )
p

i j j i
j

F F
=

ϕ = ϕ∑  – значення 1( , , ) ( )p iF F F V′= ∈ Ω…  на основній вектор-

функції 1( , , ) ( )p iVϕ = ϕ ϕ ∈ Ω… , 0,1i = . 

Функції з просторів kZ , kZ%  та kZ′ , kZ′%  мають спільні властивості [11, 

13], зокрема, 

 ′ ′⊂ ⇒ ⊂
2 1 1 2

   ( )k k k kZ Z Z Z  для 2 1k k> , ( )k
kC Z′ ′⊂ , −

′ ′⊂ DkZ  при 0k > ;  

якщо kf Z−∈ % , то f  – регулярна узагальнена функція з kZ′% ; 

якщо 1g Lα ∈  при rα ≤ , то ( )k
k

r

g D g Zα −α
α

α ≤

′= ρ ∈∑ % .  

У [3, c. 96] доведено, що лінійний функціонал F  на ΩD( )j  належить 

простору ′ ΩD ( )j  тоді й тільки тоді, коли 

 α

∈Ω α ≤
ϕ ≤ ϕ ∀ϕ ∈ Ω =D( , ) max max ( )      ( ),      0,1

j
j j jpy

F c D y j
l

, (3) 

де l  – деяке ціле невід’ємне число, jc  – невід’ємні сталі, 0,1j = . 

Подібно встановлюємо (див. [11–13]), що при 0 jx ∈ Ω  лінійний функці-

онал F  на 0( , )k jZ xΩ%  (відповідно 0( , )k jZ xΩ ) належить простору 0( , )k jZ x′ Ω%  

(відповідно 0( , )k jZ x′ Ω ) тоді й тільки тоді, коли відповідно  

 α − α

∈Ω α ≤
ϕ ≤ ρ ϕ ∀ϕ ∈ Ω%

0 0( , ) max max ( , ) ( )     ( , )
j

k
j kj k jpy

F c y x D y Z x
l

, 

 
α

− α∈Ω α ≤

ϕ
ϕ ≤ ∀ϕ ∈ Ω =

+ ρ 0
0

( )
( , ) max max   ( , ),    0,1

1 ( , )j

p
j kj k jky

D y
F c Z x j

y xl
. (4) 

Лінійний функціонал F  на 0( )kZ Ω  належить простору 0( )kZ′ Ω  тоді й 

тільки тоді, коли 

 
0

0 0

( )
( , ) max max      ( )

1 ( )

p
k kky

D y
F c Z

x

α

− α∈Ω α ≤

ϕ
ϕ ≤ ∀ϕ ∈ Ω

+ ρl
. (5) 

Подібно, як у [3, §1.3, c. 94], говоримо, що узагальнена функція F , яка 

задовольняє (3), (4) чи (5), має порядок сингулярності ( )s F ≤ l . 

Спряжені оператори ¥ріна на вагових просторах основних функцій. 

Лема 1. При 0k ≥  

 0 0 ( ) ( ) 0: ( , ) ( , )i k k r i ii
G Z x Z x∗

+ +Ω → Ω% , 0 ( )ix ∈ Ω , 0, ,i m= … , 

 
1

0 0 2 1 0 0 1: ( ) ( ),   : ( ) ( ),  1, ,
k r ni

k k b n i kG Z Z G Z C i m
+ + −∗ ∗

+ + −Ω → Ω Ω → Ω =% % … . 
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Для д о в е д е н н я  застосуємо оцінки і означення з [6, c. 184–186]: 

 2
0 ( , ) ( , ),       ( , ) ( , )b n j

y ik y jkD G x y C x y D G x y C x y
λ− − αα α≤ ω ≤ ω , (6) 

де ( )j jr j nλ = + − − α , ( , ) 1 lnss
sx y x y x yω = + − + −æ , 

0, 0,

1, 0,s

s

s

≠=  =
æ  

0ikG , jkG , , 1, ,i k p= … , – елементи матриць відповідно 0G , jG , 1, ,j m= … . 

Нехай 0d  – додатне мале число. Розглянемо розбиття 0Ω  на 1 xΩ = ∈{  

0 0: ( )d x d∈ Ω < }  і 2 1
0 \Ω = Ω Ω . При 0( )kZϕ ∈ Ω%  для кожної точки ( )jy ∈ Ω  

дослідимо вектор-функції α
α

Ω

= ϕ∫
0

( ) ( ) ( , )j jv y D x G x y dx , 0, ,j m= … . 

Як у [13], одержуємо оцінки 2 1
0 0( ) (1 ( ))k b n

p
v y C y+ + − − α

α ≤ + ρ , 1y ∈ Ω , 

де 0C  – додатна стала. Отже, якщо 0( )kZϕ ∈ Ω% , то функції 0v α  при 

2 1k b nα ≤ + + −  та 1 2
0

n b kvα + − − −
αρ  при 2 1k b nα ≥ + + −  належать 

1( )C Ω . У випадку 1, ,j m= …  для кожної точки 0 1y ∈ Ω  подібно одержуємо 

1

0( ) 1 ( , )
k rj

j jp
v y C y y

+ + − α
α ≤ + ρ[ ] , 1y ∈ Ω , звідки jv α  при 1jk rα ≤ + +  та 

1

0( , )
r kj

jy v
α − − −

αρ ⋅  при 1jk rα ≥ + + , 1, ,j m= … , належать 1( )C Ω . 

Для кожної точки 2y ∈ Ω  використовуємо відомі результати.  

Формулювання лінійної крайової задачі. Теорема існування та єди-
ності. Припустимо, що виконуються умови: 
 0( , )xF : 0 1 ( ) 0 0

0
,  ( , ),  0, , ,   max ( )j q j j jj j m

x F Z x j m k k q r j
≤ ≤

′∈ Ω ∈ Ω = ≥ = − −… { } ; 

 ( )F : ′ ′∈ Ω ∈ Ω ≤ = ≥ = + + −D …
00 0 1 00 00 0( ),  ( ),  ( ) ,  1, , ,  ,  2 1q j j jF Z F s F q j m k k k k b n . 

Означимо простори  

 ∗ ∗
+ + +Ω = ψ ∈ Ω ψ ∈ Ω ψ ∈ Ω%

0 0 2 0 0 0 0 1 1 0( , ) ( , ) : ( , ),  ( , )k k b k j k rj
X x Z x A Z x C Z x{ , 

 0,  1, ,jB j m∗ψ = = … } , 

 ∗ ∗
+ − +Ω = ψ ∈ Ω ψ ∈ Ω ψ = =% …0 1 2 0 0( ) ( ) : ( ), 0,  1, ,k k n b k jX Z A Z B j m{ } . 

Можна показати (див. [13]), що при 0k ≥  простори Ω0 0( , )kX x , Ω0( )kX  

непорожні.  
Означення 1. За припущення ( )F  ( 0( , )xF ) розв’язком задачі (1), (2) 

назвемо узагальнену функцію 0( )ku Z′∈ Ω%  (відповідно ′∈ Ω%
0 0( , )ku Z x ), яка 

задовольняє тотожність 

 ∗ ∗

=
ψ = ψ + ψ ∀ψ ∈ Ω ∀ψ ∈ Ω∑0 0 0 1 0 0 0

1

( , ) ( , ) ( , )   ( )   ( ( , ))
m

j j k k
j

A u F C F X X x . 

Теорема 1. За припущення ( )F  (відповідно 0( , )xF ) існує єдиний у 

0( )kZ N′ Ω% /  (відповідно у 0 0( , )kZ x N′ Ω% / ) розв’язок задачі (1), (2), який вира-

жається формулою 

 0 0 0 0 1 0 0 0
1

( , ) ( , ) ( , )    ( )   ( ( , ))
m

j j k k
j

u G F G F Z Z x∗ ∗

=
ϕ = ϕ + ϕ ∀ϕ ∈ Ω ∀ϕ ∈ Ω∑ % % , 

де N  – ядро задачі (1), (2). 

Теорему доводимо, як у [13], використовуючи лему 1. 
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Достатні умови розв’язності крайової задачі для напівлінійної сис-
теми. Вивчимо задачу 
 0 0( , )) ( ) ( , ),        rA x D u x F x u x= ∂ ∈ Ω , (7) 

 1( , ) ( ) ( ),      ,      1, ,j jB x D u x F x x j m= ∈ Ω = … . (8) 

Тут r  – ціле число, 0 2 1r b≤ ≤ − ; ru∂  – матриця розміру ( )p M r× , еле-

ментами якої є вектор-функція u  та її похідні до порядку r ; 0 ( , )F x z , 

α= … … … …(0, ,0) (1,0, ,0)( , , , , )z z z z , – визначена на 0 ( )p M rM ×Ω ×  вектор-функція 

зі значеннями в pR , де p sM ×  – клас матриць розміру p s×  із дійсними ко-

ефіцієнтами. 
Означимо такі простори (при 0k ≥ ): 

 

0

0 1,loc 0, ,( ) ( ) : ( ) ( )kp r
k r k r p

r

M v W v x D v x dx+ γ γ

γ ≤ Ω

 Ω = ∈ Ω = ρ < + ∞ 
 

∑ ∫ , 

 
Ω = ∈ Ω =
0 0 1,loc 0 0, , , 0

( , ) ( \ ) :p r
k r k r xM x v W x v  

 

0

0( , ) ( )k
p

r

x x D v x dx+ γ γ

γ ≤ Ω

= ρ < + ∞


∑ ∫ , 

де 1,loc 0 1,loc 0 1,loc 0( ) ( ) : ( ) rW v L D v L rγΩ = ∈ Ω ∈ Ω ∀ γ ≤{ } . 

Нехай спряжена до (1), (2) задача однозначно розв’язна і виконується 
одне з припущень: 
 ( )Z : 

≤ ≤
′ ′ ′∈ Ω ≤ ≤ > + − = − −1 0 0

1
      ( ), 1 , 1, max ( )

jj q j j j
j m

F Z q m k k n k q r j{ } ; 

 0( , )xZ :  1 0 0 1 0( , ),     ,     1 ,     j qj
F Z x x j m k k′ ′∈ Ω ∈ Ω ≤ ≤ ≥ . 

Означення 2. За припущення ( )Z  (відповідно 0( , )xZ ) розв’язком зада-

чі (7), (8) назвемо узагальнену вектор-функцію ∈ Ω0, ( )p
k ru M  (відповідно 

0 0, ( , )p
k ru M x∈ Ω ), що задовольняє умову 

 ∗ ∗

=Ω Ω

ψ ⋅ = ψ ∂ + ψ∑∫ ∫
0 0

0 1
1

( ) ( ) ( , ( )) ( , )
m

r j j
j

A u dx x F x u x dx C F� � , 

 0 0 0( )        ( ( , ))k kX X x∀ψ ∈ Ω ∀ψ ∈ Ω . 

Позначимо 1( ) ( ( , ), ( ))j j jg x G x F= ⋅ ⋅ , 1, ,j m= … , 
=

= ∈ Ω∑0 0
1

( ) ( ),  
m

j
j

g x g x x . 

Лема 2. Якщо виконується припущення ( )Z  (відповідно 0( , )xZ ), тоді 

0 0, ( )p
k rg M∈ Ω  (відповідно 0 0 0, ( , )p

k rg M x∈ Ω ).  

Д о в е д е н н я.  Використовуємо структуру узагальнених функцій. 
У випадку 1 0( , )j qj

F Z x′∈ Ω , 1, ,j m= … , за формулою (4) для довільної 

1 0( , )qj
Z xϕ ∈ Ω  маємо 

 
1

1

0

( )
( , ) max max

1 ( , )jj

p
j kj qy

D y
F c

y x

α

− α∈Ω α ≤

ϕ
ϕ ≤

+ ρl
, 

де jl  – деякі цілі невід’ємні числа (порядки сингулярностей jF ), = …1, ,j m . 

Тоді 
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1

0 0

0

0

0

( , ) ( , )
( , ) ( ) max max

1 ( , )jj

k
j pk

j kj qp y

x x D G x y dx
x x g x dx c

y x

α

− α∈Ω α ≤
Ω Ω

ρ
ρ ≤

+ ρ
∫ ∫l

, 

 1, ,j m= … . 

Як у [13], використовуючи (6), знаходимо, що при 0k k′≥  

 
+ + −

∈Ω
Ω

ρ ≤ + ρ < ∞∫ 0

1
0

( )
0 0( , ) ( ) max 1 ( , )j jk r jk

j kjp y
x x g x dx b y x[ ]

l
, 

де 0 min ,j j jq= { }l l , 1, ,j m= … . 

За припущення ( )Z , враховуючи оцінки (5), (6), знаходимо, що при 

0 1k k n′≥ + −  

 
+ + − − −

∈Ω α ≤
Ω

ρ ≤ + ρ < ∞∫ 0

1
0

1 2
( ) ( ) max max 1 ( )j j

j

k r n bk
j kjp y

x g x dx c y[ ]
l

l
, 

 = …1, ,j m . 
Такі самі оцінки одержуємо для 

 + γ γ

Ω

ρ γ ≤ =∫ …
0

( ) ( ) ,     ,     1, ,k
j p

x D g x dx r j m .  

У просторах 0, ( )p
k rM Ω  і 0 0, ( , )p

k rM xΩ  розглянемо кулі 

 0 0, , , ,( ) ( ) :p p
k r C k r k rM v M v CΩ = ∈ Ω ≤{ } , 

 Ω = ∈ Ω ≤
00 0 0 0, , , , ,( , ) ( , ) :p p

k r C k r k r xM x v M x v C{ } . 

Теорема 2. Нехай виконуються припущення ( )Z  (відповідно 0( , )xZ ), 

існує додатна стала 0K  така, що для всіх 0C K>  і для всіх ∈,v w  

∈ Ω0, , ( )p
k r CM  ∈ Ω0 0, ,( , ( , ))p

k r Cv w M x  справджуються оцінки 

 

0

0 ( , ( )) ( )r p
F y v y dy h C

Ω

∂ ≤∫ , 

 

0

0 0 ,( , ( )) ( , ( ))r r C k rp
F y v y F y w y dy h v w

Ω

′∂ − ∂ ≤ −∫  

 
0

0

0 0 , ,( , ( )) ( , ( ))r r C k r xp
F y v y F y w y dy h v w

Ω

 ′∂ − ∂ ≤ −   ∫ , 

де ( )h z  і ( )Ch z′ , 0, )z ∈ + ∞[ , – неперервні монотонно неспадні функції, до-

датні на (0, )+ ∞  і такі, що 
→+ ∞
→( )

0
z

h z
z

, (0) 0Ch′ = . Тоді існує розв’язок 

0, ( )p
k ru M∈ Ω  ( 0 0, ( , )p

k ru M x∈ Ω ) задачі (7), (8). 

Д о в е д е н н я.  Згідно з лемою 2 0 0, ( )p
kg M∈ Ωl  за припущення ( )Z  

і 0 0 0, ( , )p
kg M x∈ Ωl  за припущення 0( , )xZ . Як у [13], доводимо, що розв’язок 

у просторі 0, ( )p
k rM Ω  (відповідно у 0 0, ( , )p

k rM xΩ ) системи інтегро-диференці-

альних рівнянь 
 0u Hu g= + , 

де 

0

0 0( )( ) ( , ) ( , ( ))rHv x G x y F y v y dy
Ω

= ∂∫ , є розв’язком задачі (7), (8) за припу-

щення ( )Z  (відповідно 0( , )xZ ).  
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 На 0, , ( )p
k r CM Ω  (відповідно 0 0, , ( , )p

k r CM xΩ ) означимо оператор =1 1:H H v  

= + 0Hv g , 0, , ( )p
k r Cv M∈ Ω  ( 0 0, , ( , )p

k r Cv M x∈ Ω ). Можна показати [13], що за 

умов теореми оператор 1H  задовольняє умови принципу Шаудера.  

Теорема 3. Нехай 

 0 0 ( )
0

( , ) ,      ,       s
r

s p M rp p
s s

F x z A z A x z Mη
γ ×

= γ =
≤ + ∈ Ω ∈∑ ∑ , 

 1 2 1 2
0 0 0

0

( , ) ( , ) ,         s

p p
s s

F x z F x z B z z x
η

γ γ
= γ =

− ≤ − ∈ Ω∑ ∑
l

, 

 ×∈ η ∈ ≥1 2
( ), ,     (0,1),      , , 0p M r s sz z M A A B . 

Тоді за припущення ( )Z  при 

 0 0
: 0,0

11 min 1 ,     1
ss A s r s

k n k s k n k k
≠ ≤ ≤

 ′ ′ ′ ′+ − < = − − + + − < < η 
 (9) 

існує розв’язок задачі (7), (8) 0, ( )p
k ru M∈ Ω , а за припущення 0( , )xZ  при 

 0 1 0 1
: 0,0

min ,         
ss A s r s

nk k n s k k k
≠ ≤ ≤

 ′ ′< = − − < < η 
 (10) 

існує розв’язок задачі (7), (8) 0 0, ( , )p
k ru M x∈ Ω . 

Д о в е д е н н я.  Використовуючи нерівність Гельдера, покажемо, 
що функція 0F  задовольняє умови теореми 2. Справді, за припущення ( )Z  

за лемою 2 0 0, , ( )p
k r Cg M∈ Ω  і 

 

0 0

( )
0 0

0

( , ( )) s s
r

k s k s
r s pp

s s

F y v y dy A D v dx A− + η η+ γ

= γ =Ω Ω

∂ ≤ ρ ρ + Ω ≤∑ ∑∫ ∫ [ ]  

 , 0,
0

r
s

s k s k r
s

A d v A
η

=
≤ ⋅ + Ω∑ , 

де 0Ω  – міра 0Ω , 
−η

− + η −η

Ω

 = ρ  ∫
0

1
( ) /(1 )

, ( )
s

s sk s
k sd x dx . При ′<k k  інтеграли 

,k sd  збігаються, тому при 0, , ( )p
k r Cv M∈ Ω  матимемо 

 

0

0 0 ,
0

( , ( )) ,      s
r

r s s s k sp
s

F y v y dy R C A R A dη

=Ω

∂ ≤ ⋅ + Ω = ⋅∑∫ . 

При (0,1)sη ∈ , 0 s r≤ ≤ , функція 0
0

( ) s
r

s
s

h t R t Aη

=
= ⋅ + Ω∑  задовольняє 

умови теореми 2.  
Аналогічно за тих самих припущень показуємо виконання другої умови 

теореми 2 із функцією ,
0

( ) s
r

C k s
s

h z B d zη

=

′ = ⋅∑ . 

За припущення 0( , )xZ  згідно з лемою 2 0 0 0, , ( , )p
k r Cg M x∈ Ω , тоді одер-

жуємо подібну оцінку, де замість ,k sd  є інтеграли 

−η
− + η −η

Ω

 = ρ  ∫0

0

1
( ) /(1 )

, , 0( , )
s

s sk s
k s xd x x dx ,  

збіжні при 1k k< .  



50 

Зауваження. При 
0

10,
1s s n r

 η ∈  + − − 
, 0, ,s r= … , де 0

1
min j

j m
r r

≤ ≤
= , 

умова (9) може виконуватись для всіх 0jq ≥ , 1, ,j m= … , а при sη ∈  

10,
n s

 ∈  + 
, 0, ,s r= … , – для 0 0k′ ≥  (зокрема, для 1j jq r≥ + , 1, ,j m= … ). 

При 
0

0,
1s

n
n s r

 η ∈  + − − 
, 0, ,s r= … , умова (10) може виконуватись 

для всіх 0jq ≥ , 1, ,j m= … , а при 0,s
n

n s
 η ∈  + 

, 0, ,s r= … , – для 0 0k′ ≥ . 
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НОРМАЛЬНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ  
ПОЛУЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ В ВЕСОВЫХ 
ПРОСТРАНСТВАХ ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ 
 
Установлена разрешимость в весовых пространствах обобщенных функций нор-
мальных краевых задач для линейных эллиптических по Петровскому систем 
дифференциальных уравнений и найдены достаточные условия разрешимости 
таких задач для полулинейных эллиптических систем дифференциальных урав-
нений с краевыми данными из весовых пространств обобщенных функций. 
 
NORMAL BOUNDARY-VALUE PROBLEMS FOR  
SEMI-LINEAR ELLIPTIC SYSTEMS IN WEIGHT SPACES 
OF GENERALIZED FUNCTIONS  
 
The solvability of normal linear boundary-value problems for linear Petrovskii elliptic 
systems of differential equations in weight spaces of generalized functions and the 
sufficient conditions of solvability of such problems for semi-linear elliptic systems of 
differential equations with boundary dates from weight spaces of generalized functions 
are obtained. 
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