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УДК 516.9 
 
О. Б. Процюк, Р. С. Хапко 
 
ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ПРОСТОРОВОЇ ЗАДАЧІ 
СТАЦІОНАРНОЇ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ У ПІВПРОСТОРІ З ШАРОМ 
ЗА ДОПОМОГОЮ ФУНКЦІЙ ҐРІНА 
 

Розглядається крайова задача стаціонарної теплопровідності у тривимірній 
області, утвореній шаром і півпростором з порожниною, яка обмежена глад-
кою замкненою поверхнею. На межі контакту шару і півпростору виконую-
ться умови ідеального теплового контакту, на іншій межі шару задано теп-
ловий потік. Через поверхню порожнини здійснюється конвективний тепло-
обмін з середовищем нульової температури. За допомогою побудованої мат-
риці Ґріна для відповідної шаруватої області крайова задача зведена до ін-
тегрального рівняння Фредгольма другого роду з невідомою функцією на по-
верхні порожнини. Чисельне розв’язування здійснено з використанням sinc-
квадратур, квадратурних формул Ґаусса – Лежадра та проекційного методу 
зі сферичними базисними функціями. Наведено результати числових експе-
риментів. 

 
1. Вступ. Застосування методу інтегральних рівнянь для наближеного 

розв’язування крайових задач набуло широкого поширення. Це зумовлено 
перевагами такого підходу порівняно з методом сіток або методом скінчен-
них елементів. До найбільш важливих із них слід віднести зменшення роз-
мірності задачі та застосовність для необмежених областей. 

Чисельне розв’язування отриманих інтегральних рівнянь здійснюється 
переважно проекційними методами. Розрізняють два підходи при практич-
ній реалізації таких чисельних схем. Перший з них полягає у використанні 
граничних елементів, тобто невідому функцію і задану границю апроксиму-
ють за допомогою відповідних фінітних базисних функцій [12]. Інший підхід 
передбачає параметричне задання границі і здійснення аналітичних пере-
творень в інтегральному рівнянні, що спрощує подальше використання про-
екційних методів [14]. У тривимірному випадку застосування цього підходу 
вимагає обмеження на клас розглянутих поверхонь, що, однак, через наяв-
ну супералгебраїчну збіжність, не зменшує його актуальності. Цей підхід і 
використано у пропонованій роботі. 

Застосування інтегральних рівнянь до крайових задач у частково необ-
межених областях має ряд особливостей. Безпосереднє використання кла-
сичного прямого або непрямого варіантів методу інтегральних рівнянь при-
водить до необхідності визначення невідомої функції на безмежних грани-
цях. Уникнути цих проблем вдається, задіюючи в інтегральному поданні 
розв’язку замість фундаментального розв’язку відповідні функції Ґріна [9]. 
Це приводить до інтегрального рівняння на обмеженій частині границі об-
ласті. У [5–7] техніка функцій Ґріна використана для чисельного розв’язу-
вання прямих і обернених задач в плоских частково необмежених областях. 
Такий підхід узагальнено також на тривимірні задачі у багатошарових об-
ластях [1–3, 15]. У цій роботі шляхом побудови інтегрального подання роз-
в’язку за допомогою знайденої матриці Ґріна крайову задачу Робіна для 
рівняння Лапласа у півпросторі з шаром і порожниною редукуємо до гра-
ничного інтегрального рівняння на поверхні порожнини. 

2. Постановка задачі. Нехай 1 1 2 3 1 2 3( , , ),  , ,  0D x x x x x x= = ∈ < <x{ R  

h< }  – шар в 3R  товщини h , утворений двома паралельними площинами 

1Γ  і 2Γ . Півпростір 2 1 2 3 1 2 3( , , ),  , ,  D x x x x x x h= = ∈ >x{ }R  містить порож-

нину 3 2D D⊂  з достатньо гладкою границею 3Γ  (див. рис. 1, де наведено 
граничні поверхні частково необмеженої області з порожниною). Середови-
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ща в областях 1D  і 4 2 3D D D= \  мають сталі коефіцієнти теплопровідності 
(1)λ  і (2)λ  відповідно. Зовнішня поверхня шару 1Γ  нагрівається тепловим 

потоком β , на межі шару та півпростору середовища ідеально контакту-

ють, а через поверхню 3Γ  здійснюється конвективний теплообмін із сере-
довищем з нульовою температурою.  

 

Рис.1 

Математична модель такої задачі теплопровідності полягає у відшу-
канні функції 
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Тут   – одиничний вектор зовнішньої нормалі до поверхні 3Γ ; β  і 0α >  – 

задані достатньо гладкі функції, причому 1( ) ( )O − −εβ =x x , 1∈ Γx , → ∞x , 

0ε > . Будемо шукати класичний розв’язок задачі (1)–(5) у класі функцій 

 2 1 2 1
1 1 1 2 4 4( ) ( ),           ( ) ( )t C D C D t C D C D∈ ∈∩ ∩ . 

Теорема 1. Крайова задача (1)–(5) має найбільше один розв’язок. 
Д о в е д е н н я.  Розглянемо задачу (1)–(5) з 0β = . Застосування 

першої формули Ґріна в області визначення функції t  дає 
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Звідси випливає, що 1 1 2 4( ) 0,  ,  ( ) 0,  t D t D∇ = ∈ ∇ = ∈x x x x  і 2 ( ) 0t =x , 

3∈Γx . Зважаючи тепер на неперервність функції t , отримуємо, що 0t ≡ .  
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 3. Зведення задачі до інтегрального рівняння. Для зведення задачі 
(1)–(5) до граничного інтегрального рівняння скористаємось технікою функ-
цій Ґріна. 

Означення. Матрицею Ґріна задачі (1)–(3) називають матрицю функ-

цій 2
. 1ij i jG ={ } , які задовольняють співвідношення 
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λ
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 2 ,       ,     1,2D∈ Γ ∈ =x y l l . (9) 

Тут δ  – функція Дірака. 
Введемо позначення 
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Теорема 2. Матриця Ґріна задачі (1)–(3) має вигляд 
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Д о в е д е н н я.  Для функції 2:g →R R  означимо стандартні пря-
ме й обернене перетворення Фур’є 
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. 

Застосування цього перетворення до (6)–(9) за змінними 1x  і 2x  при-

водить до двох задач відносно функцій ˆ ( )k kG F G=l l , , 1,2k =l : 
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ˆ ˆ
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для 1,2=l  з ˆ
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2 ( , )D h= ∞ . В результаті розв’язання цієї системи 

отримуємо 
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Тут E  – функція Гевісайда і 2( ) 1 hzQ z e−= − ρ . Зважаючи на розвинення 
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для зображень ˆ
kGl  знаходимо оригінали kGl .  

Зауважимо, що при (1) (2)λ = λ = λ  отримуємо, що 0
1 ,   

4
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πλll l  

1,2= , де 0G  – функція Ґріна задачі Неймана для рівняння Лапласа у пів-

просторі. 
Теорема 3. Розв’язок задачі (1)–(5) можна подати у вигляді 
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Д о в е д е н н я.  З огляду на властивості функцій tl  і kG l , оче-

видно, можемо записати 
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Використання тепер другої формули Ґріна, крайових умов та умов спря-
ження приводять до подання (10) при 1=l . Аналогічно розглядаємо випа-
док 2=l  і, спрямовуючи 3→ Γx  для цього подання, з урахуванням стриб-
ка відповідного потенціалу подвійного шару отримуємо інтегральне рів-

няння (11).  

Знову при (1) (2)λ = λ  з формули (10) як частковий випадок одержуємо 
інтегральне подання розв’язку змішаної крайової задачі Неймана – Робіна у 
півпросторі з порожниною. 

Встановимо коректність рівняння (11). 

Теорема 4. Для 2
1( )Lβ ∈ Γ  і 2

3( )Lα ∈ Γ  інтегральне рівняння (11) має 

єдиний розв’язок 2
3( )u L∈ Γ , який неперервно залежить від вхідних даних. 

Д о в е д е н н я.  З однорідного рівняння (11) маємо на підставі тео-
реми 1, що 2 0t =  в 4D  і, зокрема, 

32 0t Γ = . Тим самим отримано єдиність 

розв’язку рівняння (11). Зважаючи на вигляд функції 22G  і нерівність [12] 
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отримуємо, що ядро інтегрального оператора в (11) є слабосингулярним і 

тому цей оператор є компактним в 2
3( )L Γ . Твердження теореми випливає з 

теорії Рісса – Шаудера [14].  

Зважаючи на вигляд матриці Ґріна (див. теорему 2), інтегральне рів-
няння (11) можна переписати у вигляді 
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. 

 4. Чисельне розв’язування інтегрального рівняння. Будемо вважати, 
що поверхню порожнини 3Γ  можна взаємно однозначно відобразити в оди-

ничну сферу Ω , тобто існує бієктивне відображення 3:q Ω → Γ . Для на-
ближеного розв’язування інтегрального рівняння (12) скористаємось підхо-
дом, розвиненим в [10, 11, 13, 17]. При цьому для чисельного інтегрування 
неперервних функцій застосуємо квадратурну формулу 
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де ŷ  ( , ) (sin cos , sin sin , cos )= θ ϕ = θ ϕ θ ϕ θp , 0,θ ∈ π[ ] ,  0,2ϕ ∈ π[ ] , – парамет-
ризація одиничної сфери, квадратурні вузли визначаються як 
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з нулями sz ′  поліномів Лежандра 1nP ′+  і квадратурні ваги мають вигляд 
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Ця формула належить до класу квадратур Ґаусса – Лежандра і отри-
мана шляхом апроксимації функції f  через лінійну комбінацію сферичних 

функцій (гармонік) порядку, меншого або рівного 1n′ + , і подальшого точ-
ного інтегрування (див. [8, 17]). За побудовою формула (13) є точною для 
сферичних функцій порядку, меншого або рівного 1n′ + . 

Інтегральне рівняння (12) має слабку особливість типу 1−−x y . Нехай 

ˆ (0,0,1)=n  – полюс сфери. Квадратура для невласного інтеграла в цьому 
випадку має вигляд [14] 
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ds b f

′ ′+ +

′ ′ ′ρ ρ
′ ′ρ = =Ω

≈ µ θ ϕ
− ∑ ∑∫
y

y p
n y

%%  (14) 

з ваговими коефіцієнтами 

 
0

( )
1

n
s

s s

a
b P z

n

′
′

′ ′
=

π
= ′ + ∑

%%
l

l
. 

У [10, 11] показано, що квадратури (13) і (14) мають супералгебраїчну 
швидкість збіжності, а для аналітичних функцій f  – експоненційну. 

Після підстановки ˆ( )q=y y  інтегральне рівняння (12) по поверхні 3Γ  

зводиться до рівняння по сфері Ω : 

 
ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

1
2

( , ) ( , )1 ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),   
2 q

Q F
u Q J u ds f

Ω

 − + = ∈ Ω − ∫
x y x y

x x y y y y x x
x y

%
%% % , (15) 

де qJ  – якобіан відображення q , 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ( )),               ( , ) ( ( ), ( ))u u q Q Q q q= =x x x y x y%% l l , 

 
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

2
12( , ) ,       ( ) ( ( ), ) ( )

( ) ( )
F f G q d

q q
−

= = β
− ∫∫

x y
x y x x

x y
  

R
. 

Для переміщення сингулярності в рівнянні (15) у полюс сфери означи-
мо для ψ ∈ R  такі ортогональні перетворення: 

 
cos sin 0 cos 0 sin

( ) sin cos 0 ,       ( ) 0 1 0
0 0 1 sin 0 cos

ψ − ψ ψ − ψ   
ψ = ψ ψ ψ =      ψ ψ   

F TD D . 

 Ортогональне лінійне перетворення ˆ ( ) ( ) ( )= ϕ θ −ϕx F T FT D D D  має влас-

тивість ˆ ˆˆ =xT x n  для ˆ ∈ Ωx  і, позначивши ˆˆ = xT y , отримуємо, що ˆ ˆ− =x y  

ˆ ˆ ˆˆ ˆ1( )−= − = −xT n n  . В результаті рівняння (15) набуває вигляду 
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  ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ
ˆ

ˆˆ

1 1
1( , ) ( , )1 ( )

2
Q F

u
− −

Ω

− + −∫ x xx T x T
x

n

%
%  


 

 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ1 1 1
2 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )qQ J u ds f− − −+ =

x x xx T T T x% %    , (16) 

де ˆ ∈ Ωx . Зауважимо, що тепер функція ˆ ˆˆ 1( , )F −
xx T   є неперервною за ̂  

при фіксованих ˆ ∈ Ωx . Застосувавши квадратури (13) і (14) до (16), отриму-
ємо апроксимаційне рівняння 

 ˆ'ˆ ˆ ˆ(
2 1 1

1
1

0 1

1 ( )  , )
2

n n

n s s
s

u b K
′ ′+ +

−
′ ′ ′ρ ρ

′ ′ρ = =
− µ +∑ ∑ xx x T y%% % [  

 ˆ ˆ' ˆ ˆ ˆ ˆ1 1
2 ( , ) ( ) ( )s ns sa K u f− −

′ ′ ′ ′ρ ρ+ =x xx T y T y x% %] . (17) 

Тут позначено 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )qK Q F J=x y x y x y x y ,  

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2( , ) ( , ) ( , ),        ( , )q s sK Q J ′ ′ ′ ′ρ ρ= = θ ϕx y x y x y y p . 

Через залежність ˆ ˆ1
s

−
′ ′ρxT y  від x̂  використання колокації в (17) (класич-

ний метод Nyström’а) не приводить до лінійної системи. Тому до рівняння 
(17) застосуємо проекційний метод Гальоркіна [8]. Подамо nu%  у вигляді 

лінійної комбінації 
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0

n k
m R

n k k m
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u a Y
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зі сферичними функціями ,k mY  [4], і розглянемо скалярний добуток 

 ˆ ˆ
2 1 1

0 1

( , ) ( ) ( )
n n

s s s
s

v w a v w
+ +

ρ ρ ρ
ρ= =

= µ∑ ∑ y y . 

Домножуючи рівняння (17) скалярно на базисні функції ,
R
k mY  з ураху-

ванням подання (18), приходимо до системи лінійних рівнянь 

 '
' ' 'ˆ ˆ

2 1 1

,
0 0 1

1 ( ) ( )
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n k n n
m m mm R
k k s s k m skk

k m k s

a a R a f Y
+ +

′
′ ρ ρ ρ

= =− ρ= =
− = µ∑ ∑ ∑ ∑ x x  (19) 

для 0, ,k n′ = … , , ,m k k′ ′ ′= − …  з коефіцієнтами 

 mm
kkR

′
′ = '

, ', '
ˆ ˆ1( , )s ss s

s s

a b K′ ′ ′ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

µ µ +∑ ∑ x y%% [  

 ' ,,ˆ ˆ ˆ ˆ2 ( , ) ( ) ( )R R s
s s sp k m sps k ma K Y Y

′ ′ρ
′ ′ ′ ′ρ ρ+ x y x y% ]  (20) 

з ˆ ( , )s sρ ρ= θ ϕx p  і )ˆ 1
( , ( , )

s

s
s sρ

′ ′ρ −
′ ′ρ θ ϕ ρ= θ ϕpy T p . 

Зауважимо, що розмірність системи лінійних рівнянь (19) складає 
2 2( 1) ( 1)n n+ × + . 
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Наближене обчислення інтеграла по площині здійснюємо за допомогою 
sinc-квадратури [16]: 

 ˆ ˆ )
1 2

1 2

(1) (2) (1) (2) (1) (2)
21( ) ( ( ),( , ) ( , )

M M

i M j M

f h h G q ih jh ih jh∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
=− =−

≈ β∑ ∑x x , (21) 

де 1 2( )h M−
∞ =l

l
/ , 1,2=l .  

Відповідно до (10) чисельні розв’язки вихідної задачі знаходимо за 
формулами 
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k m k s
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 ˆ ˆ ˆ(2)
2 2( , ) ( ) ( , )s s sG G′ ′ ′ ′ ′ ′ρ ρ ρ× α + λx y y x y%[ ]l l , (22) 

де 2G% l  – параметризація нормальної похідної 2G∂
∂

l
  на поверхні 3Γ , 1,2=l . 

 Ґрунтуючись на результатах в [10], де розглянуто чисельне розв’язу-
вання інтегрального рівняння другого роду задачі дифракції, не складає 
труднощів довести, що при належній точності обчислення інтегралів у пра-

вій частині (21) при 3( )rCα ∈ Γ , 0r > , і 1( )Cβ ∈ Γ  для розв’язку інтеграль-
ного рівняння (12) і наближеного розв’язку (18) для достатньо великих n  
має місце оцінка похибки 

 
3,

r
n ru u C n−

∞ Γ− ≤% . 

5. Чисельні експерименти. 

Приклад 1. Розглянемо задачу (1)–(5), коли 
2

0( ) kq e−β = xx  на 1Γ , а 

гранична поверхня 3Γ  – еліпсоїд з півосями a , b , c , центр якого знахо-

диться на віддалі 0c  від поверхні півпростору (рис. 1). Чисельні розрахунки 

проводились при (1) (2) 0.75λ λ =/ , 1h =l/ , 1a =l/ , 0.5b =l/ , 0.75c =l/ , 

0 3c =l/ , (2) 1α λ =l/ , 1 k=l / . У табл. 1 наведено наближені значення без-

розмірних температур (2)
0( )T t q= λ / l  у випадку 0 1q =  і 1k =  при різних 

значеннях параметра дискретизації n  і фіксованих 1 2 100M M= =  і точ-

ності 810−ε =  підсумовування рядів в елементах матриці Ґріна (теорема 2). 
Як бачимо, має місце очікувана супералгебраїчна збіжність. Зауважимо та-
кож, що обчислення функцій 1t  і 2t  за формулами (22) на 2Γ  дає, як і слід 
було очікувати, однакові результати. 
 Табл.1  

n  (0,0,0.5)x =  (0,0,1.5)x =  (0,0, 4.5)x =  

4 0.16715042 0.08477078 0.03295008 
8 0.16715145 0.08485896 0.03299230 
16 0.16715145 0.08485973 0.03299267 
32 0.16715145 0.08485973 0.03299267 

На рис. 2 зображено розподіл температур (для вхідних даних прикла-

ду 1), отриманий при 8n = , 1 2 50M M= =  і 510−ε =  у перерізах 3 0.5x =l/  

(рис. 2а) і 3 4.5x =l/  (рис. 2б). 
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 а) б) 

Рис. 2 
Приклад 2. Нехай поверхня порожнини має параметричне подання  

 3 ( , ) ( , ) ( , ) ,  0, ,  0,2rΓ = θ ϕ = θ ϕ θ ϕ + θ ∈ π ϕ ∈ πz p c{ }[ ] [ ] , 

де (0,0,3)=c  і ( , ) 0.8 0.8 0.5(cos2 1)(cos 4 1)r θ ϕ = + ϕ − θ − . Граничні поверхні 
такої частково необмеженої області зображено на рис. 3. Граничну функцію 

задамо як 0
2 2 2
1 2

( )
( 1)

q

k x x
β =

+ +
x , 1∈ Γx . Інші вхідні дані такі ж, як і в при-

кладі 1. На рис. 4 зображено наближений розв’язок задачі (1)–(5) з пара-
метрами дискретизації, як і в попередньому прикладі, у перерізах 3x =/l  

0.5=  (рис. 4а) і 3 4.5x =l/  (рис. 4б). Як бачимо з отриманих результатів, 
найбільш істотний вплив порожнини на розподіл температури має місце в 
її околі і суттєво залежить від форми поверхні. 

 
Рис. 3 

  
 а) б) 

Рис. 4 
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6. Висновки. Використання матриці Ґріна дало можливість редукува-
ти крайову задачу в частково необмеженій багатошаровій області з порож-
ниною до граничного інтегрального рівняння на поверхні порожнини. Для 
класу поверхонь, які гомеоморфні сфері, запропоновано проекційний метод 
розв’язування інтегрального рівняння з супералгебраїчним порядком збіж-
ності. 

У подальшому становить інтерес застосування непрямого варіанту ме-
тоду інтегральних рівнянь до крайових задач стаціонарної теплопровідності 
в шаруватій області з умовами типу Діріхле, Неймана і Робіна на поверхні 
порожнини. 

Автори висловлюють вдячність доктор О. Іванишин (університет м. Дарм-
штадт, ФРН) за надані консультації стосовно імплементації чисельного ме-
тоду розв’язування інтегральних рівнянь. 
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ЗАДАЧИ 
СТАЦИОНАРНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ 
СО СЛОЕМ С ПОМОЩЬЮ ФУНКЦИЙ ГРИНА 
 
Рассматривается граничная задача стационарной теплопроводности в трехмер-
ной области, образованной слоем и полупространством с полостью, которая ог-
раничена гладкой замкнутой поверхностью. На границе контакта слоя и полу-
пространства выполняются условия идеального теплового контакта, на другой 
границе слоя задан тепловой поток. Через поверхность полости осуществляется 
конвективный теплообмен со средой нулевой температуры. С помощью постро-
енной матрицы Грина для соответствующей слоистой области граничная задача 
сведена к интегральному уравнению Фредгольма второго рода с неизвестной 
функцией на поверхности полости. Численное решение осуществлено с использо-
ванием sinc-квадратур, квадратурных формул Гаусса – Лежандра и проекцион-
ного метода со сферическими базисными функциями. Приведены примеры 
численных экспериментов.  
 
NUMERICAL SOLUTION OF 3D STATIONARY HEAT 
CONDUCTION BOUNDARY-VALUE PROBLEM IN A HALF-SPACE 
WITH A LAYER BY GREEN’S FUNCTIONS TECHNIQUE  
 
A stationary heat conduction boundary-value problem in a 3D domain formed by an 
infinite strip layer and half-space with a cavity bounded by the smooth closed surface 
is considered. The ideal contact thermal conditions on the interface layer boundary are 
satisfied. The heat flux on the other layer boundary is given and through the cavity 
surface the convective heat exchange with the environment of zero temperature is 
realized. Using Green’s matrix constructed for the corresponding layered domain the 
boundary-value problem is reduced to Fredholm integral equation of the second kind 
with unknown function on the cavity surface. Numerical solution is realized by projec-
tion method with spherical basis functions and with use of sinc-quadratures and 
Gauss – Legandre quadrature rules. The results of numerical experiments are presented.  
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