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ПРОЦЕСИ ВЕРТИКАЛЬНОЇ ДИФУЗІЇ РАДІОНУКЛІДІВ У ШАРІ З 
ЛАВОПОДІБНОГО ПАЛИВОВМІСНОГО МАТЕРІАЛУ 
 

З використанням відомої моделі кількісного опису дифузії радіоактивних до-
мішок у паливовмісних матеріалах за врахування процесів електролітичної 
дисоціації і електродифузії (у випадку заряджених домішок) у взаємозв’язку з 
тепловими та електромагнітними досліджено вертикальну дифузію части-
нок у шарі. 

 
Вступ. Адекватне математичне моделювання процесу переносу радіо-

активних забруднень є необхідним і важливим з огляду на екологічні проб-
леми, пов’язані зі значними локальними забрудненнями земної поверхні 
внаслідок техногенної діяльності людини [1, 5, 9, 15]. 
 В роботі [2] запропоновано математичну модель опису механотермо-
електродифузії шкідливих домішок, в тому числі водних розчинів солей, у 
пористих середовищах, в якій враховано дифузію радіоактивних домішок у 
паливовмісних матеріалах за врахування процесів дисперсії, сорбції, елект-
ролітичної дисоціації у взаємозв’язку з тепловими та електромагнітними 
процесами. 
 У цій роботі на основі вищезгаданої моделі досліджено процеси дифузії 
як незаряджених (нейтральна сіль), так і заряджених (катіони та аніони) 
частинок у шарі з лавоподібного паливовмісного матеріалу (ЛПВМ) [11]. 
 З аналізу літературних джерел відомо [7, 12], що електролітична дисо-
ціація солей не призводить до значних змін температури середовища чи 
його тиску. Тому обмежимося в подальшому розглядом ізотермічних 
( 0T T= ) та ізобаричних ( 0P P= ) умов, а також не враховуватимемо рухо-

мості скелету ЛПВМ (у такому наближенні збігаються повна та локальна 
похідні за часом). Вважатимемо, що середовище не перебуває в магнітному 
полі (магнітним полем Землі нехтуватимемо) і, як наслідок, магнітне поле 
відсутнє і всередині тіла ( 0=H , 0=B ). Приймаємо, що електролітична ди-
соціація проходить майже миттєво порівняно з процесами електродифузії 
( 0Ξ = ) (що справджується практично для більшості радіоактивних солей). 
 1. Дифузія радіонуклідів у шарі. Розглянемо дифузію нейтральних та 
заряджених частинок у шарі. Шар вважатимемо пористим середовищем. 
Виберемо декартову систему координат з віссю Oz , перпендикулярною до 
поверхні шару. Задачу сформулюємо в одновимірній відносно просторових 
координат постановці. 
 Нехай у початковий момент часу 0t =  на верхній основі ( 0z = ) шару 
міститься певна кількість нейтральної солі з заданою концентрацією 0C , а 

електричний заряд відсутній. На нижній основі ( z = l ) шару відсутні пото-
ки як нейтральних, так і заряджених частинок. 
 Зі співвідношень (37) і (57) роботи [2] за врахування наближень, описа-
них вище, отримаємо таку систему рівнянь на концентрацію нейтральної 
солі ( , )C z t , густину електричного заряду ( , )z tΩ  і вертикальну складову 

електричного поля ( , )zE E z t≡ : 
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ρΩ∂  = = + + + Ω  ∂ εε % . (1) 

Усі величини і коефіцієнти, які входять в систему рівнянь (1), означені в 
роботі [2]. 
 Зауважимо, що перші два рівняння системи (1) є наслідком законів 
збереження маси та електричного заряду, тобто залежностей [11, 12]: 

 0,           0
JJ C

z t z t
Ω∂∂ ∂ ∂Ω+ ρ = + ρ =

∂ ∂ ∂ ∂
. (2) 

 Початкові умови. У початковий момент часу 0t =  в шарі відсутні як 
нейтральні, так і заряджені частинки. Тоді 

 ( ,0) 0,                ( , 0) 0C z z= Ω = . (3) 

 Крайові умови. Відповідно до прийнятих вище припущень про задання 
на верхній основі шару концентрації нейтральної солі, а на нижній – від-
сутність потоків нейтральних та заряджених частинок, крайові умови запи-
шемо так: 

 0  (0, ) ,        (0, ) 0     C t C t= Ω = , 

 ( , ) 0,          ( , ) 0      J t J tΩ= =l l . (4) 

 З формул (54), (55) роботи [2] в розглядуваному випадку отримаємо та-
кі вирази для термодинамічних потоків: 
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 Проінтегруємо за товщинною координатою z  в межах шару обидва 
рівняння системи (2). При цьому прийдемо до закону збереження повної 
маси та повного електричного заряду у формі 
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– сумарні маса та заряд відповідно. 
 Обмежимося лінійним відносно вихідного стану випадком. Вихідна сис-
тема рівнянь електродифузії (1) у такому випадку буде 
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а вирази (5) для термодинамічних потоків запишемо так: 

 æ( )CJ D C
z

∂= − ρ − Ω
∂

, 

 æ æ0 ( )J E C
zΩ Ω

∂ = λ − Ω − ∂
. (9) 



181 

При цьому отримуємо початкові умови (3), а крайові умови (4) з урахуван-
ням співвідношень (9) виразимо таким чином: 
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 Для розв’язання сформульованої вище задачі використаємо перетво-
рення Лапласа за часом t . При цьому отримаємо наступні вирази для кон-
центрації ( , )C z t  нейтральної солі, густини електричного заряду ( , )z tΩ , на-
пруженості електричного поля ( , )E z t , потоку ( , )J z t  нейтральних частинок 

та густини електричного струму ( , )J z tΩ : 
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 У формулах (11) використано такі позначення: 

 
(cos cos )
cos sin

n n n
n

n n
A

ν µ − ν
≡

µ ν
l l
l l

, 

 
æ 20

1 1
1 1
2n n nS D d

ε

λ  ≡ − + + µ −  τ ρ  
, 

 
æ 20

2 2
1 1
2n n nS D d

ε

λ  ≡ − + + ν +  τ ρ  
, 

 
æ

æ æ æ
2

2 40
1 0

1 4
n n C nd D DΩ

ε

λ  ≡ − − µ + λ µ  τ ρ ρ  
, 

 
æ

æ æ æ
2

2 40
2 0

1 4
n n C nd D DΩ

ε

λ  ≡ − − ν + λ ν  τ ρ ρ  
, 

 
æ æ

æ æ æ
2

20 0
0 1 0

( )1( ) 4 (1 )
2n C n

D D
d S D Ω

ε

ρ − λ ρ + λ  = − + λ − − µ +  τ ρ 
 

 æ0 1( ) nD d
+ ρ + λ 

, 

 
æ æ

æ æ æ
2

20 0
0 2 0

( )1( ) 4 (1 )
2n C n

D D
d S D Ω

ε

ρ − λ ρ + λ  = + λ − − ν −  τ ρ 
 

 æ0 2( ) nD d
− ρ + λ 


, 

 
æ

æ æ æ æ
2 2 2 2

20
0 1 0 0( ) ( ) 4n C

D
d S D D Ω

ε

ρ − λ′ = − ρ − λ + ρ λ ×
τ

[ ]  

 
æ 20

1n n

D
d

ρ + λ × µ −  ρ
, 

 
æ

æ æ æ æ
2 2 2 2

20
0 2 0 0( ) ( ) 4n C

D
d S D D Ω

ε

ρ − λ′ = − ρ − λ + ρ λ ×
τ

[ ]  

 
æ 20

2n n

D
d

ρ + λ × ν −  ρ
, 

 2
2 1 2 1 1 1 2( ) ( ) (1 2 ) sh cha S S D D′ ′ ′= α − α + α − α α α α −l l[ ]  

 2
1 2 1 2 2 2 1( ) (1 2 ) sh chS D D′ ′− α − α + α − α α α α +l l[ ]  

 2
2 1 1 1 2 2 1 2( ) ch ch sh shS D ′ ′+ α − α α α α + α α α −l l l l l[ ]  

 2
1 2 1 1 2 2 1 2( ) sh sh ch chS D ′ ′− α − α α α α + α α αl l l l l[ ] , 

 
æ

æ æ æ
0 0 0

1
0 0 1

2( ) ( )
( )

8 (1 )C

D d d S
S

D dΩ

′ρ + λ +′α =
λ − α

, 

 
æ

æ æ æ
0 0 0

2
0 0 2

2( ) ( )
( )

8 (1 )C

D d d S
S

D dΩ

′ρ + λ −′α =
λ − α

. (12) 



183 

 Величини ( )ina S′ , 1( )inS′α , 2 ( )inS′α , 1,2i = , описуються трьома остан-

німи з формул (12) при конкретних виразах для 1nS  і 2nS , а nµ  і nν  – ко-

рені рівнянь 

 2 2
1 1( ) sin cos ( ) sin cosS D S Dν + µ µ ν = µ + ν ν µl l l l , 

 2 2
2 2( ) sin cos ( ) sin cosS D S Dν + µ µ ν = µ + ν ν µl l l l , 

 Таким чином, записано загальні розв’язки (11), (12) розглядуваної за-
дачі (2)–(10). 
 2. Електродифузія радіонуклідів у шарі. Розглянемо типовий процес 
вертикальної дифузії карбонату урану 2 3UO CO  (нейтральна сіль) та його 

компонент: катіонів 2UO+  та аніонів -
3CO  (реакція утворення такого мінера-

лу схематично записується як +
2 3 2 3UO +CO UO CO− → ) у лавоподібний пали-

вовмісний матеріал (ЛПВМ), який в основному складається (95 % маси) з 
двоокису кремнію 3SiO . При цьому вважатимемо, що пори ЛПВМ заповнені 
водою. Тоді характеристики дифузантів і матеріалу будуть такими [10]: 
 1 0.27M = кг/моль, 2 0.0600M = кг/моль, 

 3 0.33M = кг/моль, 4 0.0601M = кг/моль, 

 32.3 10ρ = ⋅ кг/м3, 1010−λ = А/(В ⋅ м), 910D −= м2/с, 

 7ε = , 0 300T = К. 

При цьому  
12

0 8.85 10−ε = ⋅ Кл2/(Н ⋅ м2), 8.314R = Дж/(моль ⋅ К), 
236.022 10AN = ⋅ 1/моль, 49.648 10F = ⋅ Кл/моль. 

Товщину шару виберемо 1=l м. 
 На основі залежностей, наведених у [2], з використанням значень ха-
рактеристик середовища ρ , λ  і D  (взятих як ефективні для пористих се-
редовищ [6, 13, 14]) отримаємо: 

 3
1 77.292 10M −= − ⋅% кг/моль, 2 40.060M = −% кг/моль, 

 3
3 73.468 10M −= − ⋅% кг/моль, 

 7
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2 6.219 10k −= ⋅ кг/Кл, 

 62.660 10k −= ⋅ кг/Кл, 52.073 10k −
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 25
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2 0.996 10−ν = ⋅ кг, 

 25
3 5.480 10−ν = − ⋅ кг, 251.220 10−ν = − ⋅ кг, 
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0 01.449 10 Cα = ⋅ 1/м. 
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безрозмірних часу t  (віднесеного до тривалості розглядуваних процесів 

0 30t = днів) та координати z  (віднесеної до товщини шару 1=l м). 

 На рис. 1, 3, 5, 6, 8, 10, 12 наведено графіки часових залежностей роз-
глядуваних величин на основах шару 0z = , 1z =  та серединній поверхні 

0.5z = . Розподіли цих величин за товщинною координатою подано на 
рис. 2, 4, 7, 9, 11 (в моменти часу 1t = , 2t =  та 10t = ). 
 На рис. 1 показано залежність від часу відносної концентрації нейт-
ральної солі. Видно, що концентрація на поверхнях 0.5z =  та 1z =  зростає 
з часом за експоненціальним законом і за час порядку 10t =  практично до-
сягає значення концентрації на верхній основі шару 0z =  (яке є 
постійним). 
 Розподіл концентрації нейтральної солі за товщиною шару в різні мо-
менти часу приведено на рис. 2. Значення розглядуваної величини спадає із 
зростанням значення товщинної координати. При цьому для більших часів 
перепад за товщинною координатою концентрації нейтральної солі є мен-
шим, а в момент часу 10t =  розподіл її в шарі стає практично рівномірним. 

  
 Рис. 1 Рис. 2 
 На рис. 3 подано залежність від часу дифузійного потоку нейтральних 
частинок на різних поверхнях ( 0z = , 0.5z =  і 1z = ). На верхній основі 
шару 0z =  потік з плином часу експоненційно спадає, а на серединній 
поверхні шару він спочатку зростає до максимального значення (в момент 
часу 1,2t ≈ ) і в подальшому спадає до нуля.  
 Розподіл потоку нейтральних частинок за товщиною шару в різні мо-
менти часу проілюстровано на рис. 4. Потік спадає зі зростанням значення 
товщинної координати. Характер його спадання є наслідком особливості 
товщинного розподілу концентрації. З плином часу значення потоку на 
верхній основі шару 0z =  та його перепаду за товщиною збігаються. 

  
 Рис. 3 Рис. 4 
 На рис. 5 подано залежність від часу сумарної концентрації нейтраль-
них частинок, що проникають в шар через верхню основу ( 0)z =  за час t . 
З плином часу розглядувана величина за час 10t =  досягає постійного зна-
чення. 
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На рис. 6 показано зміну за часом питомого електричного заряду для 
поверхонь 0z = , 0.5z =  і 1z = . Видно, що заряд зростає і в момент часу 

1t ≈  досягає максимального значення. Потім він монотонно спадає і при 
10t =  стає практично рівний нулеві.  

  

 Рис. 5 Рис. 6 

 Зміну заряду по товщині шару в різні моменти часу проілюстровано на 
рис. 7. Як бачимо, зі збільшенням товщини значення заряду зростає і на 
внутрішній поверхні шару 1z =  є найбільшим. 

  

 Рис. 7 Рис. 8 
 Залежності від часу напруженості електричного поля для різних зна-
чень товщинної координати приведено на рис. 8, а на рис. 9 показано її роз-
поділ за товщинною координатою для різних моментів часу. 

  

 Рис. 9 Рис. 10 

 На рис. 10 подано зміну в часі (на проміжку 00,3t t= [ ] ) густини елект-
ричного струму на розглядуваних поверхнях шару, а його розподіл за 
координатою для різних моментів часу – на рис. 11. 
 Зміну сумарного заряду з плином часу показано на рис. 12. Бачимо, що 
в момент часу 1t ≈  він досягає максимального значення, а потім монотонно 
спадає і при 10t =  приймає практично нульове значення. 
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 Рис. 11 Рис. 12 
 Висновки. Таким чином, в роботі на основі відомої моделі кількісного 
опису дифузії радіоактивних домішок у паливовмісних матеріалах за вра-
хування процесів електролітичної дисоціації і електродифузії (у випадку 
заряджених домішок) у взаємозв’язку з тепловими та електромагнітними 
[2, 3] вивчено процеси вертикальної дифузії як незаряджених (нейтральна 
сіль), так і заряджених (катіони і аніони, які є продуктами електролітичної 
дисоціації) частинок у шарі з ЛПВМ. 
 Числові дослідження показали, що: 

– концентрації та їх потоки, а також напруженість електричного поля з 
плином часу досягають усталеного режиму (для розглядуваного випадку 
він становить 300 днів); 

– характерний час дифузії dτ  нейтральних частинок прямо пропорційний 
до квадрата товщини шару і обернено пропорційний до коефіцієнта ди-
фузії; 

– у стаціонарному режимі (при t ετ? , де ετ  – характерний час дифузії 

заряджених частинок) концентрація нейтральних частинок не залежить 
від товщини шару, а електричний заряд і напруженість електричного 
поля зосереджені лише у приповерхневих областях. При цьому елект-
ричний струм відсутній (що добре узгоджується з відомими в літературі 
[4, 8, 12] результатами). 

Робота виконана за часткової фінансової підтримки НАН України  
(проект НТП/333, № держреєстрації 0108U004467)  
та ДФФД (проект Ф40.7/023, № держреєстрації 0111U008211). 
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ПРОЦЕССЫ ВЕРТИКАЛЬНОЙ ДИФФУЗИИ РАДИОНУКЛИДОВ В СЛОЕ 
ИЗ ЛАВООБРАЗНОГО ТОПЛИВОСОДЕРЖАЩЕГО МАТЕРИАЛА 
 
С использованием известной модели количественного описания диффузии радиоак-
тивных примесей в топливосодержащих материалах при учете процессов элект-
ролитической диссоциации и электродиффузии (в случае заряженных примесей) 
во взаимосвязи с тепловыми и электромагнитными исследовано вертикальную 
диффузию частиц в слое. 
 
PROCESSES OF VERTICAL DIFFUSION OF RADIO NUCLIDE IN A LAYER 
OF AVALANCHE-TYPE FUEL CONTAINING MATERIAL 
 
With using a known model to describe quantitatively diffusion of radio active impuriti-
es in fuel containing materials with regard for the processes of electrolytic dissociation 
and electrodiffusion (in the case of charged impurities) in connection with thermal and 
electromagnetic processes, a vertical diffusion of impurities in the layer is investigated. 
 
1
 Ін-т прикл. проблем механіки і математики Одержано 
ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів, 21.12.10 

2
 Політехніка Опольська, Ополе, Польща 
 
 


