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НЕСТАЦІОНАРНА ОДНОВИМІРНА ЗАДАЧА ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ 
ДЛЯ ЦИЛІНДРА З ТОНКИМ БАГАТОШАРОВИМ ПОКРИТТЯМ  
 

На основі аналітичного розв’язку одновимірної нестаціонарної задачі тепло-
провідності для циліндра з тонким багатошаровим покриттям, отриманого 
із застосуванням узагальнених граничних умов, проведено дослідження і вияв-
лено закономірності протікання теплового процесу в тілі і покритті при 
нагріві зовнішнім середовищем. 

 
1. Вступ. Моделюванню і дослідженню процесів теплопровідності і ди-

фузії в тілах з покриттями присвячено багато праць [1–4, 6–13, 16, 17, 19–
21, 23–40]. 

Нестаціонарні крайові задачі теплопровідності у точній постановці для 
покрить довільної товщини розв’язувались або аналітично [2, 14, 16, 24, 39], 
або на основі чисельних підходів [6, 29, 31, 34]. 

Було запропоновано й наближені підходи. У роботі [4] при дослідженні 
теплоперенесення у скляних покриттях на металевих підкладках врахову-
ється лише ґрадієнт температури вздовж товщини покриття, а в роботах [1, 
3], які реалізують схему «зосередженої ємності» [22], навпаки, – лише її 
ґрадієнт уздовж товщини підкладки. У [33] використовується припущення 
про постійний ґрадієнт концентрації в покритті. У [18] вважається достат-
нім ураховувати вплив покриття через ефективний коефіцієнт тепловіддачі 
у граничній умові. У працях [30, 32] спрощення відбувається на етапі аналі-
тичного розв’язування задачі, коли береться до уваги малість товщини по-
криття. У [9] розроблено асимптотичну математичну модель на основі за-
стосування методу малого параметра. У [40] для випадку неоднорідних по-
крить отримано асимптотичні формули для малих часів. У [8, 35] при побу-
дові загальної числової схеми розв’язування методом скінченних елементів 
використовується некласична комбінована модель теплопровідності, яка 
описується системою диференціальних рівнянь різної вимірності за просто-
ровими змінними. У [38] при застосуванні методу граничних елементів про-
водиться регуляризація обчислення граничних інтегралів. В [11] використо-
вується підхід, пов’язаний з поданням теплофізичних характеристик через 
асиметричні функції, що приводить до розв’язування рівнянь з коефіцієн-
тами типу дельта-функцій Дірака. 

Багато авторів використовують концепцію узагальнених граничних 
умов, які описують вплив покриття на теплоперенесення у тілі [1, 3, 7, 10, 
12, 13, 19, 20, 23, 25–29, 36, 37]. Можна зауважити, що підхід, який ґрун-
тується на моделюванні покрить тонкими оболонками [20], на відміну від 
моделей [1, 3, 4], дозволяє одночасно враховувати ґрадієнти температурного 
поля як у покритті, так і в підкладці. У роботах [26, 36, 37] отримано уза-
гальнені граничні умови теплообміну тіла із середовищем через тонке бага-
тошарове покриття. 

У цій роботі на основі аналітичного розв’язку нестаціонарної задачі 
теплопровідності для циліндра з багатошаровим покриттям буде проведено 
дослідження закономірностей процесу теплоперенесення у системі тіло –
 покриття при конвективному нагріві зовнішнім середовищем. 

2. Постановка задачі. Розглянемо одновимірну задачу теплопровідності 
для довгого суцільного кругового циліндра радіуса R , 0 r R≤ ≤ , з n -шаро-

вим покриттям товщини 
1

n

i
i=

δ = δ∑ . Надалі індексами i , I  та II  будемо по-

значати величини, що стосуються відповідно i -го шару покриття, тіла та 
зовнішнього середовища. 
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Рівняння теплопровідності і початкові умови мають вигляд 
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Приймаємо, що на межі покриття – середовище виконується теплообмін 
відповідно до закону Ньютона: 
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на поверхнях розділу шарів покриття і покриття з тілом мають місце умови 
ідеального теплового контакту 
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а на осі циліндра виконується умова симетрії 

 0
t
r

∂
=

∂
I  при  0r = . (5) 

Тут , , it t tI II  – температури i -го шару покриття, тіла і середовища відпо-

відно; iδ  – товщина i -го шару; k k ka = λ ω/ , kλ  і kω  – коефіцієнти темпе-

ратуропровідності, теплопровідності і теплоємності, I 1, ,k n∈ ∪ …{ } { } ; µ  – 

коефіцієнт тепловіддачі з поверхні покриття r R= + δ . 
3. Розв’язок задачі теплопровідності із узагальненою граничною 

умовою. Узагальнена гранична умова теплопровідності для розглядуваного 
випадку матиме вигляд [37] 

 001 ( ) ,  
t t

t t t t
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∂ ∂µδ − λ − + + µ − = Ω =  ∂ ∂τ 
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де 
1

n

i i
i=

Ω = ω δ∑ , 1

1

n

i i
i

H−

=
= δ λ∑ /  – зведені теплоємність та термоопір цілого 

покриття. 
Зауважимо, що для випадку плоского покриття ( 0)Rδ =/  при нехту-

ванні у (6) теплоємністю покриття ( 0)Ω =  отримуємо граничну умову, на-

ведену в [18], а при нехтуванні термоопором 1( 0)H− =  – узагальнену гра-
ничну умову [1, 3]. 

Для розв’язування використаємо інтегральне перетворення Лапласа 
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де s  – параметр перетворення. 
Розв’язок рівняння (1) у циліндрі в трансформантах з урахуванням 

умов (2), (5), (6) має вигляд 
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де sq
a

=
I

; 1 1h
R H

− λ µδ = − + µ  
I ; Ωχ =

µ
; 0I , 1I  – модифіковані функції 

Бесселя першого роду нульового і першого порядків. 
Застосовуючи обернене перетворення Лапласа до виразу (7), отримує-

мо розв’язок задачі для циліндра у вигляді [37] 



181 

 
2

0

1

2Bi ( ) exp ( Fo)
( ,Fo) 1 ,        0 1

( )
j j

jj

J

Z

∗∞

=

ρ −
θ ρ = − ≤ ρ ≤∑I

æ æ
æ

, (8) 

 2 2 2
0( ) ( ) (1 2 ) Bij j j jZ J ∗= + ε + − ε[ ]æ æ æ æ( ) , (9) 

де jæ  – корені рівняння 
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; 0J , 1J  – функції Бесселя першого роду нульового і 

першого порядків. 
Можна зауважити, що у випадку відсутності покриття ( 0)δ =  формули 

(8)–(10) співпадають із відповідним розв’язком задачі теплопровідності для 
однорідного циліндра [15], а у випадку одношарового покриття ( 1)n =  ці 
формули співпадають із розв’язком, наведеним у [19] для випадку циліндра 
із однорідним покриттям. 

Підставляючи (8) у формули відтворення [37] 
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отримуємо вирази для температури в i -му шарі покриття: 
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Розвиваючи функції Бесселя в асимптотичні ряди [15] у виразі для 
зображення (7), отримуємо наступний вираз для трансформанти контактної 
температури при великих s : 
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Застосовуючи обернене перетворення Лапласа до (13), отримуємо ви-
рази для контактної температури при малих часах  

для 0Ω ≠ , Bi 1 2∗ ≠ / : 2FoBi 1(1,Fo) 1 (1 )
2Bi 1 2

e
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∗
 θ ≈ − + ∆ × ∆− I
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Слід зазначити, що формула (14) для випадку 0,  Bi 1 2∗Ω = ≠ /  за від-

сутності покриття ( 0)δ =  співпадає із відповідною формулою для однорід-
ного циліндра [15]. 

4. Числові результати та їх аналіз. Таким чином, формулами (8), (12) 
дається розв’язок нестаціонарної задачі теплопровідності для циліндра з 
багатошаровим покриттям. Його ефективність і достатню точність встанов-
лено порівнянням з точним розв’язком цієї задачі [5] для випадку чотири-
шарового циліндра [37]. 

На основі отриманого розв’язку проведемо дослідження закономірнос-
тей процесу теплопровідності у системі тіло – багатошарове покриття. Для 
цього розглянемо модельну задачу для циліндра із тришаровим покриттям 
при таких співвідношеннях геометричних і теплофізичних параметрів різ-
них шарів покриття: 

1 2 3: : 3 : 1 : 1δ δ δ = , 1 2 3: : 3 : 10 : 2λ λ λ = , 1 2 3: : 3 : 6 : 1ω ω ω = . 

  

 Рис. 1 Рис. 2 

  

 Рис. 3 Рис. 4 

На рис. 1–3 показано зміну в часі контактної температури (1,Fo)θ = θI  

на поверхні циліндр – покриття для випадків різних товщин Rδ/  покриття 

(рис. 1), в залежності від ефективного термоопору ξ  та ефективної тепло-

ємності покриття ( )Rη = Ω ωI/  (рис. 2), а також в залежності від парамет-

ра Bi  (рис. 3). 
Розрахунки для рис. 1 проведено при 1 10λ λ =I/ , 1 1ω ω =I/ , Bi 1= , для 

рис. 2 – при 0.01Rδ =/ , Bi 1= , для рис. 3 – при 1 10λ λ =I/ , 1 1ω ω =I/ , 

0.01Rδ =/ . 
Ці графіки дозволяють оцінити величину максимально можливої тем-

ператури тіла при високотемпературному нагріві зовнішнім середовищем. 
Як і слід було очікувати, наявність покриття знижує температуру поверхні 
тіла (крива 0Rδ =/  на рис. 1 – покриття відсутнє). Зі збільшенням товщи-
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ни покриття (рис. 1), зі зменшенням його теплопровідності та збільшенням 
теплоємності (рис. 2) зростає його термоізолююча здатність. Збільшення 
коефіцієнта тепловіддачі з поверхні покриття приводить до інтенсифікації 
процесу теплопереносу (рис. 3). 

На рис. 4 показано розподіл температури ( ,Fo)θ = θ ρI  за радіальною 
координатою у системі циліндр – тришарове покриття для моментів часу 
Fo 0.02, 0.1, 0.4=  при значеннях Bi 1, 10, 100= , коли 1 10λ λ =I/ , 1 1ω ω =I/ , 

0.01Rδ =/ . 

Як бачимо на рис. 4, при більших значеннях Bi  розподіл температури 
вздовж товщини покриття більше відхиляється від рівномірного. Зазначимо, 
що такий характер розподілу температури за товщиною покриття немож-
ливо отримати за схемою «зосередженої ємності» [1]. 

5. Висновки. На основі аналітичного розв’язку нестаціонарної задачі 
теплопровідності для циліндра з тонким багатошаровим покриттям, отрима-
ного із застосуванням узагальнених граничних умов, проаналізовано вплив 
геометричних і теплофізичних характеристик покриття та умов теплообмі-
ну із зовнішнім середовищем на процес теплоперенесення у системі тіло –
 багатошарове покриття. У результаті проведеного дослідження виявлено, 
що визначальними параметрами впливу на контактну температуру є ефек-
тивні теплофізичні характеристики покриття – зведені термоопір і тепло-
ємність, а також інтенсивність тепловіддачі з поверхні покриття. Зауважи-
мо, що отриманий замкнений аналітичний розв’язок є відносно простим і 
зручним для практичного використання та враховує перепад температури 
за товщиною покриття, що є суттєвим для подальшого розрахунку термо-
напруженого стану в циліндричних тілах з багатошаровими покриттями. 
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НЕСТАЦИОНАРНАЯ ОДНОМЕРНАЯ ЗАДАЧА ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
ДЛЯ ЦИЛИНДРА С ТОНКИМ МНОГОСЛОЙНЫМ ПОКРЫТИЕМ  
 
На основе аналитического решения одномерной нестационарной задачи теплопро-
водности для цилиндра с тонким многослойным покрытием, полученного с при-
менением обобщенных граничных условий, проведено исследование и выявлены за-
кономерности протекания теплового процесса в теле и покрытии при нагреве 
внешней средой.  
 
NONSTATIONARY ONE-DIMENSIONAL PROBLEM OF HEAT CONDUCTION 
FOR CYLINDER WITH THIN MULTILAYER COATING  
 
Based on the analytical solution of one-dimensional nonstationary problem of heat 
conduction for a cylinder with a thin multilayer coating, obtained with the use of the 
generalized boundary conditions, the analysis has been performed and regularities of the 
heat transfer process in the body and coating under heating by external environment 
have been revealed. 
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