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УДК 539.3 
 
О. Ф. Кривий 
 
МІЖФАЗНE КРУГОВЕ ВКЛЮЧЕННЯ ПРИ ЗМІШАНИХ УМОВАХ 
ВЗАЄМОДІЇ З КУСКОВО-ОДНОРІДНИМ 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНИМ ПРОСТОРОМ 
 

Задачу про кругове абсолютно жорстке включення довільної форми, яке зна-
ходиться з одним трасверсально-ізотропними півпростором в умовах пов-
ного зчеплення і в умовах гладкого контакту з – іншим, зведено до системи 
двовимірних сингулярних інтегральних рівнянь. Одержано розв’язки цієї сис-
теми у явному вигляді, що дало можливість визначити поле напружень і 
зміщень в околі включення під довільним навантаженням. Визначено залеж-
ності поступальних і колових зміщень включення від рівнодійних наванта-
жень, головних моментів та пружних властивостей півпросторів. Дослідже-
но асимптотику напружень в околі включення і визначено напрямки най-
більшої і найменшої концентрації напружень. 

 
Задачі про міжфазні дефекти в кусково-однорідних середовищах роз-

глядали багато авторів. При цьому дослідження в основному обмежувались 
або двовимірними анізотропними середовищами [6, 7, 9, 16, 17, 20], або кус-
ково-однорідними ізотропними просторами та осесиметричними задачами 
для трансверсально-ізотропних просторів [3, 10, 12, 14, 15, 18, 20, 25, 26]. 
Що стосується загальніших випадків, зокрема кусково-однорідних анізо-
тропних просторів, а також неосесиметричних задач для кусково-однорід-
них трансверсально-ізотропних середовищ, то відомі лише чисельно-аналі-
тичні розв’язки [13, 21, 22, 25] задач про тріщини, які базуються на резуль-
татах праць [11, 23, 24]. 

Нижче з використанням розривного розв’язку для кусково-однорідного 
трансверсально-ізотропного простору [5, 19] задачу про кругове включення 
довільної форми, яке знаходиться в змішаних умовах повного зчеплення і 
гладкого контакту з різними трасверсально-ізотропними півпросторами, 
зведено до системи п’яти двовимірних сингулярних інтегральних рівнянь 

(СІР) у просторі узагальнених функцій повільного зростання 3( )S′ R . На 
основі узагальнення результатів праці [4] побудовано аналітичний розв’язок 

вказаної системи у просторі 3( )S′ R , що дало можливість отримати роз-
в’язок поставленої задачі за будь-якого навантаження та визначити пове-
дінку напружень в околі включень. Одержано залежності поступальних і 
колових зміщень включень від навантаження за різних видів їх взаємодії із 
середовищем та від пружних характеристик півпросторів. 

1. Формулювання та системи СІР задачі. Нехай у площині 0z =  з’єд-
нання двох різних трансверсально-ізотропних півпросторів розташовано 
абсолютно жорстке включення, що займає область Ω . До включення при-
кладене довільне навантаження, дія якого зводиться до рівнодійної сили 

1 2 3( , , )P P P=P  і головного моменту 1 2 3( , , )M M M=M . Розташування повер-
хонь включення після деформації описують функції 

 0 0
6 6 0 ( , ),       ( , ) ,       ,       4,5k kx y x y k± ± ±ζ = ζ + ϑ ∈ Ω ζ = ζ = , 

 0 0 0
4 5 6,       ,       x z y z z y xy x x yζ = δ − φ ζ = δ + φ ζ = δ + φ + φ , (1) 

0 ( , )x y±ϑ  задають форму включення відповідно при 0z = ± ; , ,x y zδ δ δ  і xφ , 

,y zφ φ  – поступальні переміщення включення і кути повороту включення 

навколо відповідних осей. Нехай верхня грань включення 0z = +  зчеплена 

з півпростором, а нижня грань 0z = −  знаходиться в умовах гладкого кон-
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такту з іншим півпростором. Відомими в області Ω  в цьому випадку будуть 
такі функції: 

 0
6 6 0 0( , ) ( , ) (1 1) ,     x y x y± ± ± + −χ = ϑ + ± ζ ϑ = ϑ ± ϑ , 

 0 0
4 4 5 5 2 3( , ) ,     ( , ) ,     ( , ) ( , ) 0,   ( , )x y x y x y x y x y+ + − −ξ = ζ ξ = ζ ξ = ξ = ∈ Ω . (2) 

Тут введено позначення 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),         1, ,6k k k kx y w x y x y x y k±± + −χ = = ξ ± ξ = … , 

 6
1( , ) ( , , 0),   ( , , ) , , , , ,k k k k z yz xzx y w x y w x y z u v w±

=ξ = ± = = σ τ τw { } { } . 

Враховуючи умови ( , ) 0,  1, ,6,  ( , )k x y k x y−χ = = ∉ Ω… , які відображають 

факт з’єднання півпросторів поза включенням, поставлену задачу за допо-
могою останніх п’яти співвідношень (25) з праці [5] зведемо до системи 
п’яти двовимірних СІР 

 2
22 21 1 22 0 23 23 1( 2) 2 ( , )q q D h q D q DD u q D u g x y+ − + −− τ + + τ + + =K K K K[ ] [ ] [ ] [ ] , 

 2
22 21 1 22 0 23 23 1( 2) 2 ( , )q q D h q D q DD u q D u g x y+ − + −− τ + + τ + + =K K K K[ ] [ ] [ ] [ ] , 

 33 31 0 1 32 32 33 0 2( 2) 2 ( , )q u q h q q D q D u g x y+ + − −+ − + τ + ωτ − =K K K K[ ] [ ] [ ] [ ] , 

 33 31 0 1 32 32 33 0 2( 2) 2 ( , )q u q h q q D q D u g x y+ + − −+ − + τ + ωτ − =K K K K[ ] [ ] [ ] [ ] , 

 41 1 42 0 0 43 32 ( , )q h q q D u D u g x y+ τ + τ − + =K K K K K[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( ) ( )  (3) 

відносно невідомих функцій 

 1 3 2 4 5,    ,    h h ih u h ihτ = + = + ,  

 5
1 1 2 3 4 5( , ) ( , ),  ( , ),  ( , ),  ( , ),  ( , )k kh x y x y x y x y x y x y− + + − −

= = χ ξ ξ ξ ξ{ } { } . (4) 

Тут позначено 

 2 0 0
1 24 6 23 0 23 0 0 4 52 ,       g q D q DD u q D u u i− + −= χ + + = ζ + ζK K[ ] [ ] , 

 2 23 0 34 6 33 0 0(2 )g q u q D q D u+ − −= − − χ −K K[ ] [ ] , 

 3 6 44 6 43 0 02 2g q q D u D u+ −= χ − χ − +K K[ ] [ ]( ) , 

 0
0

( , ) ( , )1 1,         
2 2

f x y f x y
f dx dy f dx dy

r
Ω Ω

′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′= =

π π ω∫∫ ∫∫K K[ ] [ ] , 

 0 1 2( ) ( ),       ,       x x i y y r D i′ ′ω = − + − = ωω = ∂ + ∂ , 

1 2 3,  ,  
x y z
∂ ∂ ∂∂ ≡ ∂ ≡ ∂ ≡

∂ ∂ ∂
; ,kn knq q±  – сталі, які виражають через коефіці-

єнти узагальненого закону Гука [8], наведено в роботі [5]. Величини xδ , yδ , 

zδ  і xφ , ,y zφ φ  визначимо із шести рівнянь рівноваги: 

 4( , ) ,          1,2,3k kx y dx dy P k−
Ω

χ = =∫∫ , (5) 

 2
1

1
( , )

Mx
x y dx dy

y M
Ω

   χ =   
   ∫∫ , 

 2 3 3( , ) ( , )x x y y x y dx dy M
Ω

χ − χ =∫∫ ( ) . (6) 
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2. Розв’язання задачі. Нехай включення займає кругову область з 

центром у початку координат: 2 2x y aΩ = + ≤{ } . Перейдемо до цилінд-

ричної системи координат ( , , )zρ ϕ  і позначимо 

 3 2 4 5,         i u i+ + − −τ = ζ + ζ = ζ + ζ% % , 

 1( , ) ( , , 0),      ( , , ) , , , , ,k k k k z z zw w z u v w± ∗ ∗
= ϕ ρ ρ ϕζ ρ ϕ = ρ ϕ ± ρ ϕ = σ τ τ6 { }{ } . 

Враховуючи зв’язок 

 ( cos , sin ) ( , ),       ( cos , sin ) ( , )i ie u e uϕ ϕτ ρ ϕ ρ ϕ = τ ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ = ρ ϕ% % , (7) 

введемо нові невідомі функції 

 1 1 2( cos , sin ),       ( cos , sin ) iv h v e− ϕ= ρ ϕ ρ ϕ = τ ρ ϕ ρ ϕ , 

 3 ( cos , sin ) iv u e− ϕ= ρ ϕ ρ ϕ , (8) 

які розшукуватимемо у вигляді 

 ( , ) ( ) ,       0,       1,2,3k in
k n

n

v V e n k
∞

ϕ

=−∞
ρ ϕ = ρ ≥ =∑ , (9) 

де 

 1 ( , )
2

k in
n n k kV v v e d

π
− ϕ

−π

= Φ ≡ ρ ϕ ϕ
π ∫[ ] , 

 1 1 2
2,           ( )n n n nV V V v− −= ρ = Φ [ ] . 

Введемо такі позначення: 

 3 1 1 3 3 1 1 3,      ,      n n n n
n n n nV V V V− − + − −

ρ − ρ − ρ
∂= ρ ∂ ρ = ρ ∂ ρ ∂ ≡

∂ρ
%% [ ] [ ] , 

 , , ,
0 0

( ) ( , ) ,       ( , ) ( ) ( )
a

k n k n k n k nW f f r W r r dr W r J t J rt dt
∞

∗ ∗= ρ ρ = ρ∫ ∫[ ] , 

 1 24 12 ,0 002 2 4 1n
n n n z nG q c q i W−= Θ + ρ + φ δ% [ ] , 

 2 24 0 12 00 ,02 2 2 1n n z nG q c q i W−= Θ + − φ δ%( )[ ] , 

 3 33 33 10 ,0 34 1, 1(2 ) 2 1 2n z n n n nG i q q W q W+ − −
+ += φ ρ − + δ − Θ%( )[ ] [ ] , 

 4 33 33 10 ,0 33 ,1(2 ) 2 1 ( 2)n z n xy nG i q q W q+ − += φ ρ − + δ + − ∆ δ +( )[ ]  

 34 1, 12 n n nq W −
+ ++ Θ%[ ] , 

 5 ,0 ,1 444 2 2 2n z n yx n n nG q+ −= δ δ + φ ρδ + Θ − Θ , 

 0 ,        n n
n n n n
± ± ± − ±

ρΘ = Φ ϑ Θ = ρ ∂ ρ Θ%[ ] [ ] , 

 ,       xy x y yx y xi i∆ = δ + δ φ = φ + φ , 

,k nδ  – символ Кронекера; сталі nc  визначаються із умов 

 3

0

( ) 0,         1,2,
a

nV d nρ ρ = =∫ % … . (10) 

Справджується таке твердження. 
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Теорема. Для того щоб функції 2( , ) ( ),  1, ,5kh x y S k′∈ = …R , були роз-

в’язками системи рівнянь (3), необхідно та достатньо, щоб при 0n ≥  

справджувались в 2( )S′ R  такі рівності ( 0,aρ ∈ [ ] ): 

 1 3 3 2
, 21 23 23 22 , 12 (2 )n n n n n n n nW q V q V q V q W V+ − +

− ++ + + − +%%[ ] [ ]  

 2
22 , 1 1n n n nq W V G−

− −+ =[ ] , 

 1 3 3 2
, 21 23 23 22 , 12n n n n n n n nW q V q V q V q W V+ − −

− ++ + + +% %[ ] [ ]  

 2
22 , 1 2(2 ) n n n nq W V G+

− −+ − =[ ] , 

 2 2 1 3
32 1, 1 32 1, 1 1, 31 332 (2 )n n n n n n n n n nq W V q W V W q V q V+ − +

+ + + − − +− − + + +%[ ] [ ] [  

 3
33 3n nq V G−

−+ =% ] , 

 2 2 1 3
32 1, 1 32 1, 1 1, 31 332 (2 )n n n n n n n n n nq W V q W V W q V q V+ − +

− − − − + − −− + + + +%[ ] [ ] [  

 3
33 4n nq V G−+ =% ] , 

 1 3 3 2 2
, 41 43 42 , 1 , 1 52n n n n n n n n n n n nW q V q V V q W V W V G− + − −+ + + + =%%( ) ( )[ ] [ ] [ ] . (11) 

 Д о в е д е н н я.  Перейдемо в системі (3) до полярних координат і за-
стосуємо скінченне перетворення Фур’є. Тоді, враховуючи подання (7)–(9), 
формулу [10] 

 ( )

2 2
0

1 ( ) ( )
2 cos ( )

k
k k

k

e J t J rt dt
s r

∞∞
− φ−ψ

=−∞
= ρ

ρ − ρ φ − ψ +
∑ ∫ , 

теорему про згортку і співвідношення 

 *
1,

1 ( , )
i n

n ni

e d
W r

re

π − ϕ

±± ϕ
−π

ϕ = ± ρ
π ρ −∫ , 

одержані шляхом контурного інтегрування, після очевидних перетворень 
одержимо систему рівнянь (11). Доведення завершує те, що оператор nΦ  є 

ізоморфізмом в 2( )S′ R . ◊ 
Розглянемо систему (11) спочатку при 0n = . Ввівши позначення 

 1 2 2
10 0 0 0 0( ),     ( ) ( 1) ( ) 2,     2,3k

kU V U V V k= ρ = ρ + − ρ =/( ) , 

 3 2
0 0 0( ) ( 1) ( ) 2,      4,5k

kU V V k= ρ + − ρ =%% /( ) , (12) 

після очевидних перетворень зведемо (11) до двох незалежних систем 

 21 00 10 22 01 20 23 00 40 10(1 )q W U q W U q W U Q+ − + =[ ] [ ] [ ] , 

 31 10 10 32 11 20 33 10 40 20(1 )q W U q W U q W U Q− + − + =[ ] [ ] [ ] , 

 41 00 10 42 01 20 43 00 40 10q W U q W U q W U Q− + =[ ] [ ] [ ] , (13) 

 11 01 30 12 00 50 10(1 )q W U q W U Q− + = %% %[ ] [ ] , 

 21 11 30 11 10 50 20(1 )q W U q W U Q− + = %% %[ ] [ ] . (14) 
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Тут позначено 

 10 10 20 20 30 40 30 50( ) 4,  ( ) 4,       2     Q G G Q G G Q G= + = + =/ / / , 

 10 10 20 20 30 40( ) 4,        ( ) 4Q G G Q G G= − = −% %/ / . 

Введемо оператори 

 1 2 2 2,      ,     1,2k k k k
k kf f f f k− − ∗ − −

∗ ρ ∗Π = ρ ℑ ρ Π = − ρ ∂ ℑ ρ =[ ] [ ][ ] [ ] , 

 02 2 2 2
0

  
( ) ( )

,         
a f t dt f t dt

f f
t t

ρ

∗
ρ

ℑ = ℑ =
− ρ ρ −

∫ ∫[ ] [ ] , 

 1 1 2 0
0

    ( ) ,     S f f d S f f
ρ

ρ= ∂ Π ρ ρ = ℑ ρ∫[ ] [ ] [ ] , 

і перейдемо в системах (13), (14) до нових невідомих функцій  

 1
0 1 0 0 1 0( ) ,      ( ) ,      1, 4,5k k k kU U k− ∗η ρ = Π ρ = π Π η =[ ] [ ] , 

 1
0 2 0 0 2 0( ) ,      ( ) ,      2,3k k k kU U k− ∗η ρ = Π ρ = π Π η =[ ] [ ] . (15) 

Для цього застосуємо до першого і третього з рівнянь системи (13) і до пер-
шого з рівнянь системи (14) оператор 2S , до других рівнянь обох систем –

оператор 1S , і продовжимо невідомі функції на проміжок ( , 0a− ] : 

 0 0 0 0( ) ( ),     1, 4,5,      ( ) ( ),      2,3k k k kk kη − ρ = η ρ = η − ρ = − η ρ = .  

У результаті замість (13), (14) одержимо системи СІР 

 0 1( ) ( ) ( )t t+ = ρB A f [ ] [ ]l l , (16) 

 0 1( ) ( ) ( )t t+ = ρB A f%% %% % [ ] [ ]l l . (17) 

Тут введено позначення 

 0
sgn ( ) sgn ( )

( )
2

a

a

t t
f f t dt

−

ρ − +
= ∫[ ]l , 

 1
1 ( ) ln

a

a

tt dt
t

−

=
π ρ −∫ [ ]l , 

 
22

3
31 33 , 1

42

0 1 0
0 1

0 0
kj k j

q
q q a

q
=

−
= + =

−
A { } , 

 
21 23

3
32 , 1

41 43

0
0 0

0
kj k j

q q
q b

q q
== =B { } , 

 2 211 12
, 1 , 1

11 21

1 0 0
,        

0 1 0 kjkj k j k j
q q

a b
q q= =

−
= = = =+A B

% %% %%% %{ } { } , 

 3 2
1 10 20 40 1 30 50, , ,               ,k k k k= == η = η η η = η = η η% %{ } { } { } { }  , 

 3
1 2 0 2 1 20,         ,       1,3,     k k k kf f S Q k f S Q== = = =f { } [ ] [ ] , 

 2
1 1 2 10 2 2 20,    ,            k kf f S Q f S Q== = =f% % % %% %{ } [ ] [ ] . 
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Зробивши підстановки 

 3
1( ) ( ),        ( ) ( )k k

∗ ∗ ∗
=ρ = ρ ρ = η ρS { }   , 

 2
1( ) ( ),        ( ) ( )k k

∗ ∗ ∗
=ρ = ρ ρ = η ρS%% % % %{ }   , (18) 

матричні рівняння (15), (16) подамо у вигляді 

 0 1( ) ( ) ( )∗ ∗ ∗ρ + ρ = ρJ f[ ] [ ] l l , (19) 

 0 1( ) ( ) ( )∗ ∗ ∗ρ + ρ = ρJ f%%% %[ ] [ ] l l , (20) 

де 

 1 3 1 3
1 , 1( ) ( ) ( ) ( ) ,        ( )k k kj k jf t∗ − ∗ −

= =ρ = ρ = ρ =f BS f BS{ } { } , 

 1 3 1 3
1 , 1( ) ( ) ( ) ( ) ,         ( )k k kj k jf t∗ − ∗ −

= =ρ = ρ = ρ =f BS f BS% % %% %% % %{ } { } . 

Матриці J , S , J% , S%  визначаються із умов 

 ,         det 0= − =AS BSJ A JB , 

 ,         det 0= − =AS BSJ A JB% %% % % % % %   

і мають вигляд 

 
23 12 12

0 0 0

0 21 32 32

0 0 0
0 0 ,             0
0 0

a m m

a m m
= λ = λ − λ

− λ −
J S , 

 21 12 23 32 33 12 13 32
0 12

22 1
,         ,        

a m a m b a b a
m

b m∗ ∗
+ −

λ = λ λ = = , 

 1211 32 31
32 1 11 33 13 31

1
,       

ab a b a
m m b b b b

m

−
= = − , 

 
1 1

0 22 21 22 21

0 0 0

0
,               

0

a b a b− −λ
= =

− λ λ − λ
J S

% % %% %%%
% % % , 

 11 22
0

12 21

,                       
a a

b b∗ ∗λ = λ λ =
% %% % %
% % . 

При цьому для відомих комбінацій трансверсально-ізотропних матеріалів 
[1] виконуються нерівності 

 0,         0∗ ∗λ > λ >% . (21) 

Функції ( ),  1,2,3j j∗η ρ = , ( ),  1,2j j∗η ρ =% , згідно з умовами (21) слід роз-

шукувати в класі функцій з інтегровною особливістю на одному із кінців 
інтервалу [2], тому розв’язки систем (19), (20) подамо так: 

 ( ) ( ) ,          1,2,3j j jf j∗ ∗
ρη ρ = ℜ ∂ ρ =[ ] , 

 ( ) ( ) ,          1,2j j jf j∗ ∗
ρη ρ = ℜ ∂ ρ =%%% [ ] . (22) 

Тут введено позначення 

 1

( ) ( )1,       ( )
( )

a
j j

j
ja

f t dtf f f f
t t∗ −

λ ω ρ ℜ = ℜ = ρ − π ω − ρ ∫[ ] [ ]
æ

, 

 0 0( ) ,     ( 1) ,     ( 1) ,         2,3
j

j j
j j j

a
j

a

γ+ ρ ω ρ = λ = − λ γ = − α = − ρ 
, 

 2
0 0 0

1 arctg ,     1∗α = λ = + λ
π

æ , 
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( ) ( )1 ( )

( )

a
j j

j
ja

f t dtf f
t t∗ −

λ ω ρ ℜ = ρ − π ω − ρ ∫
% %%

% %[ ]
æ

, 

 1 1
0 0( ) ,     ( 1) ,     ( 1) ,     1,2

j
j j

j j j
a

j
a

γ
+ ++ ρ ω ρ = λ = − λ γ = − α = − ρ 

%
% %% % % , 

 2
0 0 0

1 arctg ,     1∗α = λ = − λ
π

% %% %æ . 

Враховуючи формули (18), (22), розв’язки системи (19), (20) подамо у 
вигляді 

 
3

( ) ( )

, 1

1( ) ( ) ,     ,      , , 1,2,3j j
j k m jk kmkm km

k m

f s t j m kρ
=

η ρ = β ℜ ∂ ρ β = =
π ∑ [ ] , (23) 

 
2

( ) ( )

, 1

1( ) ( ) ,     ,      , , 1,2j j
j k m jk kmkm km

k m

f s t j m kρ
=

η ρ = β ℜ ∂ ρ β = =
π ∑ %% %% %% %[ ] . (24) 

Нехай 1n ≥ . Позначимо 

 2 2( ) ( 1) 2k
kn n nU V V∗

−ρ = + −%( )/ , 

 3 3
2, ( ) ( 1) 2,      2,3k

k n n nU V V k∗
+ −ρ = + − =%%( )/ , 

 1 2 1 2 1 2
1 ( ) ,        n n n
n n n a nU V V V∗ − − −

ρρ = ≡ − ρ ∂ ρ ρI%% { }[ ] , 

 1( ) ,         
a

a f sf s ds ρ ρ
ρ

≡ ∂ ≡ ∂
ρ∫I %[ ] . (25) 

Тоді, враховуючи властивості 

 2 2 2
, 1 , 1

0

,         ( ) 0
a

n
m n n m n n nW V W V V d+ −= − ρ ρ ρ =∫% %[ ] [ ] , (26) 

співвідношення, що випливають із властивостей функцій Бесселя [10]: 

 1 1 1
, 1 ,1( 1) ,   1, 4,5,   1,0, 1n n n

n n pn pnW U W U p∗ − + − − −
+ ρ += − ρ ∂ ρ = = −% { }[ ] [ ]l l

l l l , 

 1 1 1
, 1 1 ,0( 1)n n n

n n pn pnW U W U∗ − + − − −
+ − ρ += − ρ ∂ ρ% { }[ ] [ ]l l

l l , 

 2,3,       1,0, 1p = = −l , (27) 
відносно нових невідомих функцій 

 1 1( ) ,         1, 4,5n n
pn a pnU U p− − − ∗ρ = ρ ρ =I [ ] , 

 1 1( ) ,            2,3n n
pn a pnU U p− − ∗ρ = ρ =I [ ] , 

після очевидних перетворень із (11) одержимо дві системи 

 21 11 1 22 10 2 23 11 4 1(1 )n n n nq W U q W U q W U Q+ − + =[ ] [ ] [ ] , 

 31 01 1 32 00 2 33 01 4 2(1 )n n n nq W U q W U q W U Q− + − + =[ ] [ ] [ ] , 

 41 11 1 42 10 2 43 11 40 1n n nq W U q W U q W U Q− + =[ ] [ ] [ ] , (28) 

 11 10 3 12 11 5 1(1 ) n n nq W U q W U Q− + = %% %[ ] [ ] , 

 21 00 3 11 01 5 2(1 )n n nq W U q W U Q− + = %% %[ ] [ ] . (29) 
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Тут позначено 

 1 24 10 1, 2,( )n n n nQ q W −= Θ + ρ ψ + ψ%[ ] , 

 1 2 1( ) n n n n
n a n
± − − − ±

ρΘ ρ = ρ ρ ∂ ρ ΘI% [ ] , 

 2
2 34 00 4, 0 3,

1
2n n n nQ q W c−

∗= − Θ + ρ + ψ + ρ ψI% ( )[ ] [ ] , 

 2 1
0

0

( ) ( )f s f s ds
ρ

−
ρρ = ∂ ρ ∫I %[ ] , 

 3 10 44 5, 1 1, 2,
1,         ( )
2n n n n n n nQ W q Q+ −= Θ − Θ + ρψ = ρ ψ − ψ%% %[ ] , 

 2
2 4, 0 3,

1
2n n nQ c∗= ρ − ψ + ρ ψI% ( )[ ] , 

 ( )
2

12
, ,1 , ,1 0,

1

( ) (1 ) (2 ) !
n

j
k n n k j n j

j

c j c
−

−∗ ∗

=
ψ ρ = − δ ρ + δ∑ , 

*
0,2 0,1 0,3 0,4 33 0,5,  0,  ( 2) ,  n xy yxc c c c c q c∗ ∗ ∗ ∗ += = = = − ∆ = φ ; ,, ,n k jc c c∗

∗ , 1, 2j n= −… , 

1, ,5k = … , – сталі, які визначаємо відповідно з умов (10), (27) і умов 

 1 1 1
1 2 3 4 5, , , , 0j
n n n n nU U U U U− − −

ρ∂ ρ ρ ρ =% { } . 

Застосуємо до першого і третього рівнянь системи (28) і до першого 
рівняння системи (29) оператор 2S , а до других рівнянь обох систем – 

оператор 1S . Тоді, ввівши нові невідомі функції і продовживши їх на про-

міжок ( ,0)a− : 

 1
2 2( ) [ ( )],     ( ) ( ) ,       ( ) ( )kn kn kn kn kn knU U t − ∗η ρ = Π ρ = π Π η ρ η − ρ = − η ρ[ ] , 

 1, 4,5k = , 

 1
1 1 1 1 1( ) ( ) ,     ( ) ( ) ,     ( ) ( )kn n kn kn n nU U − ∗η ρ = Π ρ ρ = π Π η ρ η − ρ = η ρ[ ] [ ] , 

 2,3k = , (30) 

системи (28), (29) зведемо до систем (16), (17), в якій 

 1 2 4 3 5( ),  ( ),  ( ) ,           ( ),  ( )n n n n n= η ρ η ρ η ρ = η ρ η ρ% % %{ } { }  , (31) 

 2 1 1 2 2 3 2 1 1 2,  ,  ,        ,  n n n n nS Q S Q S Q S Q S Q= =f f% % %[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]{ } { } . (32) 

При цьому функції (31) визначаються формулами (23), (24) з урахуванням 
(32). Отже, співвідношення 

 1 2 2
0 10 0 20 30 0 20 30( ) ,       ( ) ,       ( )V U V U U V U Uρ = ρ = + ρ = − , 

 1 1 1 1
1( ) ( 1)n n n

n nV U− − −
ρρ = − ρ ∂ ρ% [ ] , 

 2 1 1 1
2 3( ) ( 1)n n n

n n nV U U− − −
− ρρ = − ρ ∂ −% ( ) , 

 2 1 2 1 2
2 3( ) ( 1)n n n n n

n a n nV U U− − − −
ρ ρρ = − ρ ∂ ρ ρ ∂ ρ +I %[ ]( ) , 

 3 1 1 1
1, 4 5( ) ( 1)n n n

n n n n nV W U U− − −
+ ρρ = − ρ ∂ ρ +%[ ]{ ( )} , 

 3 1 1
1, 4 5( ) ( 1) ,        0n n n

n n n n nV W U U n− −
− − ρρ = − ρ ∂ ρ − >%[ ]{ ( )} , 

формули (15), (30) та розвинення (9) визначають розв’язки системи (11). 
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3. Осесиметричне включення. Кількість доданків у розвиненнях (9) 
безпосередньо залежить від форми включень і, як правило, є обмеженою. 
Нехай, наприклад, форма включення є осесиметричною: 

 2 2
0 0 ,0),          ( , ) ( ( ) ( )n n nyx y x F F± ± ± ±ϑ = ϑ + ρ = Φ ϑ = δ ρ[ ] . 

Тоді в розвиненні (9) залишаться три доданки при 1,0,1n = − . Напруження 
і дотичні переміщення набудуть вигляду 

 10 11
1 1 Re i

z e− ϕ
ρ ∗ ρ ∗σ = − ∂ ℑ ρη − ∂ ℑ ρη

πρ π
{ }[ ] [ ] , 

 2
20 30 21 310

1( ) ( )i
z z z

i e ϕ −
ρ ϕ ρ ∗ ρ ∗=+

ρτ + τ = − ∂ ℑ η + η − ∂ ρ ℑ ρ η + η −
πρ π

[ ] [ ]  

 21 31
1 ( )ie− ϕ

ρ ∗− ∂ ℑ ρ η − η
πρ

[ ] , 

 40 50 41 510

1 2( ) Re ( ) Im ( )i i

z
u iu e i eϕ ϕ

ρ ϕ ∗ ∗=−
+ = − ℑ η + η − ℑ η + η

πρ π
[ ] [ ] . (33) 

Функції ( )knη ρ , наприклад, для монетоподібного включення мають вигляд 

 10 11 12 2,3 20 22 2,3 40 41 42 2,3( ),     ( ),     ( )+ − +η = µ + µ ω ρ η = µ ω ρ η = µ + µ ω ρ , 

 30 31 1,2 0 1,2 50 51 1,2 0 1,2( ) ( ) ,    ( ) ( )    i a i a− + + −η = µ ω ρ − ρα ω ρ η = µ ω ρ − ρα ω ρ% % % % % %{ } { } , 

 11 10 11 2,3 12 2,3 21 21 2,3 22 2,3    ( ) ( ),  ( ) ( )+ − + −η = µ + µ ρω ρ + µ ω ρ η = µ ω ρ + µ ρω ρ% % % % % , 

 31 31 1,2 32 1,2 51 51 1,2 52 1,2( ) ( ),             ( ) ( )+ − + −η = µ ω ρ + µ ρω ρ η = µ ρω ρ + µ ω ρ% % % %% % % % , 

 41 40 41 2,3 42 2,3 2,3 2 2( ) ( ),     ( ) ( ) ( )+ − ± + −η = µ + µ ρω ρ + µ ω ρ ω ρ = ω ρ ± ω ρ% % % , 

 (1) 1
1,2 1 2 11 3 2 11 10 33 11( ) ( ) ( ),      (2 (1 )) 2P n am q hm s± + − −

∗ω ρ = ω ρ ± ω ρ µ = β + +% % % / , 

 (3) 1
12 3 2 0 11 10 33 * 12(4 (1 )) 2P n am q hm s−µ = − λ β π + + / , 

 1 3 1
22 3 31 0 32 10 22 31 3 0 0(4 ) 2,     (16 )P q a q m hm s M a− −

∗µ = − π α + µ = λ π α% %/ , 

 (3) 1
41 3 2 11 10 33 31 10 21 43 23 41(2 (1 )) 2,        P n am q hm s m q q q q−

∗µ = β + + = −/ , 

 (3) 1 1
42 3 1 0 11 10 33 32 10(4 (1 )) 2,     1P n am q hm s m m− −

∗ ∗µ = − λ β π + + = −/ , 

 2 3 1
51 3 0 21 0 22(16 (1 ))M q a q −µ = λ π α +% %% % , 

 1 43 31 23 42 2 41 22 21 42,            ( 1)n q q q q n q q q q= + = − − , 

 ( ) ( ) 0 ( ) ( )
24 44 11 3 1 32( ),        2j j j j

jk jk yxk k k ks q q s c= β − β = β + φ β , 

 0 0
33 33 33 222,           1 ( ) 2jk xys c q q q q±

∗= ± ∆ = − + %/ /( ) , 

 0 0 (1)
10 11 11 12 12 22 0 11,       ,        2s s s a+µ = µ = µ = − β + α µ% % % %( ) , 

 0 (1) (2) 0
22 22 32 1 11 21 22 0 22,      ,      2s c s as+µ = µ = β µ = β − α%% % % , 

 (1) (1) (1) 0
31 22 0 1 11 32 1 11 40 312 ,        ,        s ac c s−µ = β − α β µ = β µ =% % %%% % % , 

 0 (3) 0
41 32 42 22 0 32,         2s s as+µ = µ = − β + α% % ( ) , 

 (2) (2) (2)
51 1 11 52 22 0 1 11,        2c s ac−µ = β µ = β − α β% % %%% % , 
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h  – товщина включення. Невідомі сталі 1,c c∗  і величини xy∆ , yxφ  визна-

чаємо із умов (5), (6), (10), (26), які можна подати у вигляді системи ліній-
них алгебраїчних рівнянь 

 0 (1) 21
10 1 12 0 22 23 4

Ma as s
a

+µ + − α β =% æ ( ) , 

 (2) 0 021
22 0 22 1

1 0

2
,             

4
P

s as
a

+ πα
β − α = =

λ
æ

æ
, 

 (1) (1) 021
22 0 1 11 1

1 0

2
,         

4
P

s ac
a

+ πα
β − α β = − =

λ

%% % % %% æ
æ

, 

 0 (3) (2) (2)
10 1 32 0 22 1 1 11 0 22 0

3
a as s c s+ −µ + − α β + β + α β =% %% %% æ æ( ) ( ) . 

Для величин ,z zδ φ  мають місце формули 

 
(3) (3)

3 11 21 1 3 21
3

1 1 22

( )
,         

2 16 (1 )
z z

P M q
a a q

β + β
δ = − φ =

π π −

%
% %

æ
æ æ

. (34) 

Розвинення (33) та інтегральні співвідношення для кусково-однорідного 
трансверсально-ізотропного простору [5] дозволяють записати вирази для 
напружень у площині з’єднання півпросторів при aρ > : 

 20 2114
10 2 2 3 2

0

( ) 2 Re ( )2
( , )

( )

a i

z z

t t e tq
dt v

t

ϕ
∗

=

η − ρ η
σ = + ρ ϕ

π ρ −∫ /

( )
, 

 0
22 2 3 20

0

( , , )1( ) ( , )
( )

a

z z z

t
i dt v

t
∗

ρ φ =

τ ρ ϕ
τ + τ = + ρ ϕ

π ρ −∫ / . (35) 

Тут введено позначення 

 2
0 21 20 21 11 23 41( , , ) ( ) 2 Re ( ( ) ( ))it q t t e q t q tϕτ ρ ϕ = ρ η − η − η −( )  

 12 112 Im ( )iitq e tϕ− η% , 

 
2

12 21 21
1 3 2 2

0

8 Re ( ( ) ( ))
( , )

a iq e t t t
v dt

t

ϕ
∗ η + η

ρ ϕ = +
πρ ρ −

∫
( )

 

 
2

14 2
2 1 1ha aq ρ

   + ∂ +   π ρ ρ   ρ
D , 

 1
2 2 2 2

0

( , , )2 1( , )
a t t

v dt i
t

ϕ∗
ρ

∂τ ρ ϕ  ρ ϕ = + ∂ + × π ρ πρ ρ −
∫  

 
2 2 2

2 23
0

( , , ) 1
a

i
xy

it dt at e q
t

ϕ − ϕ +
ρ

∂ρ −   × τ ρ ϕ − + ∂ + δ +   ρ π ρ   ∫ (  

 23 122

21 1 1i z
xy

i aa ae q qϕ −
ρ

φ     + δ + ∂ +     ρ π ρ ρ ρ     ρ
D K%) , 

 1 23 11 12 11 21 11 11( ( ) ( )) Re ( ( )) Re ( ( ))i i ie q t q t q e t i e tϕ ϕ ϕτ = η − η − η + ρ η% ( ) , 

 2 23 41 51 23 41 51( ( ) ( )) ( ( ) ( ))i iq e t t q e t t+ ϕ − − ϕτ = η + η − η + η , 

2 22

2 2 2 2
0 0

sin
( ) ,  ( )

1 sin 1 sin

t dt dtk k
k t k t

π π

= =
− −

∫ ∫D K
/ /

 – повні еліптичні інтеграли. 
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Використавши результати роботи [2], неважко встановити наступні 
асимптотичні розвинення при 0aρ → + : 

 
0

0

3 2
2,3 0

2 2 3 2 1 1 2
0

( ) (2 1)(2 )1
( ) 8 ( )

ka k

k

t t aadt
t a

± α−

+ +α

ω α −= ±π ρ − ρ −∫
/

/ /  

 
0

0

0

1 20
1 2

(2 1)(2 ) 1 1 ( )
( )

a
O

aa

−α
ε− −α

−α

α + ± + + ρ
ρ −ρ −

∓ /
/ . 

На основі цих асимптотичних розвинень одержимо асимптотичні подання 
розв’язків при 0aρ → + : 

 0 01 2 1 21 2
11 12 130

( ) ( ) ( )z z
k a k a k a− −α − +α−

=σ = − ρ + − ρ + − ρ +/ //  

 01 2( ),         0O ε− −α+ ρ ε >/ , 

 0 1 2 1 2
21 220

( ) ( )z z
k a k a−α − −

ρ =
τ = − ρ + − ρ +/ /  

 0 01 2 1 2
23 ( ) ( )k a Oα − ε− −α+ − ρ + ρ/ / , 

 0 1 2 1 2
31 320

( ) ( )z z
k a k a−α − −

ϕ =
τ = − ρ + − ρ +% / /  

 0 01 2 1 2
32( ) ( )k a Oα − ε− −α+ − ρ + ρ% %/ / . (36) 

Коефіцієнти jnk  подамо у вигляді 

 0 1 212
11 0 22 22 21

0
(2 1)(2 ) 2Re ( )

4
iq

k a e aα − ϕ= α − µ − µ + µ
λ

% %/ [ ]( ) , 

 0 1 212
13 0 22 22 21

0
(2 1)(2 ) 2Re ( )

2
iq

k a e a−α − ϕ= − α + µ + µ + µ
λ

% %( )/ [ ] , 

 1 212
12 22 22

0
(2 ) 2 Re

2
iq

k a a e− ϕ= µ − µ
λ

%/ [ ]( ) , 

 1 212
32 0 51 52

0

(2 ) 2 Im
4

iq
k a e− ϕ= − α µ − µ

λ

%
% %%

/ [ ]( ) , 

 0 1 20
21 21 12 23 42

0

2 1
(2 )

8
k a aq qα −α −

= µ − µ −
λ

/ {  

 21 11 23 41 422Re ( )ie aq q aϕ− µ + µ + µ% % %[ ]( ) } , 

 0 1 20
23 21 12 23 42

0

2 1
(2 )

8
k a aq q−α −α +

= µ − µ −
λ

/ {  

 21 11 23 41 422Re ( )ie aq q aϕ− µ + µ − µ% % %[ ]( ) } , 

 
1 2

22 0 21 11 23 41
0

(2 )
( )

2
a

k aq q
−

= λ µ − µ −
λ

/
{  

 21 10 23 42 0 40Re 2 ( 2 )ie aq q aϕ− µ + µ + λ µ% % %[ ]( ) } , 

 0 1 212
31 0 51 0 51 52

0

(2 1)(2 ) (1 ) 2 Im ( )
8

iq
k a e aα − ϕ= α − µ − α − µ + µ

λ
%%

% % % %%
/ [ ]{ } , 

 0 1 212
33 0 51 0 51 52

0

(2 1)(2 ) (1 ) 2 Im ( )
8

iq
k a e a−α − ϕ= α + µ + α − µ − µ

λ
%%

% % % %%
/ [ ]{ } . 

Отже, в асимптотичному поданні напружень в околі включення міс-
тяться три доданки. Біпружні сталі 0α  і 0α%  згідно з нерівностями (21) 

задовольняють умови 

 0 0
1 10 ,           0
2 2

< α < < α <% .  
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У випадку однорідного простору 0 0 1 4α = α =% / , а показники особли-

востей у поданнях (36) відповідно будуть 3 4, 1 2, 1 4/ / / . 
3. Аналіз результатів числового дослідження і висновки. На рис. 1–3 

подано залежності коефіцієнтів відповідно 11k , 21k , 31k  (які можна вважати 
узагальненнями коефіцієнтів інтенсивності напружень (КІН)) від кута ϕ ∈ 

0,2 )∈ π[  у полярній системі координат для комбінацій матеріалів гексоген-
ної системи [1]: апатиту (матеріал m1) і берилію (матеріал m2), при різних 
значеннях векторів P  і M . Суцільні криві 1 і точкові криві 2 на всіх рисун-
ках відповідають значенням векторів 1 (1 2, 1 2, 1 2)=P / / / , 1 (1 2, 1 2, 1 2)=M / / / , 
при цьому суцільні криві побудовано для комбінації матеріалів m1–m2, а 
точкові – для комбінації матеріалів m2–m1. Пунктирні криві 3 і штрих-
пунктирні криві 4 на усіх рисунках побудовано для комбінації матеріалів 
m1–m2 відповідно при значеннях векторів 2 (1,0,0)=P , 2 (0,1,0)=M  і 

3 (0,1,0)=P , 3 (1,0,0)=M . При наявності в навантаженнях дотичних скла-

дових: 1,2 1,20, 0P M≠ ≠ , всі три коефіцієнти 11 21 31, ,k k k  суттєво залежать 

від полярного кута ϕ . Для кожного зі значень векторів P  і M  із графіків 
можна визначити осі в площині включення, відносно яких значення вказа-
них коефіцієнтів є симетричними, а також можна визначити такі значення 
кута ϕ , при яких КІН досягають мінімального та максимального значення, 
що дає можливість визначати напрямки найбільшої та найменшої концен-
трації напружень в околі включення. Так, наприклад, при 1=P P  і 1=M M  

(лінії 1, 2) коефіцієнти 11k  (рис. 1) і 21k  (рис. 2) досягають мінімального зна-

чення, близького до нуля, при кутах 3 7,
4 4
π π , коефіцієнт 31k  (рис. 3) – при 

кутах 5,
4 4
π π . Напрямки максимальних значень КІН при розглянутих 

навантаженнях перпендикулярні до напрямків мінімальних значень 

1,  1,2,3jk j = . При цьому значення 11k  виявляються значно більшими для 

комбінації матеріалів m1–m2, ніж для комбінації m2–m1, значення 

1,  2,3jk j = , навпаки, – значно більші для комбінації m2–m1. 

       
 Рис. 1 Рис. 2 Рис. 3 

Наведемо залежності поступальних і кругових переміщень включення 
від компонент векторів P  і M , радіуса a  і товщини включення h : 

 3 3
3

0.447 ,           z z z z

P M
c h s

a a
δ = − ⋅ φ = , 

 1 2 2 1
2x y x y

P iP M iM
i c c

a a

− −
δ + δ = + , 

 1 2 2 1
2 3y x x y

P iP M iM
i s s

a a

− −
φ + φ = + . 



101 

Коефіцієнти в цих формулах та біпружні сталі 0α  і 0α%  для комбінації 

матеріалів m1–m2 приймають значення 
 0 00.328,              0.316α = α =% , 

 11 11 111.613 10 ,       8.169 10 ,      3.975 10z x yc c c− − −= ⋅ = − ⋅ = ⋅ , 

 11 12 92.257 10 ,     6.754 10 ,      2.093 10x z ys s s− − −= − ⋅ = − ⋅ = ⋅ . 

Для комбінації матеріалів m2–m1 одержимо 
 0 00.155,              0.203α = α =% , 

 11 11 122.352 10 ,       2.783 10 ,     3.506 10z x yc c c− − −= ⋅ = − ⋅ = ⋅ , 

 12 14 112.473 10 ,     4.971 10 ,     1.699 10z x ys s s− − −= − ⋅ = − ⋅ = ⋅ . 

Отже, при змішаних умовах на гранях включення заміна місцями пів-
просторів істотно впливає на концентрацію напружень в околі включення і 
на значення поступальних і кругових переміщень включення. 

Аналогічно можуть бути отримані розв’язки задач про інші види де-
фектів, наприклад, про частково відшаровані включення. 
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МЕЖФАЗНОЕ КРУГОВОЕ ВКЛЮЧЕНИЕ ПРИ СМЕШАННЫХ 
УСЛОВИЯХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ С КУСОЧНО-ОДНОРОДНЫМ 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫМ ПРОСТРАНСТВОМ 
 
Задача о круговом абсолютно жестком включении произвольной формы, находя-
щемся в условиях полного сцепления с одним трансверсально-изотропным про-
странством и в условиях гладкого контакта – с другим, сведена к системе дву-
мерных сингулярных интегральных уравнений. Получены решения указанной 
системы в явном виде, что позволило определить поля напряжений и смещений в 
окрестности включения при произвольном нагружении. Получены зависимости 
поступательных и круговых перемещений включения от равнодействующих 
нагружения, главных моментов и упругих свойств полупространств. Исследована 
асимптотика напряжений в окрестности включения и определены направления 
наибольшей и наименьшей концентрации напряжений. 
 
INTERFACE CIRCULAR INCLUSION UNDER THE MIXED 
INTERACTION CONDITIONS WITH PIECE-WISE HOMOGENEOUS 
TRANSVERSELY-ISOTROPIC SPACE 
 
The problem about a circular absolutely rigid inclusion of arbitrary form, which is un-
der the full cohesion condition with one transversely-isotropic semi-space and under the 
smooth contact with another ones, is reduced to a systems of 2D singular integral 
equations. The exact solutions of this systems are obtained, which allows determining 
the fields of stresses and displacements in the vicinity of inclusion under arbitrary 
loading. The dependences of translational and circular displacements of inclusion on the 
resultant loadings, the principal moments and elastic properties of semi-spaces are 
obtained. The stress asymptotes in the vicinity of inclusion are investigated and the 
directions for the maximum and minimum stress concentrations are determined. 
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