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НЕЛОКАЛЬНА КРАЙОВА ЗАДАЧА З ВИРОДЖЕННЯМ І ЗАДАЧА 
ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ ДЛЯ ЛІНІЙНИХ ПАРАБОЛІЧНИХ РІВНЯНЬ 
 

Досліджується параболічна крайова задача з багатоточковою умовою за ча-
совою змінною для лінійного параболічного рівняння із степеневими особли-
востями на координатних площинах. Одержаний результат використано 
для дослідження задачі оптимального керування із внутрішнім і фінальним 
керуванням. 

 
Вивчення задач з нелокальними умовами для диференціальних рівнянь 

стимулювалося різними обставинами, зокрема необхідністю розв’язання за-
дач із теорії фізики плазми [1], обернених задач для параболічних рівнянь 
[4]. Нелокальним крайовим задачам, зокрема, присвячено праці [1, 4, 9–12]. 

Дослідженням керування системами, що описуються задачами для лі-
нійних рівнянь із частинними похідними і нелокальними умовами з різними 
критеріями якості, присвячено праці [2, 3, 5, 7, 8, 14–19]. 

У цій статті розглядається задача зі скісною похідною для параболіч-
ного рівняння з виродженням на координатних площинах 0ix = , i ∈  

1, ,n∈ …{ } , довільного порядку і багатоточковою умовою за часовою змін-
ною. Одержаний результат використано для дослідження задачі оптималь-
ного керування з інтегральним критерієм якості. 

Постановка задачі та основні обмеження. Нехай D  – область пів-

простору n
+R , 0ix ≥ , 1, ,i n∈ …{ } , обмежена поверхнями S  та 0ix = ; 0t , 

T , 1t , … , Nt  – довільні фіксовані додатні числа, kt T< , 0,1, ,k N∈ …{ } . 

Розглянемо в області 0, )Q T D= ×[  задачу знаходження функцій ( , , )u p q , 
на яких функціонал 

 1
0

( , ) ( , ; ( , ; ( ), ( )), ( ))
T

D

I p q dt t x u t x p x q x p x dx= +∫ ∫ F  

 2 1( ; ( , ; , ), ( , ; , ), ( ))N
D

x u t x p q u t x p q q x dx+ ∫ …F  (1) 

досягає мінімуму в класі функцій 1( , ) ( ), | ( ) ( )p q V p C D p x p xα∈ = ∈ ≤ ≤{  
2

2 1 2( );  ( ) ( ) | ( ) ( ) ( )p x q x C D q x q x q x+α≤ ∈ ≤ ≤ } , із яких ( , ; ( ), ( ))u t x p x q x  задо-

вольняє при (0)
(0)( , ) \t x Q Q Q∈ = , (0) 0( , ) | ,  Q t x Q t t x D= ∈ = ∈{ } , рівняння 

 0
, 1 1

( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )
n n

t ij x x i xi j i
i j i

Lu t x A t x A t x A t x u
= =

 ≡ ∂ − ∂ ∂ − ∂ − =  
∑ ∑  

 ( ) ( , ( ))f t g x p x= ⋅ , (2) 

нелокальну умову за часовою змінною 

 
1

(0, ; ( ), ( )) ( ) ( , ; ( ), ( )) ( , ( ))
N

j j
j

u x p x q x k x u t x p x q x x q x
=

+ = ϕ∑ , (3) 

а на бічній межі 0, )T DΓ = × ∂[ , де D∂  – межа області D , крайову умову 

 0
1

( , ) ( , ) ( , ) 0lim
n

j xjx z D j

b t x u b t x u t x
→ ∈∂ =

 
∂ + − ψ = 

 
∑ . (4) 
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Нехай D D D= ∂∪ ; 0, )Q T D= ×[ ; ( , )P t x , (1) (1)
1( , )P t x , (2) (2)

2( , )P t x , 
(1) (2)( , )iH t x , 1, ,i n∈ …{ } , – точки із Q ; (1) (1) (1) (1)

1( , , , , )i nx x x x= … … , (2)x =  
(1) (1) (2) (1) (1)
1 1 1( , , , , , , )i i i nx x x x x− += … … . Позначимо 

 
(1)

(1) 0 0
1

0

, 1,( , )  0,
1, 1,

at t t ts a t t T
t t

 − − ≤= ∈
− ≥

[ ] ,  

 
(2)

(2)
2

, 0 1,( , )
1, 1,

a
i i

i
i

x xs a x
x

 ≤ ≤= 
≥

 

 (2) (2) (2)
2 1 2( , ) min ( , ), , ( , )na x s a x s a xρ = …{ } , 

 (1) (2) (1) (2)
1( ; ) ( , ) ( , ),    ( , )s a P s a t a x a a a= ρ = .  

Покладемо ( ) ( ) ( ) ( )

1 2j j j jn

ν ν ν νµ = µ + µ + + µ… , 
1

n

i
i

k k
=

= ∑ , ( ) 0ki

νµ ≥ , 1,2ν ∈ { } , 

(1) (2)( , )j j jµ = µ µ . 

Нехай l  – деяке дійсне число. Означимо функціональні простори, в 
яких будемо вивчати задачу (1)–(4). 

( ; ,0; )C Qγ βl  – множина функцій : ( , )u t x Q∈ , які мають неперервні 

частинні похідні в області (0)Q  вигляду k j
t xu∂ ∂ , 2j k+ ≤ [ ]l , для яких є 

скінченною норма 
 ; ; ; 0; ; ; ;0; ; ; ; 0;u Q u Q u Qγ β = γ β + γ β[ ]l l l , 

де, наприклад, 
 0 0; ; ; 0; ;sup

Q
u Q u u Qγ β = ≡ , 

 
1

(1) (2)

( , )2 1

; ; ; 0; sup
n

i i
P H Qj k i i

u Q x x
−

⊂+ = =
γ β = − ×∑ ∑

[ ]

{ }l
l

l
 

 1 1( ) ( ) ((2 ) ; )j k j k
t x t x iu P u H s j k P× ∂ ∂ − ∂ ∂ + + γ ×%{ }l  

 (2) (2)
2 2

1

( , ) ( , )
n

i i m m m
m

s x s k x
=

× − β − β +∏% %{ }l  

 
2

2(1) (2)

( , )2 1

sup
n

P H Qj k i i

t t
−

⊂+ = =
+ − ×∑ ∑

/

[ ]

{ }l

l
 

 2 2( ) ( ) ((2 ) ; )j k j k
t x i t xu H u P s j k P× ∂ ∂ − ∂ ∂ + + γ ×%l{ }  

 (2)
2

1

( , )
n

m m m
m

s k x
=

× − β∏ % . 

Тут позначено 

 (1) (2)
2 2 2( , ) min ( , ), ( , )i i is a x s a x s a x=% { } , 

 ( ; ) min ( ; ), ( ; ) ,         1,2is a P s a P s a Hν ν= ν ∈% { } { } , 

[ ]l  – ціла частина числа l ; = − [ ]{ }l l l .  

( ; )jC Qµl  – множина функцій : ( , )jv t x Q∈ , які мають неперервні час-

тинні похідні в області (0)Q  вигляду k
x jv∂ , k ≤ [ ]l , для яких є скінченною 

норма 

 ; ; ; ; ; ;j j j j j jv Q v Q v Qµ ≡ µ + µ
[ ]l l l

, 
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де, наприклад, 

 (2) (1)
2 1

1

; ; ( , ) ( , )sup
k k

n

j j kj j
P Qr k

v Q s x s t
∈≤ =


µ = µ µ ×


∑ ∏[ ]

[ ]
l

l
 

 (2) (1)
2 1 0 1 0

1

( , ) ( ; ) ( ; ) ( )
n

r
i i k k x j

i

s r x x s t v P
=

× ρ δ µ δ µ ∂
∏ , 

1 2 nr r r r= + + +… , 
0, 0,

1, 0,k

k

k

≠
δ = 

=
 ( )

0 const 0νµ = ≥ , 0,1, ,j n∈ …{ } . 

Нехай для задачі (1)–(4) виконуються такі умови. 

1°. Коефіцієнти рівняння ( , )i iA C Qα∈ µ , 0,1, ,i n∈ …{ } , 0A K≤ < ∞ , 

constK = , ( ; )ij i jA C Qα∈ β + β  і для довільного вектора 1 2( , , , )nξ = ξ ξ ξ…  

виконується нерівність 

 2 2(1) (1) (2) (2)
1 1 2 2 2

, 1

( , ) ( , ) ( , ) ( )
n

i j i i j j ij i j
i j

s t s x s x A P
=

π ξ ≤ β + β β β ξ ξ ≤ π ξ∑ , (5) 

1π , 2π  – фіксовані додатні сталі. 

2°. Функції ( ) ( )p x C Dα
ν ∈ , 2( ) ( )q x C D+α

ν ∈ , 1,2ν ∈ { } ; 2( ) ( )jk x C D+α∈ , 

0
1

( ) 1
N tj

j
j

k x e
− λ

=
≤ λ <∑ , де λ  – довільне число, яке задовольняє нерівність 

0 ( , )A t xλ < − ; ( ) ( , ( )) ( ; ;0; )f t g x p x C Qα∈ γ β ; 2( , ( )) ( ; ; 0; )x q x C D+αϕ ∈ γ β%% ; γ =%  

(2)(0, )= γ ; 1( , ) ( ; ;0; )t x C Q+αψ ∈ γ β , ( ) ( ) ( ) ( )max max (1 ),  max ( )i i i
i i

ν ν ν νγ = + β µ − β


, 

( )
( )0 ,

2

ν
νµ δ 


, ( ) 0νδ ≥ ; вектор 1 1( ; ) ( ), , ( ; ) ( )n ns P b P s P b Pβ β…{ }  утворює з на-

прямком внутрішньої нормалі n  до Γ  в точці P ∈ Γ  кут, менший від 2π/ ; 
1 ( ; )k kb C Q+α∈ β , 1

0 ( , )b C Q+α∈ δ , 0 0b < . 

3°. Поверхня D∂  належить до класу 2C +α  і виконуються умови 

 0
1 1

(0, ) (0, ) (0, ) ( ) ( , ) 0lim
n N

j x j jjx z D j j

b x b x x k x t x
→ ∈∂ = =

 
∂ ϕ + ϕ − ψ − ψ = 

 
∑ ∑ , 

 
1

( , ) ( ) 0lim
N

j j x jjx z D j

b t x k x
→ ∈∂ =

∂ =∑ . 

4°. Функції 1( , ; ( , ; ( ), ( )), ( ))t x u t x p x q x p xF , 2 1( ; ( , ; , ), , ( ))x u t x p q q xF …  як 

функції від ( , )t x  та x  належать відповідно до просторів ( )C Qα , ( )C Dα . 

Крім того, функції ( , ( ))g x p x , ( , ( ))x q xϕ , 1( , ; , , )t x u p qF , 2 1( ; ( , ; , )x u t x p qF , ,…  

, ( , ; , ), ( ))Nu t x p q q x…  мають гельдерові похідні другого порядку за u , p , q , 

неперервні як функції від змінних ( , )t x  та x . 

Справджується така 

Теорема 1. Нехай виконуються умови 1°–3°. Тоді для довільних ( , )p q ∈  

V∈  існує єдиний розв’язок задачі (2)–(4) із простору 2 ( , ; 0; )C Q+α γ β  і пра-
вильною є оцінка 

 %
2 2

; ; ; 0; ; ; ; 0;u Q c D+α +α
γ β ≤ ϕ γ β +%(  

 1; ; ; 0; ; , ;0,f g Q Qα +α+ ⋅ γ β + ψ γ β ) . (6) 
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Для дослідження задачі (2)–(4) встановимо спочатку розв’язність послі-
довності допоміжних крайових задач з гладкими коефіцієнтами, граничним 
значенням якої буде розв’язок задачі (2)–(4). 

Оцінка розв’язків крайових задач з гладкими коефіцієнтами. Нехай 
1 1

1 1 2 2 1 2 1 2( , ) | (1, ) , (1, ) , ( , ), 1, 1m iQ Q t x Q s t m s x m m m m m m− −= ∈ ≥ ≥ = ≥ ≥∩ { }  

– послідовність областей, яка при 1m → ∞ , 2m → ∞  збігається до (0)Q . 

Розглянемо в області Q  задачу знаходження розв’язків рівняння 

 1
, 1 1

( )( , ) ( , ) ( , )
n n

m t ij x x i xi j i
i j i

L u t x a t x a t x
= =

= ∂ − ∂ ∂ − ∂ −
∑ ∑  

 0 ( , ) ( , ) ( , )m ma t x u t x f t x− =
, (7) 

які задовольняють нелокальну умову 

 
1

(0, ; ( ), ( )) ( ) ( , ; ( ), ( )) ( )
N

m j m j m
j

u x p x q x k x u t x p x q x x
=

+ = ϕ∑ ,  (8) 

і крайову умову 

 0
1

( , ) ( , ) ( , ) 0lim
n

j x m m mjx z D j

h t x u h t x u t x
→ ∈∂ =

 
∂ + − ψ = 

 
∑ . (9) 

Тут коефіцієнти ija , ia , 0a , kh , 0h  і функції mf , mϕ , mψ  при ( , ) mt x Q∈  

співпадають з ijA , iA , 0A , jb , 0b  і f g⋅ , ϕ , ψ  відповідно, а при ( , )t x ∈ 

\ mQ Q∈  є продовженнями зі збереженням норми і гладкості [13, с. 82]. 

Встановимо оцінку розв’язків допоміжних крайових задач. Розглянемо 
крайову задачу 

 1(( ) )( , ) ( , ) ,         (0, ) ( )t
m m m mL v t x f t x e v x xλ− λ = = ϕ , 

 0
1

( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )
n

t
m j x m m mj

j

v t x h t x v h t x v t x eλ
Γ

= Γ

 = ∂ + = ψ  
∑B , (10) 

де λ  задовольняє умову 2°. 
Теорема 2. Нехай ( , )mv t x  – класичний розв’язок задачі (10) в області 

Q  і виконуються умови 1°–3°. Тоді для mv  справджується нерівність 

 1 1
0 00 0 0

max ; , ( ) ; , ;t t
m m m mv D f e a Q h eλ − − λ≤ ϕ − λ − ψ Γ{ } .  (11) 

Д о в е д е н н я цієї теореми проводиться за схемою доведення тео-
реми 2.2 із [6, с. 25], тобто береться функція ( , )mv t x  і аналізуються всі 

можливі розміщення її додатного максимуму і від’ємного мінімуму. ◊ 
Позначимо через (1) (2)( ( , , , ), ( , , , ))m mG t x G t xτ ξ τ ξ  функцію Ґріна крайової 

задачі (10) з [9, с. 141]. Спраджується така  

Теорема 3. Якщо виконуються умови 1°–3°, то існує єдиний розв’язок 
задачі (7)–(9), для якого є правильною оцінка 

 
0 0 0

; ; ;t t
m m m mu c D f e Q e Qλ λ≤ ϕ + + ψ( ) . (12) 

Д о в е д е н н я.  Зробимо в задачі (7)–(9) заміну 

 ( , ) ( , ) t
m mu t x v t x e−λ= , 

де λ  задовольняє умову 2°. Одержимо задачу про знаходження розв’язків 
рівняння 

 1(( ) )( , ) ( , ) t
m mL v t x f t x eλ− λ = , (13) 
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які задовольняють нелокальну умову 

 
1

(0, ) ( ) ( , ) ( )
N tj

m j m j m
j

v x k x e v t x x
−λ

=
+ = ϕ∑  (14) 

і крайову умову 

 ( )( , ) ( , ) t
m mv t x t x eλ

Γ = ψB . (15) 

Розв’язок задачі (13)–(15) шукаємо у вигляді 

 (1)( , ) ( , ) ( , , 0, ) (0, )m m m m
D

v t x t x G t x v d= ω + ξ ξ ξ∫ , (16) 

де ( , )m t xω  – розв’язок задачі (13), (15), що задовольняє умову 

 (0, ) ( )m mx xω = ϕ . 

Використаємо для ( , )m t xω  таке подання [9, с. 141]: 

 (1) (1)

0

( , ) ( , , , ) ( , ) ( , ,0, ) ( )
t

m m m m m
D D

t x d G t x f e d G t x dλτω = τ τ ξ τ ξ ξ + ξ ϕ ξ ξ +∫ ∫ ∫  

 (2)

0

( , , , ) ( , )
t

m m
D

d G t x e d Sλτ
ξ

∂

+ τ τ ξ ψ τ ξ∫ ∫ . 

Задовольняючи нелокальну умову (14), маємо 

 (1)

1

(0, ) ( ) ( , , 0, ) (0, )
N tj

m j m j m
j D

v x k x e G t x v d
−λ

=
+ ξ ξ ξ =∑ ∫  

 
1

( ) ( , ) ( )
N tj

j m j
j

k x e t x F x
−λ

=
= − ω ≡∑ . (17) 

Оскільки (1) ( , , , ) 0mG t x τ ξ ≥  i (1) ( , , , ) 1m
D

G t x dτ ξ ξ ≤∫ , то 

 (1)
0

1

( ) ( , ,0, ) 1
N tj

j m k
j D

k x e G t x d
−λ

=
ξ ξ ≤ λ <∑ ∫ . 

Розв’язок інтегрального рівняння (17) шукаємо методом послідовних 
наближень і для нього справджується оцінка  

 0
0

0
(0, ) ;

1mv x F Q
λ

≤
− λ

. (18) 

Запишемо розв’язок інтегрального рівняння (17) у вигляді 

 (0, ) ( ) ( , ) ( )m m
D

v x F x Z x y F y dy= + ∫ , (19) 

де ( , )mZ x y  – резольвента, яка задовольняє інтегральне рівняння 

 (1)

1

( , ) ( ) ( , , 0, )
N tj

m j m j
j

Z x k x e G t x
−λ

=
ξ = ξ +∑  

 (1)

1

( ) ( , ,0, ) ( , )
N tj

j m j m
j D

k x e G t x y Z y dy
−λ

=
+ ξ∑ ∫ . 

Звідси випливає оцінка 

 0

0
( , )

1m
D

Z x d
λ

ξ ξ ≤
− λ∫ . 
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Враховуючи властивості функції Ґріна (1) ( , ,0, )mG t x ξ , умови 1°–3° і рів-

ність (17), при кожному фіксованому 1 2( , )m m  одержуємо, що (0, )mv x ∈  
2 ( )C Q+α∈ . Враховуючи зображення (16), маємо 2( , ) ( )mv t x C Q+α∈ . ◊ 

Встановимо формулу для зображення розв’язку задачі (7)–(9). 
Теорема 4. Нехай виконуються умови теореми 3. Тоді існує функція 

Ґріна (1) (2) (1) (1) (2) (2)
1 1( , , , , , , , )m m N NG G Z Z Z Z… …  задачі (13)–(15) і справджується 

таке подання: 

 (1) (1)

0

( , ) ( , , , ) ( , ) ( , ,0, ) ( )
t

m m m m m
D D

v t x d G t x f e d G t x dλτ= τ τ ξ τ ξ ξ + ξ ϕ ξ ξ +∫ ∫ ∫  

 (2)

0

( , , , ) ( , )
t

m m
D

d G t x e d Sλτ
ξ

∂

+ τ τ ξ ψ τ ξ +∫ ∫  

 (1)

1 0

( , , , ) ( , )

tjN

j m
j D

d Z t x f e dλτ

=


+ τ τ ξ τ ξ ξ +


∑ ∫ ∫  

 (1) ( , ,0, ) ( )j m
D

Z t x d+ ξ ϕ ξ ξ +∫  

 (2)

0

( , , , ) ( , )

tj

j m
D

d Z t x e d Sλτ
ξ

∂


+ τ τ ξ ψ τ ξ 


∫ ∫ .  (20) 

Д о в е д е н н я.  Підставляючи в рівність (19) замість ( )F y  значення 

 (1)

1 0

( ) ( ) ( , , , ) ( , )

tjN tj
j m j m

j D

F x k x e d G t x f e d
−λ λτ

=


= − τ τ ξ τ ξ ξ +


∑ ∫ ∫  

 (1) ( , , 0, ) ( )m j m
D

G t x d+ ξ ϕ ξ ξ +∫  

 (2)

0

( , , , ) ( , )

tj

m j m
D

d G t x e d Sλτ
ξ

∂


+ τ τ ξ ψ τ ξ 


∫ ∫  

і змінивши порядок інтегрування, отримаємо 

 (1)

1 0

(0, ) ( , , , ) ( , )

tjN

m mj j m
j D

v x d t x f e dλτ

=


= τ Γ τ ξ τ ξ ξ +


∑ ∫ ∫  

 (1) ( , ,0, ) ( )mj j m
D

F t x d+ ξ ϕ ξ ξ +∫  

 (2)

0

( , , , ) ( , )

tj

mj j m
D

d t x e d Sλτ
ξ

∂


+ τ Γ τ ξ ψ τ ξ 


∫ ∫ ,  (21) 

де 

 ( ) ( )( , , , ) ( ) ( , , , )
tj

mj j j m jt x k x e G t x
−λν νΓ τ ξ = − τ ξ −  

 ( )( , ) ( ) ( , , , ) ,       1,2
tj

m j m j
D

Z x y e k y G t y dy
−λ ν− τ ξ ν ∈∫ { } . 

Підставивши (21) у поверхневий інтеграл рівності (16) і змінивши поря-
док інтегрування, одержимо зображення (20), де 

 ( ) (1) ( )( , , , ) ( , ,0, ) ( , , , ) ,        1, ,j m mj j
D

Z t x G t x y t y dy j Nν ντ ξ = Γ τ ξ ∈∫ …{ } . ◊ 
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Знайдемо оцінку похідних розв’язку ( , )mu t x . Введемо в просторі 
2 ( )C Q+α  норму 

2
; ; ;0;mu Q +αγ β , еквівалентну при кожному фіксованому 

1 2( , )m m  гельдеровій нормі, яка визначається так само, як і 2; ; ;0;u Q +αγ β , 

тільки замість функцій (1)
1( , )s a t , (2)

2 ( , )is a x , (2)( , )a xρ  беремо відповідно 
(1)

1( , )d a t , (2)
2( , )id a x , (2)

3 ( , )d a x , де  

(1)

(1)(1) (1)
(1) 1 1

1 (1) (1)
1 1

    

    

max ( , ), , 0,
( , )

min ( , ), , 0,

a

a

d a t m a
d a t

s a t m a

−

−

 ≥= 
<

{ }

{ }
  

(2)(2) (2)
(2) 2 2

2 (2)(2) (2)
2 2

max ( , ), , 0,
( , )

min ( , ), , 0,

a
i

i
a

i

s a x m a
d a x

s a x m a

−

−

 ≥= 
 <

{ }

{ }
  

(2)(2) (2)
(2) 2

3 (2)(2) (2)
2

    

    

max ( , ), , 0,
( , )

min ( , ), , 0,

a

a

a x m a
d a x

a x m a

−

−

 ρ >= 
 ρ <

{ }

{ }
 

(1) (2)
1 3( ; ) ( ; ) ( ; )d P d t d xγ = γ γ . 

Справджується  
Теорема 5. Нехай виконуються умови 1°–3°. Тоді для роз’язку задачі 

(7)–(9) є правильною оцінка 

 
2 2

; ; ; 0; ; ; ;0; ; ; ;0;m m mu Q c f Q D+α α +α
γ β ≤ γ β + ϕ γ β +%%(  

 
1 0

; ; ;0; ;m mQ v Q+α+ ψ γ β + ) .  (22) 

Д о в е д е н н я.  Використовуючи означення норми та інтерполяційні 
нерівності із [13], маємо 

 
2 2 0

; ; ;0; (1 ) ; , ; 0; ( ) ;m m mu Q u Q c u Qα
+α +αγ β ≤ + ε γ β + ε , 

де (0,1)ε ∈ , ε  – довільне дійсне число. Тому достатньо оцінити півнорму 

2
; ; ;0;mu Q +αγ β . Із означення півнорми випливає iснування в Q  точок 1P , 

iH , 2P , для яких справджується одна з нерiвностей 

 
2

; ; ;0; ,         1,2mu Q Eν+αµ γ β ≤ ν ∈ { } , 

де 

 
1 2

(1) (2)
1 1

( , )2 2 1

( ) ( )sup
n

j k j k
i i t x m t x m i

P H Qj k i

E x x u P u H
−α

⊂+ = =
= − ∂ ∂ − ∂ ∂ ×∑ ∑  

 (2) (2)
1 2 2

1

((2 ) ; ) ( , ) ( ; )
n

i i r r r
r

d P d x d k x
=

× + α γ − αβ − β∏% % % , 

 
2

2(1) (2)
2 2

( , )2 2 1

( ) ( )sup
i

n
j k j k
t x m t x m i

P H Qj k i

E t t u P u H
−α

⊂+ = =
= − ∂ ∂ − ∂ ∂ ×∑ ∑

/
 

 (2)
2 2

1

((2 ) ; ) ( ; )
n

r r r
r

d P d k x
=

× + α γ − β∏% % , 

 01
,1 ,       ( , ) min ( ; ), ( , )

2 id a P d a P d a Hν ν
+ λ µ ∈ = 

 
% { } . 

Якщо (1) (2)
1(2 ; )

16
t t d P Tν

ρ− ≥ γ ≡% , (0,1)ρ∈ , або (1) (2) 1 ( ; )
4i i ix x d P

n ν
ρ− ≥ γ − β ≡%  

2T≡ , то, використовуючи інтерполяційні нерівності, маємо 

 
2 0

; ; ; 0; ( ) ;m mE u Q c u Qα
ν +α≤ ε γ β + ε . (23) 
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Розглянемо випадок, коли (1) (2)
2i ix x T− ≤  або (1) (2)

1t t T− ≤ . Вважаємо, 

що 1P Pν =% . Виконаємо в задачі (7)–(9) заміну ( , ) ( , ) t
m mu t x v t x eλ=  і запи-

шемо її у вигляді 

 2 1
, 1

( )( , ) ( ) ( , )
n

m t ij x x mi j
i j

L v t x a P v t x
=

 ≡ ∂ − ∂ ∂ =  
∑  

 1
, 1 1

( ) ( , ) ( , )
n n

ij ij x x m i x mi j i
i j i

a P a t x v a t x v
= =

= − − ∂ ∂ + ∂ +∑ ∑[ ]  

 0( ( , ) ) ( , ) ( , , )t
m m ma t x v e f t x F t x vλ+ − λ + ≡ , 

 
1

(0, ) ( ) ( ) ( , ) ( , )
N tj

m m j m j m
j

v x x k x e v t x x v
−λ

=
= ϕ − ≡ Φ∑ , 

 0 1 1
1 1

( )( , ) ( ) ( , ) ( )
n n

m i x m i i x mi i
i i

L v t x h P v h t x h P vΓ
= =Γ

  ≡ ∂ = − − ∂ +   
∑ ∑ [ ]  

 0 ( , ) ( , ) ( , ; )t
m m mh t x v t x e G t x vλ

Γ

+ + ψ ≡


. (24) 

Нехай (1)
22i ix T− ξ ≤ , Dξ ∈ ∂ . Позначимо через ( ; )r PK  кулю радіуса 

r , 28r T n≥ , з центром в деякій точці P ∈ Γ , яка містить точки 1P , iH , 2P . 

Використовуючи обмеження на гладкість поверхні D∂ , можна розпрямити 
( ; )D r P∂ K∩  за допомогою взаємно однозначного перетворення ( )x y= ψ  

[13, с. 126], в результаті якого область ( ; )Q r PΠ = K∩  переходить в Π% , для 

точок якої 0t ≥ , 0ny ≥ . Якщо покласти при цьому перетворенні ( , )mv t x ≡  

( , )m t y≡ ω , P Bν ν≡ , 1 1( ; ) ( ; )d P d Bγ ≡ γ%  i i iH M≡  і позначити коефіцієнти ди-

ференціальних виразів 2L  i 0L  через ( , )ijr t y , ( , )i t yl , то ( , )m t yω  буде роз-

в’язком задачі 

 1
, 1

( ) ( , ( ), )
n

t ij y y m mi j
i j

r B F t y
=

 
∂ − ∂ ∂ ω = ψ ω 

 
∑ , 

 (0, ) ( ( ), )m mx yω = Φ ψ ω , 

 1 00
1

( ) ( , ( ), )
nn

m

k y m m yk y
k

B v G t y ===
∂ = ψ ω∑ l . (25) 

Зробимо в задачі (25) заміну ( , ) ( , )m mt y V t zω = , де 

 (1) (1) (2) (1)
1 2( ; ) ( ; )i i i i iz d t d y y= β β% . 

Позначимо (1) (1) (1) (2) (1) (1)
1 2( ; ) ( ; )i i i i iz d t d y y= β β% , (1) 2

1( , ) :t z t t TδΠ = − ≤ δ{ , 

(1) 1
1( ; ),  1, ,

4i iz z n d B i n− ρ− ≤ δ γ ∈% …{ }}  і виберемо тричі диференційовну 

функцію ( , )t zη , яка задовольняє умови 

 
1 4

1
3 4 1

1, ( , ) , 0 ( , ) 1,
( , )

0, ( , ) , ((2 ) ; ), 2 3.j k
t z jk

t z t z
z

t z c d k j B j k−

∈ Π ≤ η ≤η τ = 
∈ Π ∂ ∂ η ≤ + γ + ≤

%
/

/

 

Тоді функція ( , ) ( , ) ( , )m mW t z V t z t z= η  буде розв’язком задачі 
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 (1) (1) (1) (2) (1) (2) (1)
1 1 2 2

, 1

( ) ( ; ) ( ; ) ( ; )
n

t ij i j i i j j z z mi j
i j

r B d t d y d y W
=

 ∂ − β + β β β ∂ ∂ =  
∑ % %  

 (1) (1) (1) (2) (1)
1 1 2

, 1

( ) ( ; ) ( ; )
n

m t ij i j i i
i j

V r B d t d y
=

= ∂ η − β + β β ×∑ %  

 (2) (1)
2 ( ; )j j z m z z m z m z zi j j i i j

d y V V V× β ∂ ∂ η + ∂ ∂ η + ∂ ∂ η +% [ ]  

 1( , , ) ( , ) ( , ; )m mF t V t z F t z V+ ψ η ≡ , 

 1(0, ) ( , ) (0, ) ( , )m m mW z V z z V= Φ ψ ⋅ η ≡ Φ , 

 (1) (1) (2) (1) (1)
1 1 2 1 10

1 1

( ) ( ; ) ( ; ) ( ) ( ; )
n

n n

i i i i z m m i izi
i i

B d t d y W V B d t=
= =

β β ∂ = β ×
∑ ∑%l l  

 (2) (1)
2 1 0

0

( ; ) ( , , ) ( , ) ( , , ) .
n

n

i i z m m zi
z

d y G t V t z G t z V =
=

× β ∂ η + ψ η =
%  

  (26) 
На підставі теореми 5.3 із [6, с. 364] для розв’язку задачі (26) і довіль-

них точок 1N  i 2 1 4N ∈ Π /  правильна нерівність 

 
3 41 2 1 2 1 ( )( , ) ( ) ( )j k j k

t z m t z m Cd N N V N V N c F α
−α

Π∂ ∂ − ∂ ∂ ≤ +(
/

 

 1
2 3 4

3 4
1 1 ( ( 0))

( ( 0)) nC z
C t

G +α
+α Π =

Π =
+ Φ + ∩

∩
)

/
/

, (27) 

1 2( , )d N N  – параболiчна вiдстань мiж точками 1N  і 2N . 

Враховуючи нерівність (27), властивостi функцiї ( , )t zη , обмеження на 

коефіцієнти виразів 0L , 2L  і повертаючись до змінних ( , )t x , знаходимо 

 
1 02

; , ; 0; ; , ; 0; ; , ; 0; ;m m m mE c f Q D Q v Qν α +α+α
≤ γ β + ϕ γ β + ψ γ β + +%%( )  

 2 2
2

( ) ; ; ; 0;mn n u Q+ µ + ρ + ρ + ε γ β . (28) 

Нехай (1)
22i ix T− ξ ≥ , Dξ ∈ ∂ . В задачі (24) зробимо заміну ( , )mv t x =  

( , )mV t z= , де (1) (1) (2) (1)
1 2( ; ) ( ; )i i i i iz d t d x x= β β . 

Позначимо  

 (1) 2 (1) 1
1 1( , ) : , ( ; ),   1, ,

4i it z t t T z z n d P i n−
δ

ρΠ = − ≤ δ − ≤ δ γ ∈% …{ }{ } , 

 
1 4 1

1 1
3 4 1 1

1, ( , ) , 0 ( , ) 1,
( , )

0, ( , ) , ((2 ) ; ),  2 3.j k
t z jk

t z t z
z

t z c d k j P j k−

 ∈ Π ≤ η ≤η τ = 
∈ Π ∂ ∂ η ≤ + γ + ≤

%

%
/

/

 

 Тоді функція 1( , ) ( , ) ( , )m mW t z V t z t z= η  в області δΠ%  задовольняє крайо-

ву задачу 

 (1) (1) (1) (2) (1) (2) (1)
1 1 2 2

, 1

( ) ( ; ) ( ; ) ( ; )
n

t ij i j i i j j z z mi j
i j

a P d t d x d x W
=

 ∂ − β + β β β ∂ ∂ =  
∑  

 (1) (1) (1) (2) (1)
1 1 1 2

, 1

( ) ( ; ) ( ; )
n

m t ij i j i i
i j

V a P d t d x
=

= ∂ η − β + β β ×∑  

 (2) (1)
2 1 1 1( ; )j j z m z z m z m z zi j j i i j

d x V V V× β ∂ ∂ η + ∂ ∂ η + ∂ ∂ η +[ ]  

 2( , , ) ( , ; )m mF t Z V F t z V+ ≡ , 
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 1(0, ) ( , ) (0, ),          ( , ) 0m m mW z Z V z W t z Γ= Φ η = , (29) 

де 1 (1) (1) 1 (2) (1) 1 (1) (1) 1 (2) (1)
1 2 1 1 2( ( ; ) ( ; ) , , ( ; ) ( ; ) )i i i n n n nZ d t d x z d t d x z− − − −= β β β β… . 

На підставі теореми 3.2 із [6, с. 364], враховуючи властивості функції 

1( , )t zη , умови 1°–3° і повертаючись до змінних ( , )t x , одержимо 

 1 02
; ; ; 0; ; ; ; 0; ;m m mE c f Q D u Qν α +α

≤ γ β + ϕ γ β + +%%( )  

 2 2
2

( ) ; ; ; 0;mn n u Q+ µ + ρ + ρ + ε γ β . (30) 

Скориставшись нерівностями (23), (28), (30) і вибравши ρ  i ε  достатньо 

малими, одержимо нерівність (22). ◊ 
Д о в е д е н н я  теореми 1. Враховуючи нерівності (12) і (22), запи-

шемо нерівність 

 12 2
; ; ; 0; ; ; ;0; ; ; ; 0;mu Q c f g Q Dα+α +α
γ β ≤ ⋅ γ β + ϕ γ β +%%(  

 1; ; ; 0;Q +α+ ψ γ β ) , (31) 

права частина якої не залежить від m . Крім того, послідовності 

 (0) ( )m mV u P={ } { } , 

 (1) (1) (1) (2) (2)
1 2( ; ) ( ; ) ( )m i i i x mi

V d t d x u P= γ − β γ − β ∂{ } { } , 

 (2) (2 ; ) ( )m t mV d P u P= γ ∂{ } { } , 

 (3) (1) (1) (1) (2) (2) (2) (2)
1 2 2(2 ; ) ( ; ) ( ; )m i j i i j jV d t d x d x= γ − β − β γ − β γ − β ×{ } {  

 ( )x x mi j
u P× ∂ ∂ }  

рiвномiрно обмеженi i одностайно неперервнi в області Q . За теоремою Ар-

цела існують підпослідовності ( )

kmV ν{ } , рівномірно збіжні в Q  до ( )V ν , ν ∈  

1, , 4∈ …{ } . Переходячи до границі при k → ∞  в задачі (7)–(9), одержуємо, 

що (0)( , )u t x V=  – єдиний розв’язок задачі (2)–(4) і 2( , ) ( ; ; 0; )u t x C Q+α∈ γ β . ◊ 

Теорема 6. Якщо виконуються умови 1°–3°, то єдиний розв’язок зада-
чi (2)–(4) в просторi 2 ( ; ; 0; )C Q+α γ β  визначається iнтегралами Стiльтьєса 
з борелiвською мiрою 

 1( , ; ( ), ( )) ( , ; , ) ( ) ( , ( ))
Q

u t x p x q x t x d d f g p= τ ξ τ ξ ξ +∫ E  

 2( , ; ) ( , ( ))
D

t x d q+ ξ ϕ ξ ξ +∫ E  

 3 ( , ; , ) ( , )t x d d Sξ
Γ

+ τ ψ τ ξ∫ E . (32) 

Д о в е д е н н я.  Розглядаючи ( , ; ( ), ( ))u t x p x q x  при фіксованих ( , )t x  

як лінійний неперервний функціонал ( , , )f gΦ ⋅ ϕ ψ  на нормованому просторі 
2 ( ; ; 0; )C Q+α γ β  з нормою, що дорівнює правій частини нерівності (16), згідно 

з теоремою Рісса, оскільки 2 ( ; ;0; ) ( )C Q C Q+α γ β ⊂ , можна вважати, що 

( , ; ( ), ( ))u t x p x q x  породжує борелівську міру ( , , )t x ZE , визначену на σ -ал-

гебрі множин Z  області Q , включаючи Q  і всі її відкриті підмножини такі, 

що значення функціонала визначається формулою (32). ◊ 
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Задача оптимального керування. Для встановлення існування розв’яз-
ку задачі (1)–(4) потрібно встановити розв’язність допоміжних задач з глад-
кими коефіцієнтами. Розглянемо в області Q  задачу знаходження функцій 

( , , )mu p q , на яких функціонал 

 1
0

( , ) ( , ; ( , ; ( ), ( )), ( ))
T

m
D

I p q dt t x u t x p x q x p x dx= +∫ ∫ F  

 2 ( ; , ( ))
D

x q x dx+ ∫ F    (33) 

досягає мінімуму в класі функцій ( , )p q V∈ , із яких mu  є розв’язком зада-

чі 

 1( )( , ) ( ) ( , ( ))m m mL u t x f t g x p x= ⋅ , 

 
1

(0, ; ( ), ( )) ( ) ( , ) ( , ( ))
N

m j j j m
j

u x p x q x k x t x x q x
=

+ ω = ϕ∑ , 

 0
1

( , ) ( , ) ( , ) 0lim
n

i x m m mix z D i

h t x u h t x u t x
→ ∈∂ =

 ∂ + − ψ =  
∑ , (34) 

де 

 1 1, , ( , , ( ), ( )), , ( , , ( ), ( ))N m m Nu t x p x q x u t x p x q x= ω ω =… …{ } { } . 

За умов 1°–4° для будь-яких ( , )p q V∈  існує єдиний розв’язок задачі 
(34) і для нього справджується оцінка (31). 

Позначимо  

 (1)1

0

( , ; , )
( ) ( ) ( , , , )

T T
t m

m m
mD

t x u p
f e d e dt G t x dx

u
λτ −λ

τ

∂
µ ξ = τ τ τ ξ +

∂∫ ∫ ∫
F

 

 (1)1

1 0 0

( , ; , )
( ) ( , , , )

tjTN
t m

m j
mj D

t x u p
e dt f e d Z t x dx

u
−λ λτ

=

∂
+ τ τ τ ξ +

∂∑ ∫ ∫ ∫
F

 

 ( ) (1)2

1 0

( , , )
( ) ( , , , )i

tiN
t

m m i
ii D

x q
f e d G t x dx−λ −τ

=

∂+ τ τ τ ξ + ∂ω∑ ∫ ∫
F 

 

 
( (1)2

1 0

( , , ))
( ) ( , , , )

tjN
ti

m j i
ij D

x q
f e d Z t x dx

−λ

=

∂−τ + τ τ τ ξ ∂ω ∑ ∫ ∫
F 

, 

 (1) (1)1

10

( , ; , )
( ) ( , ,0, ) ( , ,0, )

T N
t m

m j
m jD

t x u p
e dt G t x Z t x dx

u
−λ

=

∂  η ξ = ξ + ξ + ∂  ∑∫ ∫
F

 

 (1) (1)2

1 1

( , , )
( , , 0, ) ( , ,0, )

N N

m i j i
ii jD

x q
G t x Z t x dx

= =

∂  + ξ + ξ ∂ω  ∑ ∑∫
F 

, 

 1 1
0

( , , ) ( ) ( , ( )) ( , ; , )
T

m m mH p u x g x p x t x u p dtµ = µ + ∫ F , 

 2 2( , , ) ( ) ( , ( )) ( ; , )m mH q u x x q x x qη = η ϕ + F  . 

Справджуються такі теореми. 
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Теорема 7. Якщо 1( , , ) 0p mH u p∂ µ >  і 2( , , ) 0q mH u q∂ η > , то оптималь-

ним є керування 1 1( , )p q , а оптимальним розв’язком задачі (33), (34) є 
(0)

1 1( , ; , ) ( , ; , )m mu t x p q u t x p q= . 

Якщо 1( , , ) 0p mH u p∂ µ <  і 2( , , ) 0q mH u q∂ η > , то оптимальним є керу-

вання 2 1( , )p q , а оптимальним розв’язком задачі (33), (34) є 2 1( , ; , )mu t x p q . 

Якщо 1( , , ) 0p mH u p∂ µ >  і 2( , , ) 0q mH u q∂ η < , то оптимальним є керу-

вання 1 2( , )p q , а оптимальним розв’язком задачі (33), (34) є 1 2( , ; , )mu t x p q . 

Якщо 1( , , ) 0p mH u p∂ µ <  і 2( , , ) 0q mH u q∂ η < , то оптимальним є керу-

вання 2 2( , )p q , а оптимальним розв’язком задачі (33), (34) є 2 2( , ; , )mu t x p q . 

Нехай умови теореми 7 не виконуються. Тоді правильною є така  

Теорема 8. Для того щоб (0) (0)( , )p q  і відповідний розв’язок задачі (34) 
(0) (0) (0)( , ; , )mu t x p q  були оптимальними, необхідно та достатньо, щоб вико-

нувалися умови: 

(i) функція 1( , , )mH u pµ  за аргументом p  має в точці (0)p  мінімальне 

значення; 

(ii) функція 2 ( , , )mH u qη  за аргументом q  має в точці (0)q  мінімальне 

значення; 

(iii) для довільного вектора 1 2( , ) 0e e ≠  i ( , )t x Q∈  виконується нерів-
ність 

 2 (0) (0) 2 (0) (0)
1 1 1 1 2( , ; , ) 2 ( , ; , )u m p u mm m

t x u p e t x u p e e∂ + ∂ ∂ +F F  

 2 (0) (0) 2
1 2( , ; , ) 0p mt x u p e+ ∂ >F ; 

(iiii) для довільного вектора 1 1( , , ) 0N+ν ν ≠…  i x D∈  виконується нерів-
ність 

 
2 (0) (0)1

2 1

1

( ; , )
0

N
N

i j
i jij

x+
+

=

∂ ω
ν ν >

∂ω ∂ω∑
F 

, 

де 0 (0)
1 ( )N q x+ω = . 

Д о в е д е н н я теорем 7, 8 проводиться за допомогою методики, 
запропонованої в [11]. Переходячи до границі в задачі (33), (34) при 

1m → ∞ , 2m → ∞ , одержимо оптимальний розв’язок задачі (1)–(4). 
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НЕЛОКАЛЬНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА С ВЫРОЖДЕНИЕМ И ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО 
УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
 
Исследуется параболическая краевая задача с многоточечным условием по времен-
ной переменной для линейного параболического уравнения со степенными особен-
ностями на координатных плоскостях. Полученный результат используется 
для исследования задачи оптимального управления с внутренним и финальным 
управлением. 
 
NONLOCAL BOUNDARY-VALUE PROBLEM WITH DEGENERATION AND OPTIMAL 
CONTROL PROBLEM FOR LINEAR PARABOLIC EQUATIONS 
 
The parabolic boundary-value problem with multi-point condition with respect to time 
variable for the linear parabolic equation and with power peculiarities on the coordinate 
planes is investigated. The obtained result is used to investigate optimal control problem 
in the cases of internal and final control. 
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