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ПРО ТОПОЛОГІЧНІ НАПІВГРУПИ БРАНДТА 
 

Описано структуру псевдокомпактних цілком 0 -простих топологічних ін-

версних напівгруп і вказано достатні умови, за яких топологічні 0λ -розши-
рення Брандта (абсолютно) H -замкненої напівгрупи є (абсолютно) H -замк-
неними напівгрупами. 

 
1. Вступ. У роботі використовуємо термінологію, означення та позна-

чення такі, як у [4, 9, 10]. Усі топологічні простори вважаємо гаусдорфо-
вими. 
 Напівгрупа – це множина з заданою на ній бінарною асоціативною опе-

рацією. Якщо S  – напівгрупа, то через 0S  [ 1S ] позначатимемо S  з приєд-
наним нулем [приєднаною одиницею], а через ( )E S  – підмножину ідемпо-

тентів у S . Через 1S  і 0S  позначатимемо одиницю і нуль напівгрупи S . 

 Нагадаємо [10], що напівгрупу S  називають інверсною, якщо для до-

вільного елемента x  в S  існує єдиний елемент 1x− , який називають ін-

версним до x , такий, що 1xx x x− =  і 1 1 1x xx x− − −= . Напівгрупу S  назива-
ють 0 -простою, якщо вона не містить власних відмінних від нуля дво-
сторонніх ідеалів. Напівгрупу S  називають цілком 0 -простою, якщо S  є 
0 -простою і кожен відмінний від нуля ідемпотент в S  є примітивним. 
 Топологічна (інверсна) напівгрупа – це гаусдорфовий топологічний 
простір із неперервною напівгруповою операцією (та інверсією). 

Нехай S  – напівгрупа з одиницею, Iλ  – множина потужності 1λ ≥ . 

На множині 1( ) ( ) 0B S I S Iλ λ λ= × × ∪ { }  означимо напівгрупову операцію «∗ » 

так: 

 
( , , ), ,

( , , ) ( , , )
0, ,

i st j k
i s j k t

j k

=
∗ = 

≠

l
l  

і ( , , ) 0 0 ( , , ) 0 0 0i s j i s j∗ = ∗ = ∗ =  для довільних , , ,i j k Iλ∈l , 1,s t S∈ . Напів-

групу ( )B Sλ  називають λ -розширенням Брандта напівгрупи S  [1, 2]. 

Очевидно, що ( )B Sλ  є матричною напівгрупою Ріса 0 1; , ,M S I I Mλ λ[ ] , де M  

– одинична ( )I Iλ λ× -матриця. Якщо напівгрупа S  складається з одного 

елемента і 2λ ≥ , тоді ( )B Sλ  є напівгрупою ( )I Iλ λ× -матричних одиниць. 

Надалі для довільних ,i j Iλ∈  позначатимемо підмножину , ( , , ) |i jS i s j s= ∈{  

1S∈ }  в ( )B Sλ . 

Означення 1 [2]. Нехай 1λ ≥ , Ω  – клас топологічних напівгруп і 
( , )S τ ∈ Ω . Якщо Bτ  – топологія на ( )B Sλ  така, що 

1) ( ( ), )BB Sλ τ ∈ Ω , 

2) 
,i iB Sτ = τ  для деякого i Iλ∈ , 

то ( ( ), )BB Sλ τ  називають топологічним λ -розширенням Брандта напів-

групи ( , )S τ  у класі Ω . Якщо Ω  співпадає з класом усіх топологічних 

напівгруп, то топологічну напівгрупу ( ( ), )BB Sλ τ  називають топологічним 

λ -розширенням Брандта напівгрупи ( , )S τ . 
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 Нехай S  – напівгрупа, Iλ  – множина потужності 1λ ≥ . На множині 
0( ) ( ) 0B S I S Iλ λ λ= × × ∪ { }  означимо напівгрупову операцію «∗ » так: 

 
( , , ), ,

( , , ) ( , , )
0, ,

i st j k
i s j k t

j k

=
∗ = 

≠

l
l  

і ( , , ) 0 0 ( , , ) 0 0 0i s j i s j∗ = ∗ = ∗ =  для довільних , , ,i j k Iλ∈l , 1,s t S∈ . Якщо 

0S  – нуль напівгрупи S , то множина 0 ( ,0 , ) | , 0SI i j i j Iλ= ∈ ∪ { }{ }  є ідеа-

лом в ( )B Sλ . Фактор-напівгрупу Ріса 0
0( ) ( )B S B S Iλ λ= /  називають 0λ -роз-

ширенням Брандта напівгрупи S  [17]. Надалі для довільних ,i j Iλ∈  по-

значатимемо підмножини 

 ,
( , , ) | , 0 ,
( , , ) | \ 0 0 , 0 ,i j

S

i s j s A A
A

i s j s A A
∈ ∉=  ∈ ∈ ∪

{ }
{ } { }{ }

 

і , , \ 0i j i jA A∗ = { }  в 0 ( )B Sλ . 

Означення 2 [17]. Нехай 1λ ≥ , Ω  – клас топологічних напівгруп і 

( , )S τ ∈ Ω . Якщо Bτ  – топологія на 0 ( )B Sλ  така, що 

1) 0( ( ), )BB Sλ τ ∈ Ω , 

2) 
,i iB Sτ = τ  для деякого i Iλ∈ , 

то 0( ( ), )BB Sλ τ  називають топологічним 0λ -розширенням Брандта напів-

групи ( , )S τ  у класі Ω . Якщо Ω  співпадає з класом усіх топологічних 

напівгруп, то топологічну напівгрупу 0( ( ), )BB Sλ τ  називають топологічним 
0λ -розширенням Брандта напівгрупи ( , )S τ . 

Зауважимо, що кожне (топологічне) λ -розширенням Брандта ( )B Sλ  

(топологічної) напівгрупи S  є (топологічним) 0λ -розширенням Брандта де-

якого (топологічного) моноїда T  з нулем 0 ( )B Tλ  і, крім того, 0λ -розширення 

Брандта зберігаються гомоморфізмами на відміну від λ -розширень Бранд-
та [20]. 

Нехай Ω  – клас топологічних напівгруп. 
 Означення 3 [15, 23]. Топологічну напівгрупу S ∈ Ω  називають H -
замкненою в класі Ω , якщо вона є замкненою піднапівгрупою у кожній на-
півгрупі T  з класу Ω , що містить S  як піднапівгрупу. Топологічну напів-
групу S ∈ Ω  називають H -замкненою, якщо клас Ω  співпадає з класом 
усіх топологічних напівгруп. 

Означення 4 [15, 24]. Топологічну напівгрупу S ∈ Ω  називають абсо-
лютно H -замкненою в класі Ω , якщо кожен неперервний гомоморфний 
образ напівгрупи S  у напівгрупу T ∈ Ω  є H -замкненою напівгрупою в 
класі Ω . Топологічну напівгрупу S  називають абсолютно H -замкненою, 
якщо Ω  співпадає з класом усіх топологічних напівгруп. 

Топологічні λ - та 0λ -розширення Брандта напівгруп введено в роботі 
[1], де вперше також досліджувались їх алгебраїчні та топологічні власти-
вості. Збереження H -замкненості та абсолютної H -замкненості в класі 
топологічних інверсних напівгруп λ -розширеннями Брандта вивчалися в 
[2] і [15]. Зокрема, було доведено, що топологічна інверсна напівгрупа є 
(абсолютно) H -замкненою в класі топологічних інверсних напівгруп тоді й 
тільки тоді, коли кожне її топологічне λ -розширення Брандта є (абсолют-
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но) H -замкненою напівгрупою в класі топологічних інверсних напівгруп. У 

праці [17] аналогічні результати було отримано для топологічних 0λ -роз-
ширень Брандта в класі топологічних інверсних напівгруп. Збереження H -
замкненості та абсолютної H -замкненості в класі топологічних напівгруп 
топологічними λ -розширеннями Брандта вивчалися у [2] і [3]. У праці [19] 
за допомогою цієї техніки описано структуру зліченно компактних 0 -прос-
тих топологічних інверсних напівгруп, а в [8] описано будову компактних та 
зліченно компактних примітивних топологічних інверсних напівгруп. Кате-

горні властивості 0λ -розширень Брандта вивчались в роботі [20]. 
Напівгрупові компактифікації топологічних напівгруп, які є напівтопо-

логічними чи топологічними напівгрупами, вивчались у роботі [7], де було 
доведено, що, коли простір топологічної напівгрупи S  є відкрито фактори-
зовним, то напівгрупова операція з топологічної напівгрупи S  продовжу-
ється до неперервної напівгрупової операції на Стоун-Чехівську компакти-
фікацію Sβ  топологічного простору S . Основні властивості, будова і 
проблематика з теорій псевдокомпактних та зліченно компактних паратопо-
логічних груп і псевдокомпактних (зліченно компактних) напівтопологічних 
і топологічних напівгруп викладені в монографії A. Arhangel’skii, M. Tka-
chenko [6]. Неперервність інверсій у псевдокомпактних і зліченно ком-
пактних паратопологічний групах досліджувались у працях [5] і [22]. 

У цій роботі описано структуру псевдокомпактних цілком 0 -простих 
топологічних інверсних напівгруп, а також вказано достатні умови, за яких 

топологічне 0λ -розширення Брандта (абсолютно) H -замкненої напівгрупи є 
(абсолютно) H -замкненою напівгрупою. 

2. Псевдокомпактні топологічні напівгрупи Брандта. Нагадаємо [4], 
що топологічний простір X  називають псевдокомпактним, якщо кожна ло-
кально скінченна підмножина в X  є скінченною. Кожна неперервна функ-
ція, визначена на псевдокомпактному просторі, є обмеженою [4]. 

Теорема 1. Кожна цілком 0 -проста псевдокомпактна топологічна ін-
версна напівгрупа S  є топологічним λ -розширенням Брандта ( )B Gλ  

псевдокомпактної топологічної групи G  для деякого скінченного кардина-
ла λ  у класі топологічних інверсних напівгруп. 

 Д о в е д е н н я.  За теоремою 3.9 [10] напівгрупа S  алгебраїчно ізо-
морфна λ -розширенню Брандта ( )B Gλ  деякої групи G . Оскільки інверсія 

у напівгрупі S  є неперервною, то відображення : ( )S E S+ε →  і : S−ε →  

( )E S→ , означені відповідно за формулами 1( )x x x+ −ε = ⋅  і 1( )x x x− −ε = ⋅ , 
є неперервними. Таким чином, оскільки неперервний образ псевдокомпакт-
ного простору є псевдокомпактним, то ( )E S  – псевдокомпактний простір. 
За лемою 1 з [18] напівгратка ( )E S  гомеоморфна одноточковій компактифі-

кації Александрова дискретного простору потужності ( )E S , причому нуль 

напівгратки ( )E S  є наростом при цій компактифікації. Таким чином, до-
вільний ненульовий ідемпотент напівгратки ( )E S  є ізольованою точкою в 

( )E S . Оскільки відображення +ε  і −ε  є неперервними, то кожна макси-
мальна підгрупа 

 ( ) | ( ) ( )H e x S x x e+ −= ∈ ε = ε ={ } , 
що містить ненульовий ідемпотент e , є відкрито-замкненою підмножиною в 
S . Тоді за теоремою Колмекса [11] (див. також 3.10.E(d) [4]) простір підгру-
пи ( )H e  є псевдокомпактним. Оскільки напівгрупа S  є 0 -біпростою, то з 
теореми ¥ріна (див. теорему 2.20 з [11]) випливає, що довільний підпростір 

 ( , ) | ( ) ,  ( )H e f x S x e x f+ −= ∈ ε = ε ={ }  
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в S , де , ( ) \ 0e f E S∈ { } , є гомеоморфний простору підгрупи ( )H e . А з непе-

рервності відображень +ε  і −ε  випливає, що ( , )H e f  – псевдокомпактний 

відкрито-замкнений підпростір в S . Отже, маємо, що 

 
  , ( )\{0}

\ 0 ( , )
e f E S

S H e f
∈

= ⊕{ } . 

Оскільки кожен ненульовий ідемпотент напівгрупи S  є ізольованою точкою 

в ( )E S , то множина 1( ) ( ) ( , ) | ( ) \ 0e H e f f E S+ −ε = ∈∪ { }{ }  є відкрито-замкне-

ною в S , а, отже, за теоремою Колмеса [11] (див. 3.10.E(d) [4]) 1( ) ( )e+ −ε  – 
псевдокомпактний простір. З попередньо доведеного випливає, що 

 1

  ( )\ 0

( ) ( ) ( , )
f E S

e H e f+ −

∈
ε = ⊕

{ }

, 

а тоді за теоремою 3.10.25 [4] напівгратка ( )E S  є скінченною. 
Таким чином, оскільки S  – топологічна інверсна напівгрупа, то S  є 

топологічним λ -розширенням Брандта ( )B Gλ  псевдокомпактної тополо-

гічної групи ( )G H e=  для деякого скінченного кардинала λ  у класі тополо-

гічних інверсних напівгруп. ◊ 
Зауваження 1. З теореми 1 випливає, що кожна цілком 0 -проста 

псевдокомпактна топологічна інверсна напівгрупа S  є скінченною тополо-
гічною сумою псевдокомпактних підпросторів ( , )H e f  та нуля напівгрупи S . 

Нехай X  – топологічний простір. Пара ( , )Y c , де Y  – компактний 
гаусдорфовий простір і відображення :c X Y→  – гомеоморфне вкладення 
простору X  в Y  таке, що cl ( ( ))Y c X Y= , називається компактифікацією 

простору X . Означимо частковий порядок ≺  на сім’ї усіх компактифікацій 
( )C X  простору X  таким чином: 2 1( ) ( )c X c X≺  тоді й тільки тоді, коли існує 

неперервне відображення 1 2: ( ) ( )f c X c X→  таке, що 1 2f c c=o . Найбільший 

елемент сім’ї ( )C X  стосовно так означеного часткового порядку ≺  назива-
ють Стоун-Чехівською компактифікацією топологічного простору X  і по-
значають Xβ  [4]. У [12] автори W. W. Comfort, R. A. Ross довели, що Стоун-
Чехівська компактифікація псевдокомпактної топологічної групи є тополо-
гічною групою. Наступна теорема є аналогом теореми Комфорта–Росса. 

Теорема 2. Нехай S  – цілком 0 -проста псевдокомпактна тополо-
гічна інверсна напівгрупа. Тоді на Стоун-Чехівській компактифікації Sβ  

існує структура цілком 0 -простої топологічної інверсної напівгрупи, 
при цьому відображення вкладення напівгрупи S  у Sβ  є гомеоморфізмом 
«в» («into»). 

Д о в е д е н н я.  За теоремою 1 напівгрупа S  топологічно ізоморфна 
топологічному λ -розширенню Брандта ( )B Gλ  деякої топологічної групи G  

у класі топологічних інверсних напівгруп, причому λ < ω  та ,Gα β  і ,Gγ δ  є 

гомеоморфними відкрито-замкненими псевдокомпактними підпросторами в 
( )B Gλ  для всіх , , , Iλα β γ δ ∈ . Очевидно, що топологічний простір ( ) \ 0B Gλ { }  

гомеоморфний добутку G I Iπ π× × , і оскільки множина I Iπ π×  є скінченною, 

то за наслідком 3.10.27 [4] простір ( ) \ 0B Gλ { }  є псевдокомпактним. Тоді згід-

но з теоремою 1 [14] виконується рівність 

 ( )G I I G I I G I Iπ π π π π πβ × × = β × β × β = β × × , 

а, отже, ( ( )) ( )B G B Gλ λβ = β . ◊ 
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 З теореми 1 випливає такий 
Наслідок 1. Кожна цілком 0 -проста псевдокомпактна топологічна 

інверсна напівгрупа є щільною піднапівгрупою 0 -простої компактної 
топологічної інверсної напівгрупи. 

З наслідку 1 випливає 
Наслідок 2. Простір цілком 0 -простої псевдокомпактної топологіч-

ної інверсної напівгрупи є цілком регулярним. 

3. H -замкнені топологічні 0λ -розширення Брандта. 

 Твердження 1. Нехай топологічне 0λ -розширення Брандта 0 ( )B Sλ  

топологічного моноїда S  є піднапівгрупою топологічної напівгрупи T . 

Тоді для кожного елемента 0( , , ) ( )x i s j B Sλ= ∈ , ,i j Iλ∈ , існує відкритий 

окіл ( )U x  точки x  в T  такий, що 0
,( ) ( ) i jU x B S S∗

λ ⊆∩ . 

 Д о в е д е н н я.  З неперервності напівгрупової операції в T  випли-
ває, що для довільного відкритого околу ( )W x  точки x  в T , що не містить 

нуля напівгрупи 0 ( )B Sλ , існує відкритий окіл ( )U x  точки x  в T  такий, що 

 ( ,1 , ) ( ) ( ,1 , ) ( )S Si i U x j j W x⋅ ⋅ ⊆ . 

Тоді 0
,( ) ( ) i jU x B S S∗

λ ⊆∩ , оскільки у протилежному випадку маємо, що 

 0 ( ,1 , ) ( ) ( ,1 , ) ( )S Si i U x j j W x∈ ⋅ ⋅ ⊆ . ◊ 

 Твердження 2. Нехай топологічне 0λ -розширення Брандта 0 ( )B Sλ  

топологічного моноїда S  є щільною піднапівгрупою топологічної напів-
групи T . Тоді: 

(і) якщо елемент 0\ ( )x T B Sλ∈  є ідемпотентом, то існує відкри-

тий окіл ( )U x  точки x  в T  такий, що 0
,( ) ( ) i iU x B S S∗

λ ⊆∩  

для деякого i Iλ∈ ; 

(ii) максимальні ідемпотенти напівгрупи 0 ( )B Sλ  є максимальними 

ідемпотентами напівгрупи T ; 
(iii) напівгрупа T  не містить правих (лівих) одиниць. 

 Д о в е д е н н я.  (i). Оскільки нуль напівгрупи 0 ( )B Sλ  є нулем напів-

групи T  (див. лему 1 з [2]), то існує відкритий окіл ( )W x  точки x  в T , що 
не містить нуля 0  напівгрупи T . З неперервності напівгрупової операції в 
T  випливає, що існує відкритий окіл ( )U x  ідемпотента x  в T  такий, що 

( ) ( ) ( )U x U x W x⋅ ⊆ . Якщо окіл ( )U x  містить точки або з двох різних мно-

жин ,i iS∗  і ,j jS∗ , i j≠ , ,i j Iλ∈ , або ж точки з множини ,i jS∗ , де i j≠ , 

,i j Iλ∈ , то 0 ( ) ( ) ( )U x U x W x∈ ⋅ ⊆ , а це суперечить вибору околу ( )W x . 

 (ii). Зауважимо, що кожен елемент ( ,1 , )Si i  напівгрупи 0 ( )B Sλ  є макси-

мальним ідемпотентом в 0 ( )B Sλ . Припустимо, що існує ідемпотент e ∈  
0\ ( )T B Sλ∈  такий, що ( ,1 , )Si i e<  для деякого i Iλ∈ . Тоді з неперервності 

напівгрупової операції в T  та з твердження (і) випливає, що існує відкри-

тий окіл ( )U e  ідемпотента e  в T  такий, що 0
,( ) ( ) i iU e B S S∗

λ ⊆∩ , але за 

теоремою 1.7 з [9, Vol. 1] підмножина 
 ( ,1 , ) ( ,1 , ) ( ,1 , ) ( ,1 , )S S S Si i T i i i i T T i i= ∩  

є замкненою в T  і, крім того, , ( ,1 , ) ( ,1 , )i i S SS i i T i i∗ ⊆  і ( ,1 , ) ( ,1 , )S Se i i T i i∉ , а 

це суперечить тому, що e  – точка дотику множини 0 ( )B Sλ  в T . З отри-
маного протиріччя випливає твердження (ii). 
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 (iii). Припустимо, що напівгрупа T  містить ліву одиницю 1T
l . Очевид-

но, що 01 ( )T B Sλ∉l . Тоді за твердженням (і) існує відкритий окіл (1 )TU l  точ-

ки 1T
l  в T  такий, що 0

,(1 ) ( )T i iU B S S∗
λ ⊆∩l  для деякого i Iλ∈ . Нехай 

( ,1 , )SW i i  і (1 )TW l  – диз’юнктні відкриті околи точок ( ,1 , )Si i  і 1T
l  в T . З 

неперервності напівгрупової операції в T  випливає, що існують відкриті 

околи ( ,1 , )SV i i  і (1 )TV l  точок ( ,1 , )Si i  і 1T
l  в T  такі, що 

 (1 ) ( ,1 , ) ( ,1 , ),     ( ,1 , ) ( ,1 , ) ( ,1 , )T S S S S SV V i i V i i V i i W i i U i i⋅ ⊆ ⊆ ∩l  
і 

 (1 ) (1 )T TV W⊆l l . 

Але тоді ( (1 ) ( ,1 , )) (1 )T S TV i i V⋅ ≠ ∅∩l l , що суперечить вибору околів 

( ,1 , )SW i i  і (1 )TW l . З отриманого протиріччя випливає, що напівгрупа T  не 

містить лівої одиниці. Доведення того факту, що напівгрупа T  не містить 
правої одиниці є аналогічним. ◊ 
 Лема 1. Нехай топологічне 0λ -розширення Брандта 0 ( )B Sλ  тополо-

гічного моноїда S є піднапівгрупою топологічної напівгрупи T . Якщо ,i jA  

– замкнена підмножина в T  для деяких ,i j Iλ∈ , то ,kA l  – замкнена під-

множина в T  для всіх ,k Iλ∈l . 

 Д о в е д е н н я.  Означимо відображення : T Tϕ →  і : T Tψ →  за 

формулами ( ) ( ,1 , ) ( ,1 , )S St k i t jϕ = ⋅ ⋅ l  і ( ) ( ,1 , ) ( ,1 , )S St i k t jψ = ⋅ ⋅ l . Оскільки 

відображення ϕ  і ψ  є неперервними як композиції зсувів в T , то 
1

,( )i jA A−= ψ  – замкнена підмножина в T . Тоді для відображення f = ϕ ψo  

звуження ,:A kAf f A A= → l  є ретракцією, а сама множина ,kA l  – ретрак-

том простору A . Отже, ,kA l  – замкнена підмножина в T . ◊ 

Теорема 3. Нехай 0 ( )B Sλ  – топологічне 0λ -розширення Брандта 

топологічного моноїда S . Якщо напівгрупа S  є H -замкненою і в’язка 

напівгрупи 0 ( )B Sλ  є компактною, то 0 ( )B Sλ  – H -замкнена топологічна 

напівгрупа. 

Д о в е д е н н я.  Припустимо, що топологічна напівгрупа 0 ( )B Sλ  не є 

H -замкненою. Тоді існує топологічна напівгрупа T , яка містить 0 ( )B Sλ  як 

незамкнену піднапівгрупу. Оскільки замикання піднапівгрупи у топологіч-
ній напівгрупі є піднапівгрупою (див. [9, Vol. 1, с. 9]), то, не зменшуючи за-

гальності, можемо вважати, що 0 ( )B Sλ  – щільна піднапівгрупа в T  і 
0\ ( )T B Sλ ≠ ∅ . За лемою 1 з [2] нуль 0  напівгрупи 0 ( )B Sλ  є нулем напівгру-

пи T . Нехай 0\ ( )x T B Sλ∈ . Тоді 0 0 0x x⋅ = ⋅ = . Згідно з лемою 1 підмно-

жина ,i jS  є замкненою в T  для всіх ,i j Iλ∈ . Отже, кожен відкритий окіл 

точки x  перетинає нескінченну кількість множин типу ,i jS , ,i j Iλ∈ . 

Нехай ( )U x  і (0)U  – відкриті околи точки x  та нуля 0  в T  відповід-

но такі, що ( ) (0)U x U = ∅∩ . Оскільки 0 0 0x x⋅ = ⋅ = , то з неперервності 
напівгрупової операції в T  випливає, що існують відкриті околи ( )V x  і 

(0)V  відповідно точки x  та нуля 0  в T  такі, що виконуються наступні 
умови: 
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 ( ) (0) (0),       (0) ( ) (0),       (0) (0)V x V U V V x U V U⋅ ⊆ ⋅ ⊆ ⊆  
і 
 ( ) ( )V x U x⊆ . 

З компактності в’язки 0( ( ))E B Sλ  випливає, що для довільного околу (0)W  

нуля 0  в T  напівгрупи 0 ( )B Sλ  множина 

 ( (0)) ( ,1 , ) | ( ,1 , ) (0)s sA W i i i i W= ∉{ }  

є скінченною. Таким чином, оскільки окіл ( )V x  перетинає нескінченну кіль-

кість множин ,i iS , i Iλ∈ , то виконується хоча б одна з умов: 

 ( ( ) (0)) ( )V x V V x⋅ ≠ ∅∩  або ( (0) ( )) ( )V V x V x⋅ ≠ ∅∩ , 
а це суперечить вибору околів ( )U x  і (0)U . З отриманого протиріччя ви-

пливає твердження теореми. ◊ 
 Лема 2. Нехай 0 ( )B Sλ  – топологічне 0λ -розширення Брандта тополо-

гічного моноїда S , T  – топологічна напівгрупа і 0: ( )h B S Tλ →  – 

неперервний гомоморфізм. Тоді 0( ( ))h B Sλ – топологічне 0λ -розширення 

Брандта деякого топологічного моноїда M . 

 Д о в е д е н н я.  За твердженням 3.2 з [20] піднапівгрупа 0( ( ))h B Sλ  в 

T  є 0λ -розширенням Брандта піднапівгрупи ,( )i iM h S=  в T , для деякого 

i Iλ∈ . Оскільки піднапівгрупа M  в T  є топологічним моноїдом, то з 

означення 2 випливає, що 0( ( ))h B Sλ – топологічне 0λ -розширення Брандта 

топологічного моноїда M . ◊ 
 З леми 2, твердження ІІ.2 [13] і леми ІІ.1.10 [21] випливає 

Твердження 3. Нехай 0 ( )B Sλ  – топологічне 0λ -розширення Брандта 

топологічного інверсного моноїда S  в класі топологічних інверсних напів-

груп, T – топологічна інверсна напівгрупа і 0: ( )h B S Tλ → – неперервний 

гомоморфізм. Тоді 0( ( ))B S hλ  – топологічне 0λ -розширення Брандта деяко-

го топологічного інверсного моноїда M  у класі топологічних інверсних на-
півгруп. 

 Твердження 4. Нехай 0 ( )B Sλ  – топологічне 0λ -розширення Брандта 

топологічного моноїда S , T  – топологічна напівгрупа і 0: ( )h B S Tλ →  – 

неперервний гомоморфізм. Якщо A  – непорожня підмножина в S  така, 
що ,( )i jh A  – замкнена підмножина в T  для деяких ,i j Iλ∈ , то ,( )kh A l  – 

замкнена підмножина в T  для всіх ,k Iλ∈l . 

 Д о в е д е н н я.  За лемою 2 маємо, що 0( ( ))h B Sλ  є топологічним 0λ -

розширенням Брандта топологічного моноїда ,( )i iM h S= , для деякого 

i Iλ∈ . Означимо відображення : T Tϕ →  і : T Tψ →  за формулами 

( ) (( ,1 , )) (( ,1 , ))S St h k i t h jϕ = ⋅ ⋅ l  і ( ) (( ,1 , )) (( ,1 , ))S St h i k t h jψ = ⋅ ⋅ l . Оскільки 
відображення ϕ  і ψ  є неперервними як композиції зсувів, то 

1
,( ( ))i jA h A−= ψ  – замкнена підмножина в T . Тоді для відображення 

f = ϕ ψo  звуження ,: ( )A kAf f A h A= → l  є ретракцією, а сама множина 

,( )kh A l  – ретрактом простору A . Таким чином, ,( )kh A l  – замкнена підмно-

жина в T . ◊ 
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Теорема 4. Нехай 0 ( )B Sλ  – топологічне 0λ -розширення Брандта 

топологічного моноїда S . Якщо напівгрупа S  є абсолютно H -замкненою 

і в’язка напівгрупи 0 ( )B Sλ  є компактною, то 0 ( )B Sλ  – абсолютно H -

замкнена топологічна напівгрупа. 
Д о в е д е н н я.  Нехай T  – довільна топологічна напівгрупа і 
0: ( )h B S Tλ →  – неперервний гомоморфізм. Тоді за лемою 2 піднапівгрупа 

0( ( ))h B Sλ  є топологічним 0λ -розширенням Брандта деякого топологічного 

моноїда M , а саме, топологічної піднапівгрупи ,( )i ih S  в T  для деякого 

i Iλ∈ . Оскільки напівгрупа S  є абсолютно H -замкненою, то ,( )i ih S  – 

замкнена підмножина в T  і за теоремою 3 і лемою 2 піднапівгрупа 
0( ( ))h B Sλ  є замкненою в T . ◊ 

 З теореми 4 випливає  

Наслідок 3. Якщо 0 ( )B Sλ  – топологічне 0λ -розширення Брандта ком-

пактного топологічного моноїда S  таке, що в’язка напівгрупи 0 ( )B Sλ  є 

компактною, то 0 ( )B Sλ  – абсолютно H -замкнена топологічна напівгрупа. 

Теорема 5. Нехай 0 ( )B Sλ  – топологічне 0λ -розширення Брандта 

топологічного інверсного моноїда S  з компактною в’язкою ( )E S  в класі 

топологічних інверсних напівгруп. Якщо простір 0( ( ))E B Sλ  є регулярним і 
0 ( )B Sλ  – H -замкнена напівгрупа, то в’язка 0( ( ))E B Sλ  є компактною. 

Д о в е д е н н я.  Припустимо супротивне: в’язка 0( ( ))E B Sλ  не є ком-

пактною підмножиною в 0 ( )B Sλ . Тоді, оскільки в’язка ( )E S  напівгрупи S є 

компактною, то за твердженням 1 існує відкритий окіл (0)U  нуля 0  

напівгрупи 0 ( )B Sλ  в 0( ( ))E B Sλ  такий, що множина 0( ( )) \ (0)E B S Uλ  перетинає 

нескінченну кількість множин типу ,( )i iE S , i Iλ∈ . Оскільки простір 

0( ( ))E B Sλ  є регулярним, то існує відкритий окіл (0)V  нуля в 0( ( ))E B Sλ  

такий, що (0) (0)V U⊆ . Не зменшуючи загальності, можемо вважати, що 
таких множин є зліченна кількість, і перенумеруємо їх натуральними чис-

лами: ,( )i iE S , 1,2,i = … . Позначимо ,( ) \ (0)i i iA E S V= . Тоді iA  – відкрита 

підмножина в 0( ( ))E B Sλ  і (0)iA U = ∅∩  для всіх 1,2,i = … . Означимо відоб-

раження 0 0
1 : ( ) ( ( ))B S E B Sλ λπ →  і 0 0

2 : ( ) ( ( ))B S E B Sλ λπ →  за формулами 
1

1( )s s s−π = ⋅  і 1
2 ( )s s s−π = ⋅ . Оскільки 0 ( )B Sλ  – топологічна інверсна напів-

група, то відображення 1π  і 2π  є неперервними. Для довільного натураль-

ного n  позначимо 1 1
1 2 1 2 2( ) ( )n n nZ A A− −

−= π π∩  і n k
k n

P Z
∞

=
= ∪ . З неперервності 

відображень 1π  і 2π  випливає, що 1 1
1 2( (0)) ( (0))V V− −π π∩  і nP  – відкриті під-

множини в 0 ( )B Sλ  для довільного натурального n , і тоді очевидно, що 
1 1

1 2( (0)) ( (0)) nV V P− −π π = ∅∩ ∩ . 

Нехай 0 ( )x B Sλ∉ . Продовжимо напівгрупову операцію з 0 ( )B Sλ  на мно-

жину 0 ( )T B S xλ= ∪ { }  наступним чином: 0x x s x x s⋅ = ⋅ = ⋅ =  для всіх 
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0 ( )s B Sλ∈ . Очевидно, що так визначена бінарна операція на T  є асоціатив-

ною. Нехай Bτ  – топологія на 0 ( )B Sλ . Топологію Tτ  на T  означимо так: 

1) бази топологій Bτ  і Tτ  у кожній точці 0 ( )s B Sλ∈  співпадають; 

2) сім’я ( ) ( ) | 1,2,n nx U x x P nℑ = = =∪ …{ }{ }  є базою топології Tτ  у 

точці x T∈ . 

Оскільки 1 1
1 2( (0)) ( (0)) nV V P− −π π = ∅∩ ∩  і для довільної підмножини ,i jS∗  

в 0 ( )B Sλ  існує натуральне m  таке, що ,i j mS P∗ = ∅∩ , то T  – гаусдорфовий 

простір. Також для довільного відкритого околу нуля (0) (0)W V⊆  маємо, 
що  
 (0) ( ) ( ) (0) ( ) ( ) 0 (0)n n n nW U x U x W U x U x W⋅ = ⋅ = ⋅ = ⊆{ }   

і оскільки для довільної підмножини ,i jS∗  в 0 ( )B Sλ  існує натуральне k  таке, 

що , , 0 (0)i j k k i jS P P S W∗ ∗⋅ = ⋅ = ⊆{ } , то T  – топологічна напівгрупа, яка міс-

тить 0 ( )B Sλ  як щільну піднапівгрупу. З отриманої суперечності випливає, 

що 0( ( ))E B Sλ  – компактна підмножина в 0 ( )B Sλ . 

 Зауваження 2. Оскільки кожне топологічне λ -розширення Брандта 

( )B Sλ  топологічної напівгрупи S  є топологічним 0λ -розширенням Брандта 

деякого топологічного моноїда T  з нулем 0 ( )B Tλ , то твердження теорем 3–5 

виконуються і для топологічних λ -розширень Брандта топологічних напів-
груп. 

Теорема 6. Топологічна інверсна напівгрупа Брандта ( )B Gλ  з H -

замкненою максимальною підгрупою у класі топологічних напівгруп є H -
замкненою топологічною напівгрупою тоді й тільки тоді, коли в’язка 

( ( ))E B Gλ  напівгрупи ( )B Gλ  є компактною. 

Д о в е д е н н я.  Достатність випливає з теореми 3 та зауважен-
ня 2. Доведемо необхідність. Оскільки за лемою 4 з [16] кожен ненульовий 
ідемпотент в’язки ( ( ))E B Gλ  є ізольованою точкою в ( ( ))E B Gλ , то топологіч-

ний простір ( ( ))E B Gλ  є 0 -вимірним, а, отже, і регулярним. Таким чином, 

виконуються умови теореми 5. ◊ 
Теорема 7. Топологічна інверсна напівгрупа Брандта ( )B Gλ  з абсолют-

но H -замкненою максимальною підгрупою у класі топологічних напівгруп 
є абсолютно H -замкненою топологічною напівгрупою тоді й тільки то-
ді, коли в’язка ( ( ))E B Gλ  напівгрупи ( )B Gλ  є компактною. 

Д о в е д е н н я.  Необхідність випливає з теореми 6. Достатність є 
наслідком теореми 4 і зауваження 2. ◊ 
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О ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПОЛУГРУППАХ БРАНДТА 
 

Описана структура псевдокомпактных вполне 0 -простых топологических ин-
версных полугрупп и найдены достаточные условия, при выполнении которых 

топологические 0λ -расширения Брандта (абсолютно) H -замкнутой полугруппы 
являются (абсолютно) H -замкнутыми полугруппами. 
 
ON TOPOLOGICAL BRANDT SEMIGROUPS 
 

Іn the paper we describe the structure of pseudocompact completely 0 -simple topologi-

cal inverse semigroups. Also we find the sufficient conditions on topological Brandt 0λ -
extensions for preserving the (absolute) H -closedness. 
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