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УДК 539.3 
 
В. Г. Попов 
 
ІТЕРАЦІЙНИЙ МЕТОД ВИЗНАЧЕННЯ ДИФРАКЦІЙНОГО ПОЛЯ 
ПРИ ВЗАЄМОДІЇ ХВИЛІ ПОЗДОВЖНЬОГО ЗСУВУ З СИСТЕМОЮ ТРІЩИН 
 

Розглянуто задачу про визначення дифракційного поля, що утворюється 
внаслідок взаємодії хвиль поздовжнього зсуву з системою довільно розміщених 
у необмеженому тілі тріщин. Вихідну задачу зведено до системи сингуляр-
них інтегро-диференціальних рівнянь. Запропоновано ітераційний метод 
розв’язування цієї системи, де нульовим наближенням є розв’язки інтеграль-
них рівнянь для окремих тріщин.  

 
Сучасні методи механіки деформівного тіла (метод потенціалів, метод 

розривних розв’язків тощо) дозволяють легко звести задачу про визначен-
ня хвильового поля в тілі з довільною системою тріщин до системи інтег-
ральних рівнянь. Власне, за допомогою методу інтегральних рівнянь у робо-
тах [7, 11] досліджено взаємодію хвиль поздовжнього зсуву (SH-хвиль) з 
довільною системою тріщин у необмеженому пружному тілі. У статті [4] 
аналогічна задача для радіально розміщених тріщин розв’язана методом 
розривних розв’язків. Ці дослідження знайшли продовження у [3], де вже 
розглянуто пружне тіло в умовах плоскої деформації. Особливістю цих ро-
біт є те, що для того щоб уникнути гіперсингулярних інтегралів, пропону-
ється розв’язувати системи інтегро-диференціальних рівнянь відносно роз-
криттів тріщин і їх похідних. Для таких систем розроблено ефективну про-
цедуру числового розв’язання. 

Останнім часом для визначення хвильових полів у тілах із системами 
тріщин все частіше застосовують метод граничних елементів. Так, цим ме-
тодом двовимірні задачі розв’язано у [6, 8], а тривимірні – у [9, 10]. Але з 
аналізу цих робіт випливає, що при зведенні вихідних крайових задач до 
граничних інтегральних рівнянь виникає суттєва проблема. Вона полягає у 
необхідності числового розв’язання систем інтегральних рівнянь великої 
розмірності. Кількість рівнянь у таких системах пропорційна кількості трі-
щин, а ядра самих рівнянь мають сингулярності високих порядків.  

Саме тому при проведенні числових розрахунків хвильових полів і ко-
ефіцієнтів інтенсивності напружень (КІН) автори обмежуються випадком 
декількох, частіше за все, двох тріщин. Тому проблема визначення напру-
женого стану і дифракційних полів у тілах з системами тріщин не є цілком 
вирішеною. 

У поданій статті запропоновано ітераційний підхід до визначення ди-
фракційного поля і КІН при взаємодії хвилі поздовжнього зсуву з системою 
N  тріщин. В результаті не виникає потреби розв’язувати систему N  ін-
тегро-диференціальних рівнянь, а на 
кожній ітерації розв’язують N  окре-
мих рівнянь, що відповідають ізольо-
ваним тріщинам. 

Постановка задачі. Нехай у пруж-
ному тілі, що знаходиться у стані ан-
типлоскої деформації, розміщені N  
наскрізних тріщин. Ці тріщини у пло-
щині Oxy  займають відрізки довжини 

2 kd  з серединами у точках з коорди-

натами ( , ),  1,2, ,k ka b k N= …  (рис. 1). З 

тріщинами взаємодіє плоска хвиля по-
здовжнього зсуву, яка поширюється у 
тілі і викликає у ньому вздовж осі Oz  Рис. 1 
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переміщення  

 2 0 0
2

( cos sin ) 2
2( , ) ,        i x ydw x y Ae

G
θ + θ ρω= =æ æ , (1) 

де ω  – частота коливань; , Gρ  – густина і модуль зсуву тіла; 0θ  – кут між 

напрямком розповсюдження хвилі і додатним напрямом осі Ox . Множник 
i te− ω , який визначає залежність від часу, тут і надалі відкидаємо. 

 Нехай ( , )w x y  – єдина відмінна від нуля при антиплоскій деформації 
z -компонента вектора переміщень, викликаних хвилями відбитими від трі-
щин. Тоді вона повинна задовольняти рівняння Гельмгольца 

 2
2 0w w∆ + =æ , 

де ∆  – оператор Лапласа в системі координат Oxy . Це рівняння необхідно 
розглядати з граничними умовами на тріщинах, для формулювання яких з 
кожною тріщиною пов’язується локальна система координат k k kO x y . Зв’я-

зок між глобальною і локальними системами координат, пов’язаними з різ-
ними тріщинами, задається формулами 
 cos sink k k k kx a x y= + α − α , 

 sin cosk k k k ky b x y= + α + α , 

 ( ) cos ( ) sink kx a a b b= − α + − α +l l l l l  

 cos ( ) sin ( )k k kx y+ α − α − α − αl l l , 

 ( ) sin ( ) cosk ky a a b b= − − α + − α +l l l l l  

 sin ( ) cos ( ),    , 1,2, ,k k kx y k N+ α − α + α − α = …l l l l . (2) 

Нехай ( , )d
k k kW x y , ( , )k k kW x y  – переміщення, отримані з ( , )dw x y  і 

( , )w x y  після переходу до нових координат за формулами (2). Тоді, якщо 
береги тріщин вважаються вільними від напружень, на них повинні вико-
нуватись умови 

 ( ,0) ( ,0),      ,    1,2, ,
k k

d
zy k zy k k k kx x d x d k Nτ = − τ − < < = … , (3) 

де 

 2 0
2 0,     sin ( ) k

k zyk

d
i Zdk k

zy k
k k

W W
G G i GA e

y y
∂ ∂

τ = τ = = − α − θ
∂ ∂

ææ , 

 0 0 0 0 0cos sin cos ( ) sin ( )k k k k k k kZ a b x y= θ + θ + α − θ − α − θ .  (4) 

Крім того, на поверхні тріщини переміщення ( , )k k kW x y  мають розриви з 

невідомими стрибками, для яких введемо позначення 

 ( , 0) ( , 0) ( ),     ( ) 0,   1,2, ,k k k k k k k kW x W x x d k N+ − − = χ χ ± = = … . (5) 

 При таких умовах ставиться задача визначити переміщення і напру-
ження дифракційного поля у тілі і КІН для кожної тріщини. 

Розв’язання задачі. Для розв’язання задачі для кожної тріщини з но-
мером l  у системі координат O x yl l l , пов’язаного з нею, будуємо роз-
ривний розв’язок рівняння Гельмгольца зі стрибком (5) [5]: 

 2( , ) ( ) ( , ) ,      1,2, ,
d

d

d

W x y r x y d N
y

−

∂= χ η η − η =
∂ ∫ …

l

l

l l l l l l
l

l ,  (6) 

де 

 (1) 2 2
2 0 2( , ) ( )

4
ir x y H x yη − = − η − +æl l l l( ) . 
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Відповідні напруження знаходимо за формулами 

 2( , ) ( ) ( , )
d

d
y z

d

x y G r x y d
−

∂′τ = χ η η − η −
∂η∫

l

l
l

l l l l l  

 2
2 2( ) ( , )

d

d

G x y d
−

− χ η τ η − η∫æ
l

l

l l l , 

 2( , ) ( ) ( , )
d

d
x z

d

x y G r x y d
y

−

∂′τ = χ η η − η
∂∫

l

l
l

l l l l l
l

. (7) 

У формулах (7) для напружень з метою зменшення порядку сингулярності 
інтегралів, як і в [3, 4], здійснено інтегрування частинами. 

У системі Oxy  переміщення розсіяного хвильового поля подаємо у 
вигляді 

 
1

( , ) ( , )
N

dW x y W x y
=

= ∑ l
l

, (8) 

де ( , )dW x yl  отримано з формули (6) шляхом перетворення координат (2). 
Щоб застосувати формули (8), необхідно визначити невідомі стрибки пере-
міщень на тріщинах. Для цього використаємо умови (3). Попередньо за-
пишемо 

 
1

,      sin ( ) cos ( )
k k k

N
d d

zy zy zy zx k zy k
=

τ = τ τ = − τ α − α + τ α − α∑ l l
l l

l l
l

, (9) 

і здійснимо перетворення координат за другою групою формул (2). Тоді 
кожний доданок у (9) буде визначатись за формулами 

 
(1)
1 22 ( )

( )
4k

d
k

zy
kd

H Ri
G

R
−

′τ = χ η ×∫
l

l

l l
l

l

ææ
 

 cos ( ) ( ) cos ( ) sink k k k k kx a a b b d× η α − α − − − α − − α η +l l l( )  

 2 (1)
2 0 2cos ( ) ( ) ( )

4

d

k k
d

iG H R d
−

+ α − α χ η η∫æ æ
l

l

l l l , (10) 

де 

 2 ( ) cos ( ) sin cos ( )k k k k kR a a b b x= η − − α − − α − α − α +l l l l l l(  

 2sin ( ) ( ) sin ( ) cosk k k ky a a b b+ α − α + − − α + − α +l l l l l) (  

 2sin ( ) cos ( )k k k kx y+ α − α + α − αl l ) . 

 Підставивши тепер (9), (10) в умову (3), отримаємо систему інтегро-ди-
ференціальних рівнянь, яка після вилучення сингулярних складових ядер 
набуде наступного вигляду: 

 
1

( )

1

1 1( ) ( )
2 k k d

−

 ′ϕ τ + τ − ζ τ +  π τ − ζ∫ R l  

 
1

2 2 (0)
0

1

1 ( ) ln ( )
2 k k k d

−

+ ϕ τ − γ τ − ζ + τ − ζ τ +
π ∫ Ræ[ ]  

 
1 1

( ) (0)

1 1 1

1 1( ) ( , ) ( ) ( , )
2 2

N

k k

k

F d F d
= − −
≠

 ′+ ϕ τ τ ζ τ + ϕ τ τ ζ τ = π π 
∑ ∫ ∫l

l l l l
l
l

 

 0 0 ( )
0 0 0sin ( ) ,       1,2, ,ki r

ki A e k Nζ= − α − θ = …ææ .  (11) 
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Ядра інтегральних операторів визначаються за такими формулами: 

 ( ) (0) 2( ) ( ln ),     ( ) ln ,       0k kz O z z z O z z z= = →R Rl ( ) , 

 
( ) 0

( ) 1 0 0
0

( , ) cosk
k k k

k

i H q
F

q

π γ
τ ζ = γ τ α − γ ζ −

l
l l l
l l l

l

æ æ( )
(  

 ( ) cos ( ) sink k k k− ε − ε α − δ − δ αl l ) , 

 (0) 2 2 ( ) 0
0 0 0( , ) cos

2k k k
iF H qπτ ζ = γ αæ æl

l l l l( ) , 

 0 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2 cosk k k k k kq = γ τ + γ ζ + ε − ε + δ − δ − γ γ τζ α −l l l l l l  

 2 ( ) cos ( ) cosk k− γ τ ε − ε α + δ − δ α +l l l l l( )  

 2 ( ) cos ( ) sink k k k k+ γ ζ ε − ε α + δ − δ αl l( ) , 

 0 0 0 0cos sin cos ( )k k k k kr = ε θ + δ θ + γ ζ α − θ .  

При виведенні системи (11) було введено такі позначення: 

 1 2     , , , , , max , , ,k k k
k k k k k N

d b a
d x d d d d d

d d d
η = τ = ζ γ = δ = ε = = …l { } , 

 0 2  , ( ) ( ),  ( ) ( ),  ,  , 1,2, ,k kd d d d k N′ ′= χ τ = ϕ τ χ τ = ϕ τ α = α − α = …l l l l l l l l l læ æ . 

Ітераційний метод розв’язування. Систему інтегро-диференціальних 
рівнянь можна розв’язати наближено методом механічних квадратур ана-
логічно, як у [3, 4]. Однак безпосереднє застосування цього методу вимага-
тиме розв’язання системи лінійних алгебраїчних рівнянь, розмір якої про-
порційний до кількості тріщин N . Тому для усунення цієї проблеми пропо-
нуємо ітераційний метод розв’язання системи (11). При цьому за нульове 
наближення приймаємо розв’язок N  окремих рівнянь для ізольованих 
тріщин: 

 
1

(0) (0)

1

1 1( ) ( )
2 k k d

−

 ′ϕ τ + τ − ζ τ +  π τ − ζ∫ R  

 
1

(0) 2 2 (0)
0

1

1 ( ) ln ( ) ( )
2 k k k d

−

+ ϕ τ − γ τ − ζ + τ − ζ τ =
π ∫ Ræ[ ]  

 0 0 ( )
0 0 0sin ( ) ki r

ki A e− ζ= − α − θ ææ , 

 
1

(0)

1

( ) 0,       1,2, ,k d k N
−

′ϕ τ τ = =∫ … .  (12) 

Далі ітераційний процес здійснюємо шляхом розв’язання на кожному 
кроці рівнянь 

 
1

( ) ( )

1

1 1( ) ( )
2

i i
k k d

−

 ′ϕ τ + τ − ζ τ +  π τ − ζ∫ R  

 
1

( ) 2 2 (0)
0

1

1 ( ) ln ( )
2

i
k k k d

−

+ ϕ τ − γ τ − ζ + τ − ζ τ =
π ∫ Ræ[ ]  

 0 0 ( )
0 0 0sin ( ) ki r

ki A e− ζ= − α − θ −ææ  

 
1 1

( 1) ( ) ( 1) (0)

1 1 1

1 1( ) ( , ) ( ) ( , )
2 2

N
i i i

k k

k

F d F d− −

= − −
≠

 ′− ϕ τ τ ζ τ + ϕ τ τ ζ τ π π 
∑ ∫ ∫l l l l
l
l

, 

 
1

( )

1

( ) 0,      1,2, , ,    1,2,i
k d k N i

−

′ϕ τ τ = = =∫ … … . (13) 
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Розв’язання інтегральних рівнянь (12), (13) ґрунтується на поданні по-
хідних від невідомих функцій у вигляді 

 
( )

( )

2

( )
( ) ,      1,2, , ,   1,2,

1

i
i k

k k N i
ψ τ′ϕ τ = = =

− τ
… … , (14) 

і наближенні функцій ( ) ( )i
kψ τ  інтерполяційним многочленом 

 ( ) ( )

1

( )
( )

( ) ( )

N
i i n

k km
m n mm

T

T=

τ
ψ τ ≈ ψ ′τ − τ τ∑ , (15) 

де ( )nT τ  – многочлен Чебишева; mτ  – корені цього многочлена; ( )i
kmψ =  

( ) ( )i
k m= ψ τ . З формул (14), (15), як показано у [3, 4], випливає таке набли-

ження для невідомих функцій: 

 
1

1( ) 2 ( ) ( ) ( )

1 1

( ) ( )2( ) 1 ( ),     
n n

p m pi i i i
k kn kn km

m p

T U
S S

n p

−
+

= =

τ τ
ϕ τ ≈ − τ τ = − ψ∑ ∑ .  (16) 

Формули (14)–(16) дають можливість застосувати до розв’язання рів-
нянь (12), (13) метод механічних квадратур з використанням як точок коло-
кації коренів многочлена Чебишева 1( )nU − ζ : 

 cos ,      1,2, , 1j
j

j n
n
πζ = = −… . 

При застосуванні цього методу для інтегралів Коші використовуємо 
відому квадратурну формулу [1], для інтегралів з регулярними ядрами – 
відповідні формули Ґаусса – Чебишева [2]. Що стосується інтеграла з лога-
рифмічною особливістю, то його обчислення здійснюємо за наступною фор-
мулою, отриманою за допомогою подань (16): 

 
1 1

( ) 2 ( ) ( )

11 1

( ) ln 1 ( ) ln
n

i i i
k j kn j m jm km

m

d S d a C
=− −

ϕ τ τ − ζ τ = − τ τ τ − ζ τ = ψ∑∫ ∫ , 

 1ln 2 cos 2
2jm m jC  = τ − σ + 

 
 

 
1

2

cos ( 1)cos ( )
cos ( 1)

1

n
jm

j
p

pp
p

p p

−

=

+ σβ  + ⋅ − σ − + ∑ , 

 ma
n
π= (2 1)

,    ,    
2j m

j m
n n
π − πσ = β = . 

В результаті вихідну задачу зводимо до розв’язання послідовності та-
ких систем лінійних алгебраїчних рівнянь, які відрізняються тільки пра-
вими частинами: 

 0 0 ( )( ) 0
0 0 0

1

1 sin ( ) ,    1,2, , 1
2

k j
n

i rk
m jm km k

m

a B i A e j n
ζ

=
ψ = − α − θ = −

π ∑ …ææ , 

 0

1

0,        1,2, ,
n

m km
m

a k N
=

ψ = =∑ … , 

 0 0 ( )( ) ( )
0 0 0

1

1 sin ( )
2

k j
n

i rk i
m jm km k

m

a B i A e
ζ

=
ψ = − α − θ −

π ∑ ææ  

 ( ) ( 1)

1 1

1 ,   1,2, , 1
2 jm

n n
k i k k

m jm km jm
m

k

a B F E j n−

= =
≠

− ψ + = −
π ∑ ∑ …l l

l
l

( ) , 

 ( )

1

0,       1,2, , ,   1,2,
n

i
m km

m

a k N i
=

ψ = = =∑ … … .  (17) 
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У системі (17) введено такі позначення: 

 ( ) 2 2 ( )
0

1 ,       ( )k k k k i
jm k jm jm jm jm k m j

m j
B C D= − γ + + = τ − ζ

τ − ζ
R R Ræ , 

 ( ) 0

1

( ),      ( )
n

k i k
jm k m j jm sm k s j

s

F F E B F z
=

= τ − ζ = − ζ∑l l
l l , 

 ( ) 0

1

( )
n

k
jm sm k s j

s

D B z
=

= − ζ∑ R , 

 
1

1

cos ( ) sin ( )2 sin
1 1

n
m s

sm
p

p psB
n n p

−

=

β ρπ= −
+ + ∑ , 

 cos ,          sin
1 1s s

s sz
n n

π π= ρ =
+ +

. 

Після розв’язання (17) наближене значення КІН за результатами i -ї 
ітерації для кожної тріщини знаходимо за формулами 

 2K G d k± ±=l l l , 

 ( )

1

1 ( 1) ctg
22

n
m i m

m
m

k
n

+

=

β
= − ψ

γ
∑l l

l

, 

 ( )

1

1 ( 1) tg ,      1,2, ,
22

n
m i m

m
m

k N
n

−

=

β
= − ψ =

γ
∑ …l l

l

l . (18) 

Результати числового аналізу і висновки. Одним з головних завдань 
проведених числових розрахунків було дослідження практичної збіжності 
запропонованого ітераційного методу. Для цього було розглянуто систему 
трьох тріщин однакової довжини 2d , розташованих на сторонах правиль-
ного трикутника зі сторонами довжини 4d  (див. рис. 2).  

З тріщинами взаємодіє плоска хвиля поздовжнього зсуву, що поши-
рюється уздовж додатного напрямку осі Oy , 0 90θ = ° .  

  
 Рис. 2  Рис. 3 

На рис. 3 наведено графіки залежності абсолютного значення КІН для 

першої тріщини 1 1 1k k k− += = . Крива 1 відповідає значенням КІН для цієї 

тріщини, отриманим внаслідок безпосереднього розв’язання системи інтег-
ро-диференціальних рівнянь (13). Криві 2, 4 показують значення КІН, отри-
мані за формулою (18) внаслідок здійснення відповідної кількості ітерацій. 
Можна бачити, що в області низьких частот 0 3≤æ  збіжність результатів, 

отриманих різними методами, досягається вже при другій ітерації. В облас-
ті високих частот, де спостерігаються резонансні піки, повне збігання з кри-
вою 1 спостерігається після 6÷8 ітерацій. 
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Далі розглянемо взаємодію такої самої хвилі з системою семи тріщин 
(рис. 4). Ця система складається з тріщини довжини 1d , біля кожного кінця 

якої на віддалі 0r  знаходяться по три радіально розміщені тріщини, що 

мають втричі меншу довжину 1( 3,  2, ,7)id d i= = …/ . 

 

Рис. 4 

Результати розрахунку КІН показані у вигляді графіків на рис. 5 і 
рис. 6. Криві 1–4 на рис. 5 показують зміну абсолютних значень КІН навко-

ло зближених вершин тріщин: 1k+ , 2k− , 3k− , 4k− . Можна бачити, що зі 

зростанням частоти, частотна залежність КІН ускладнюється появою резо-
нансних піків. Цікавим є те, що найменші значення КІН спостерігаються 
для четвертої тріщини, що свідчить про екранний ефект тріщин. 

На рис. 6 показано графіки залежності від частоти абсолютних значень 
КІН для віддалених вершин тріщин. Криві з номерами 2–4 відповідають 

2k+ , 3k+ , 4k+ . Для цих КІН спостерігається приблизно однакова поведінка 

і їхні максимальні значення майже збігаються. У розрахунках для системи 
з семи тріщин використано до 8 ітерацій. 

  
 Рис. 5 Рис. 6 

Викладені вище результати дозволяють зробити наступні загальні 
висновки. 

– Розроблено ефективний ітераційний метод розв’язання задачі про ви-
значення напруженого стану в тілі з довільною системою тріщин в 
умовах взаємодії з хвилями поздовжнього зсуву. Цей метод залиша-
ється досить ефективним у випадку систем досить щільно розташова-
них систем тріщин складної геометрії. 

– Встановлено суттєвий вплив на значення КІН конфігурації системи 
тріщин, який проявляється в появі резонансних максимумів або у ви-
гляді екрануючого ефекту. 
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ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ДИФРАКЦИОННОГО ПОЛЯ ПРИ 
ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ВОЛНЫ ПРОДОЛЬНОГО СДВИГА С СИСТЕМОЙ ТРЕЩИН 
 
Рассмотрена задача об определении дифракционного поля, возникающего в резуль-
тате взаимодействия волн продольного сдвига с системой произвольно располо-
женных в неограниченном теле трещин. Исходная задача сведена к системе син-
гулярных интегро-дифференциальных уравнений. Предложен итерационный ме-
тод решения этой системы, где нулевым приближением являются решения ин-
тегральных уравнений для отдельных трещин. 
 
ITERATIVE METHOD OF DIFFRACTION FIELD DETERMINATION AT 
INTERACTION OF LONGITUDINAL SHEAR WAVE WITH A CRACK SYSTEM 
 
The problem on diffraction field determination is arising as a result of the longitudinal 
shear wave interaction with the cracks’ system arbitrarily located in an infinite body is 
solved. The original problem is reduced to a system of singular integro-differential 
equations. The iterative method of this system solving, where the zero approximation 
are the solutions of the integral equations for separate cracks, is proposed. 
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