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УДК 539.3 
 
О. С. Вєтров, В. П. Шевченко 
 
ДОСЛІДЖЕННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ ОРТОТРОПНИХ 
ОБОЛОНОК ПІД ДІЄЮ ДИНАМІЧНИХ ІМПУЛЬСНИХ НАВАНТАЖЕНЬ 
 

Розглянуто задачу про побудову фундаментальних розв’язків рівнянь дина-
міки тонкої пологої ортотропної оболонки довільної ґауссової кривини. 
Отримано асимптотичні формули динамічного прогину оболонки при дії 
імпульсного навантаження. Знайдено фізичні співвідношення пружності ди-
намічної теорії тонких оболонок. Досліджено коректність використання у 
розрахунках моделі спеціальної ортотропії. 

 
Вступ. Рівняння динамічної теорії пластин і оболонок широко застосо-

вують при дослідженні багатьох сучасних інженерних та технічних проб-
лем в машинобудуванні, проектуванні авіаційної техніки [5], обслуговуванні 
гідротехнічних споруд [6] тощо. 

Для розв’язування початково-крайових задач теорії пластин і оболонок 
ефективними є методи, що зводять такі задачі до систем інтегральних та 
інтегро-диференціальних рівнянь [11, 13]. Змістовне дослідження такої за-
дачі для ортотропної пластини у статичному та динамічному випадках про-
ведено у [12].  

Проблема побудови фундаментальних розв’язків динамічних рівнянь у 
теорії пружності є достатньо актуальною, оскільки вони є основою розв’я-
зування багатьох крайових задач теорії тонких пластин і оболонок [1]. 
Фундаментальні розв’язки динаміки ізотропних пластин та оболонок добре 
відомі [4, 7]. Випадок ортотропії матеріалу розглянутий авторами у [9].  

Дослідження напружено-деформованого стану оболонок у динамічному 
випадку є складною задачею. Фундаментальні розв’язки динаміки ізотроп-
них оболонок побудовано в [7]. У складніших випадках загальної ортотропії 
матеріалу отримані результати стосуються лише конкретних випадків сфе-
ричної [3] або циліндричної [10] оболонок. Це пов’язано головним чином з 
відсутністю загальних аналітичних методів розв’язування задач динаміки 
оболонок. 

У зв’язку з цим розглянемо задачу про побудову фундаментальних 
розв’язків динамічних рівнянь в узагальненому випадку тонкої ортотропної 
оболонки довільної ґауссової кривини. 

Постановка задачі. Розглянемо тонку пологу ортотропну оболонку до-
вільної кривини сталої товщини h . Середин-
на поверхня оболонки віднесена до криволі-
нійної ортогональної системи координат α  і 
β  так, що координатні лінії співпадають з 
лініями головних кривин серединної поверх-
ні оболонки (рис. 1). 

Згідно з [8] будемо розглядати лише той 
клас задач, коли зона збурення напруженого 
стану є незначною в порівнянні з тією облас-
тю, що займає оболонка. Тому можна вважа-
ти, що криволінійна система координат спів-
падає з декартовою системою ( , )x y . Тоді відповідно коефіцієнти першої 

квадратичної форми (коефіцієнти Ляме) будуть 1A B= = , а головні радіу-
си кривин 1R  і 2R  вважатимемо незмінними. Ці припущення дозволяють 
значно спростити вихідні рівняння. 

Далі будемо вивчати початкову реакцію оболонок на зосереджений ди-
намічний вплив, коли збурення, викликане цим впливом, ще не досягає меж 
зони пологості. 

 
Рис. 1 
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Розв’язок задачі. Як показано у [8], система трьох рівнянь рівноваги у 
переміщеннях зводиться до наступної системи: 
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w  – прогин оболонки; F  – функція напружень; 1E , 2E  і 1ν , 2ν  – відповід-
но модулі Юнга та коефіцієнти Пуассона у головних напрямках ортотропії; 

12G  – модуль зсуву для площин, паралельних до серединної поверхні обо-

лонки; hρ  – маса одиниці поверхні; ( , , )Z x y t  – динамічне навантаження; 

t  – часова координата. Перехід до динамічної задачі теорії оболонок вико-
нано квазістатичним способом. 

Силу інерції враховуємо лише у напрямку, нормальному до серединної 
поверхні оболонки. Динамічні навантаження, що виникають у серединній 
поверхні, враховувати не будемо. Оболонку вважатимемо нескінченною, а 
початкові умови – нульовими. 

Фізичні співвідношення пружності будуть мати відповідно наступний 
вигляд: 
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де 1M , 2M , H  – згинальні та крутильні моменти; 1T , 2T , S  – мембранні 
зусилля, записані за допомогою функції напружень. 

Далі будемо розглядати випадок, коли до поверхні оболонки прикладе-
но миттєвий імпульс одиничної інтенсивності. Для його означення викорис-
товуємо узагальнену дельта-функцію Дірака, тобто динамічне навантажен-
ня моделюємо як ( , , ) ( , ) ( )Z x y t x y t= δ δ . 

Зазначимо, що на практиці зовнішнє навантаження можна вважати ім-
пульсним, якщо його вплив обмежений чвертю найбільшого з періодів влас-
них коливань оболонки [2]. 

Таким чином, розглянемо задачу про побудову фундаментальних роз-
в’язків системи рівнянь (1) динамічної рівноваги тонкої пологої ортотропної 
оболонки. 

Одним із ефективних методів побудови фундаментальних розв’язків у 
динамічній теорії пластин і оболонок є метод інтегральних перетворень [7]. 
Як відомо, найскладнішим етапом при використанні методу інтегральних 
перетворень є перехід до оригіналів. 

Для побудови фундаментальних розв’язків для випадку динамічного 
зосередженого навантаження тонкої ізотропної оболонки у [7] була побудо-
вана оригінальна методика обернення трансформант Фур’є і Лапласа, що 
базується на введені у розгляд нової спеціальної функції гіпергеометрично-
го типу. Удосконалимо цю методику у випадку ортотропної пологої оболон-
ки. 
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Перейдемо у системі (1) до безрозмірної системи координат 1 1 1( , , )x y t : 

 1 1 1
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c c aDc

ρ
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, 

де 2 2a = − µ + µν , 4 2 2
212(1 ) ( )c R h= − ν / . 

Застосувавши до записаної у безрозмірних координатах системи дифе-
ренціальних рівнянь (1) спочатку інтегральне перетворення Фур’є за гео-
метричними координатами, а потім перетворення Лапласа за часом, отри-
маємо алгебраїчну систему  
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Розв’яжемо систему (3) відносно трансформант w  та F  у просторі 
Фур’є і Лапласа: 
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 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2(1 ) ,    (1 )′ ′′∆ = ξ + η + µ − ν ξ − η ∆ = ξ + η − µ + ν ξ − η% %( ) ( ) ( ) ( ) . 
Методику обернення трансформант традиційно продемонструємо на 

прикладі обернення функції w , що відповідає динамічному прогину тонкої 
ортотропної оболонки під дією зосередженого джерела навантаження. 

Для спрощення запису надалі будемо розглядати величини (0)w  та 
(0)F , трансформанти яких будемо визначати зі співвідношень 
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Застосуємо до (0)w  послідовно відомі формули обернення інтегральних 

перетворень Фур’є та Лапласа. Враховуючи парність (0)w , отримаємо на-
ступний вираз для оригіналу: 
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  (4) 
У підінтегральному виразі (4) перейдемо до полярних координат 

 cos ,       sinR Rξ = θ η = θ , 

 1 1cos ,     sinx r y r= ϕ = ϕ .  

Розкладемо в ряд Бесселя  
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де 2 ( )nJ ⋅  – функція Бесселя першого роду 2n -го порядку. Співвідношення 

(4) у нових координатах матиме вигляд 
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Обернення перетворення Лапласа знайдемо за допомогою теореми Еф-
роса. Далі, згідно з [7], отримаємо 

 (0)
1

0

2( , , ) ( 1) cos 2n
n

n

w r t n
∞

=
ϕ = − ε ϕ ×

π ∑  

 
2

2
2 22 2

0 0 0

( 1)
( ) cos 2 ( )

( !) 2

m
m

nm
m

K n J Rr R
m

π ∞∞

=

−
× θ θ ×∑ ∫ ∫

/

 

 
1

2 2 2
1 1 1

0

( ) cos ( ( ) )
t

mt u R K u d dR dt× − θ θ∫ . 

Аналітично обчислимо останній внутрішній інтеграл. З метою відокрем-
лення змінних скористаємось формулою множення функцій Бесселя пер-
шого роду. У результаті матимемо 
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Інтеграл, що входить до виразу (6), знайдемо за допомогою нової спе-

ціальної функції , ( )G zγ
α β , що була застосована у задачі побудови фунда-

ментальних розв’язків динамічних рівнянь теорії тонких ізотропних оболо-
нок [7]. 

Надалі для спрощення запису будемо використовувати нову змінну 
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де Γ  – ґамма-функція; 2 3 1 2 1 2 3( , ; , , ; )F a a b b b x  – узагальнена функція гіпер-
геометричного типу. 

Аналогічно отримаємо вирази для функції напружень: 
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Таким чином, за допомогою (7), (8) та (9), (10) остаточно виражаються 
аналітичні формули для розшукуваних функцій динамічного прогину обо-
лонки та напружень. 

Базуючись на асимптотичному розкладі введеної нової функції у по-
чатку координат 
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матимемо асимптотичний вираз функції динамічного прогину 
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Коректність отриманих результатів можна перевірити, порівнявши ви-
рази (7), (8) з відомим випадком тонкої ізотропної оболонки. У цьому випад-
ку маємо 0µ = , 1a = , 1=æ , тоді 1 0χ = , 2 1χ = . Формула динамічного 
прогину запишеться як 
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що повністю співпадає з ізотропним випадком, докладно розглянутим у [7]. 
Використовуючи отримані формули динамічного прогину та функції 

напружень, можна визначити відповідні фізичні співвідношення теорії 
пружності для випадку тонкої ортотропної оболонки.  
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Підставимо формули (7) та (8) у (2). Вирази згинальних і крутильних 
моментів матимуть наступний вигляд: 
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Відповідно, використавши (9) та (10), знайдемо мембранні зусилля: 
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Таким чином, отримано основні фізичні співвідношення теорії тонких 
ортотропних оболонок, що виражаються через функцію напружень і дина-
мічний прогин оболонки. 

Числові дослідження. При досліджені напружено-деформованого ста-
ну тонких пологих оболонок при зосередженій дії миттєвого імпульсу най-
більш цікавим є значення величини динамічного прогину, зусиль та момен-
тів у центрі області навантаження. Для цього треба докладніше розглянути 
формулу асимптотичного виразу функції динамічного прогину (11). 

Асимптотичний вираз (11) наведено у вигляді подвійних рядів, що 
значно ускладнює числові розрахунки. Тому є сенс розглянути випадок 
«спеціальної» ортотропії, коли між пружними сталими припускаємо залеж-

ність 1 2E E≠ , 12 1 2 1 22 (1 )G E E= + ν ν/ , тобто 0µ = . Зазначену модель час-

то використовують у прикладних інженерних задачах, оскільки вона дозво-
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ляє значно спростити як вигляд отриманих формул, так і подальші роз-
рахунки. У цьому випадку асимптотичний вираз (11) набуде вигляду 
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що співпадає з прогином для ізотропного матеріалу. Перший доданок пра-
вої частини (12) складається з суми двох початкових наближень для плас-
тинки, а другий характеризує елемент як оболонку. 

Числові розрахунки виконано для дослідження допустимості викорис-
тання запропонованої методики у різних випадках ортотропії. Для обчис-
лень вибрано такі матеріали: I – 1 2.0E = , 2 1.42E = , 0.15ν = , 0.05µ =  

(рис. 2); II – 1 1.4E = , 2 1.1E = , 0.23ν = , 0.11µ =  (рис. 3). Криві 1 на рисун-
ках відповідають матеріалу, що розглядаємо (I або II), а криві 2 – випадку 
«спеціальної» ортотропії матеріалу. Приймаємо, що 0.5λ = . 

Як бачимо на рис. 2, при 0.05µ =  наближені формули дають достатньо 
точний результат. При цьому використання моделі «спеціальної» ортотропії 
значно скорочує час, необхідний для числових розрахунків, що є достатньо 
істотним при розв’язуванні прикладних задач. 

Однак при 0.11µ =  (рис. 3) похибка є вже достатньо значною, і ко-
ректність використання спрощеної формули у загальному випадку є досить 
сумнівною. 

Зазначимо, що при збільшенні значень часової координати похибка при 
використанні моделі «спеціальної» ортотропії значно зменшується, і різни-

ця між точним значенням прогину та приблизним становить 210− . 

  
 Рис. 2 Рис. 3 

Висновки. Побудовано фундаментальні розв’язки динамічних рівнянь 
тонкої пологої ортотропної оболонки довільної ґауссової кривини. Вони є ос-
новою багатьох ефективних методів дослідження напружено-деформовано-
го стану тонких оболонок. Фундаментальні розв’язки також є ефективним 
математичним апаратом для побудови систем граничних інтегральних рів-
нянь, до яких зводиться розв’язування крайових задач теорії оболонок. 

Асимптотична формула динамічного прогину використана для дослід-
ження коректності використання моделі «спеціальної» ортотропії для різ-
них випадків анізотропії матеріалу. Встановлено приблизні межі зміни 
пружного параметра µ , коли запропонована модель може бути застосована 
у розрахунках. 

У подальшому планується використати отримані фундаментальні роз-
в’язки для побудови у замкнутому вигляді компонент тензора Ґріна для 
тонких ортотропних оболонок, дослідити асимптотику отриманих формул. 
Особливо це важливо при розв’язанні змішаних задач теорії оболонок з 
розрізами, стрижневими впайками, отворами тощо. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ ОРТОТРОПНЫХ 
ОБОЛОЧЕК ПОД ДЕЙСТВИЕМ ДИНАМИЧЕСКОЙ ИМПУЛЬСНОЙ НАГРУЗКИ 
 
Рассмотрена задача построения фундаментальных решений уравнений динамики 
тонких пологих ортотропных оболочек произвольной гауссовой кривизны. Полу-
чены асимптотические формулы динамического прогиба оболочки при действии 
импульсного нагружения. Найдены физические соотношения упругости теории 
тонких оболочек. Исследована корректность использования в расчетах модели 
специальной ортотропии. 
 
INVESTIGATION OF THE STRESS-STRAIN STATE OF ORTHOTROPIC SHELLS 
UNDER THE ACTION OF DYNAMIC IMPULSE LOAD 
 
The problem on construction of fundamental solutions of equations of thin shallow 
orthotropic shell dynamics is investigated. Asymptotic formulas for dynamic deflection 
of a shell under the action of impulse loading are obtained. The physical elasticity 
relations of the thin shells theory are obtained. The validity of using the model of 
special orthotropics in calculations is investigated. 
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