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УДК 539.3 
 
О. О. Євтушенко1,2, С. Ю. Пир’єв1 
 
РОЗВ’ЯЗОК КВАЗІСТАТИЧНОЇ ЗАДАЧІ ТЕРМОПРУЖНОСТІ ДЛЯ 
ПІВПРОСТОРУ ІЗ ЛОКАЛЬНО РОЗПОДІЛЕНИМ НА ПОВЕРХНІ РУХОМИМ 
МЕХАНІЧНИМ І ТЕПЛОВИМ НАВАНТАЖЕННЯМ 
 

За допомогою подвійного інтегрального перетворення Фур’є побудовано роз-
в’язки просторових задач теорії пружності та термопружності для пів-
простору, на поверхню якого діє локально розподілене рухоме механічне та 
теплове навантаження. Отримані формули дозволяють знаходити перемі-
щення та напруження у півпросторі для швидкості руху навантаження, 
меншої від швидкості руху хвилі Релея. У граничному випадку дії нерухомого 
навантаження отримані розв’язки співпадають із відомими. 

 
1. Вступ. Граничні задачі лінійної теорії пружності та термопружності 

для півпростору, на поверхню якого в обмеженій області діє рухоме розпо-
ділене механічне та теплове навантаження, є модельними в трибології [3, 
15], механіці контактної взаємодії [1, 5, 6], динаміці крихкого руйнування 
[20, 22] тощо. 

Ці задачі можна умовно віднести до однієї із трьох груп. До першої 
входять задачі, в яких швидкість руху навантаження змінюється із часом. 
Рівносповільнений рух зосередженої сили, нормальної до поверхні півпрос-
тору, розглянуто у праці [24]. Аналіз динамічних ефектів при рівноприско-
реному русі зосередженої сили наведено в працях [12, 23]. 

Другу групу становлять нестаціонарні задачі про дію на поверхню пів-
простору навантаження, яке рухається із постійною швидкістю. У працях 
[4, 26, 27] показано, що при русі нормальної сили зі швидкістю хвилі Релея 
не існує усталеного розв’язку, оскільки напруження на границі півпростору 
збільшуються з часом. Нагрівання поверхні півпростору джерелом тепла, 
що рухається зі сталою швидкістю, досліджено у працях [11, 17]. 

До третьої групи відносяться квазістаціонарні задачі, в яких темпера-
турне поле та напружено-деформований стан півпростору досліджуються у 
ейлерівській системі координат, жорстко зв’язаній із геометричним центром 
рухомої області, в якій діє теплове або механічне навантаження [19]. Однією 
із перших праць в цій групі стала задача про рух із дозвуковою і надзвуко-
вою швидкістю нормальної лінійної сили по поверхні пружного півпростору 
[25]. Розв’язок квазістаціонарної зв’язаної задачі термопружності для пів-
простору, по поверхні якого рухаються зі сталою швидкістю зосереджені 
нормальна і дотична сили та потік тепла, побудовано у праці [30] за допо-
могою перетворення Радона. Знайдено переміщення точок поверхні для різ-
них співвідношень між швидкістю руху потоку тепла та швидкістю хвилі 
Релея, швидкістю поздовжньої і поперечної хвиль. Вплив форми області 
рухомого фрикційного (механічного і теплового) навантаження на напруже-
ний стан півпростору досліджено у праці [28]. Двовимірні температура і на-
пруження у півпросторі, зумовлені дією рухомого лінійного навантаження 
(теплового і механічного), досліджувались у працях [8, 14, 21, 29]. Нагріван-
ня однорідного та кусково-однорідного півпростору рухомим тепловим пото-
ком, заданим у круговій області на його поверхні, досліджено відповідно у 
працях [31, 7]. Чисельний аналіз температури та напружень на основі роз-
в’язку просторових задач теорії пружності, квазістаціонарної теплопровід-
ності та статичної термопружності проведено у працях [9, 10]. Методику 
побудови цього розв’язку пропонуємо у цьому повідомленні. 

2. Задача теорії пружності з урахуванням інерційних складових. 
Розглянемо граничну задачу лінійної теорії пружності для однорідного ізо-
тропного півпростору:  
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де Oxyz  – прямокутна система коор-
динат із початком в геометричному 
центрі навантаженої області Ω , що 
рухається зі сталою швидкістю V  по 
поверхні півпростору у від’ємному на-
прямку осі Ox  (рис. 1); ,λ µ  – коефі-

цієнти Ляме; 0ρ  – густина матеріалу 

півпростору; ( , )xp x y , ( , )yp x y , 

( , )zp x y , ( , )x y ∈ Ω , – задані функції; 

∆  – оператор Лапласа. Компоненти 
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вими вектора переміщень (e) (e) (e) (e), ,x y zu u u=u [ ] за допомогою співвідношень 

закону Гука [19] 
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Граничну задачу теорії пружності (1)–(3) сформульовано у квазістаціонар-
ній постановці – вважаємо, що швидкість зміни складових векторного поля 
навантаження , ,x y zp p p=p [ ]  є меншою від швидкості хвилі Релея. 

Застосувавши до рівнянь рівноваги в переміщеннях (1) подвійне інтег-
ральне перетворення Фур’є за змінними x  і y  [2] 
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Рис. 1 
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Загальний розв’язок однорідної системи диференціальних рівнянь (6), 
що задовольняє умову згасання на нескінченості (3), має вигляд 
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Зазначимо, що кожна із функцій ( , )k kn n≡ ξ η , 1,2k = , (8) має на уявній осі 
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1,2k = . Підставивши співвідношення (7)–(10) у залежності (4), знаходимо 
трансформанти Фур’є напружень: 
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де функція (e) ( , )F ξ η  має вигляд (10). На основі співвідношень (11) із гранич-
них умов (2) отримуємо 

 (e) 2 2 (e) (e) (e)
1 1 2 2 3

22 ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )xi n C n C C F pξ ξ η + + ξ ξ η + ξη ξ η = ξ η ξ η
µ

, 



166 

 (e) (e) 2 2 (e) (e)
1 1 2 2 3

22 ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )yi n C C n C F pη ξ η + ξη ξ η − + η ξ η = ξ η ξ η
µ

, 

 2 2 2 (e) (e) (e) (e)
2 1 2 2 3

2( ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )zn C in C C F p+ ξ + η ξ η − ξ ξ η + η ξ η = ξ η ξ η
µ

[ ] , 

  (12) 
де 

 ( )1( , ) ( , ) ,   ,   ( , )
2

i x y
m mp p x y e dxdy m x y z x yξ +η

Ω

ξ η = = ∨ ∨ ∈ Ω
π ∫∫ . (13) 

Розв’язок системи лінійних алгебраїчних рівнянь (12) має вигляд 
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(10). Підставивши функції (e) ( , ), 1,2,3,kC kξ η =  (14) у співвідношення (7), (11), 

отримаємо трансформанти Фур’є переміщень і напружень у півпросторі. 

3. Квазістаціонарна задача теплопровідності. Нехай поверхня пів-
простору в області Ω  (рис. 1), що рухається зі сталою швидкістю V  у 
від’ємному напрямку осі Ox (рис. 1), нагрівається тепловим потоком інтен-
сивності q . Якщо рух відбувається достатньо довго для того, щоб темпера-

тура T  у півпросторі досягла усталеного стану, то для знаходження темпе-
ратурного поля маємо квазістаціонарну граничну задачу теплопровідності 
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де ,K k  – коефіцієнти тепло- і температуропровідності відповідно. Розв’я-
зок задачі (15)–(17) має вигляд 
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причому точка +ξ  завжди лежить у верхній, а −ξ  – у нижній півплощині і 
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при 0η =  виходить у точку 0ξ = . Інтегрування в оберненому інтегрально-

му перетворенні Фур’є за ξ  у співвідношенні (18) виконуємо вздовж дійс-

ної осі, обходячи при 0η =  точку 0ξ =  зверху. 
4. Задача термопружності із урахуванням інерційних складових. На-

пруження у півпросторі, зумовлені температурним полем (18)–(20), знайде-
мо із розв’язку граничної задачі лінійної незв’язної термопружності [13] 
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де (3 2 ) Tγ = λ + µ α , Tα  – коефіцієнт лінійного теплового розширення, а тем-
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xx yy zz xy zx zy, , , , ,= σ σ σ σ σ σ( )  за допомогою співвід-

ношень Дюамеля – Неймана, які відрізняються від фізичних співвідношень 
(4) наявністю у правих частинах перших трьох із них додаткових вели-
чин ( )T− γ . 

Система диференціальних рівнянь в частинних похідних (21) у просторі 
подвійного інтегрального перетворення Фур’є (5) має вигляд 
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де α = γ µ/ . Розв’язок неоднорідної системи звичайних лінійних диференці-
альних рівнянь (23), що задовольняє однорідні граничні умови (22), має ви-
гляд 

 1(th) (th) (th)
1( , , ) ( , ) ( , ) n z

xu z iF C e−ξ η = ξ η ξ ξ η +[  

 2 3(th) ( )
2 2 ( , ) ( , )n z n zen C e F e− −+ ξ η − ξ ξ η ] , 

 1(th) (th) (th)
1( , ) ( , ) ( , ) n z

yu iF C e−ξ η = ξ η η ξ η +[  

 2 3(th) ( )
2 3 ( , ) ( , )n z n zen C e F e− −+ ξ η − η ξ η ] , 

 1(th) (th) (th) (th)
1 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )n z

zu F n C e C−ξ η = ξ η ξ η + ξ ξ η +{ [  

 2 3(th) ( )
3 3( , ) ( , )n z n zeC e n F e− −+ η ξ η − ξ η }] , (24) 

де 

 (th)
2 2 ( )

21 3 1

( , )
( , )

( ) ( , )e

q
F

KM n M in F

α ξ η
ξ η =

ξ − ξ η
,  (25) 

 (th) 2 2 (th)
1 2 3 2 3 1( , ) ( , ) ,       ( , ) ( ) ( , )C I n n C n n Iξ η = ξ η − ρ ξ η = − ξ ξ η[ ] , 

 (th)
3 3 1( , ) ( ) ( , )C n n Iξ η = − η ξ η . (26) 



168 

За відомими переміщеннями (24)–(26) із співвідношень Дюамеля – Ней-
мана знаходимо трансформанти Фур’є термічних напружень: 

 1(th) (th) 2 2 (th)
21 1 1( , , ) ( , ) 2 ( 2) ( , ) n z

xx z F M M C e−σ ξ η = ξ η + − ξ ξ η +[ ]{  

 2 3(th) 2 2 2 ( )
2 2 22 ( , ) 2( ) ( , )n z n zen C e M in F e− −+ ξ ξ η − ξ + ξ − ξ η[ ] } , 

 1(th) (th) 2 2 2 (th)
21 1 1( , , ) ( , ) 2 ( 2) ( , ) n z

yy z F M M C e−σ ξ η = ξ η η + ξ − ξ η +{[ ]  

 2 3(th) 2 2 2 ( )
2 3 22 ( , ) 2( ) ( , )n z n zen C e M in F e− −+ η ξ η − ξ + η − ξ η }[ ] , 

 1(th) (th) 2 2 (th) (th)
2 1 2 2( , , ) ( , ) ( ) ( , ) 2 ( , )n z

zz z F n C e n C−σ ξ η = − ξ η ρ + ξ η + ξ ξ η +{ [  

 2 3(th) 2 2 ( )
3 2( , ) ( ) ( , )n z n zeC e n F e− −+ η ξ η − ρ + ξ η }] , 

 1(th) (th) (th) (th)
1 2 2( , , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )n z

xy z F C e n C−σ ξ η = ξ η ξη ξ η + η ξ η +{ [  

 2 3(th) ( )
3 ( , ) 2 ( , )n z n zeC e F e− −+ ξ ξ η − ξη ξ η }] , 

 1(th) (th) (th) 2 2 (th)
1 1 2 2( , , ) ( , ) 2 ( , ) ( ) ( , )n z

zx z iF n C e n C−σ ξ η = − ξ η ξ ξ η + ξ + ξ η +{ [  

 2 3(th) ( )
3 3( , ) 2 ( , )n z n zeC e n F e− −+ ξη ξ η − ξ ξ η }] , 

 1(th) (th) (th) (th)
1 1 2( , , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )n z

zy z iF n C e C−σ ξ η = − ξ η η ξ η + ξη ξ η +{ [  

 2 32 2 (th) ( )
2 3 3( ) ( , ) 2 ( , )n z n zen C e n F e− −+ η + ξ η − η ξ η }] .  (27) 

Знаючи трансформанти (e) (e) (e) (e), ,x y zu u u=u [ ]  (7), (e) (e) (e) (e) (e)
xx yy zz xy, , ,= σ σ σ σ( , 

(e) (e)
zx zy,σ σ )  (11), (th) (th) (th) (th), ,x y zu u u=u [ ] (24) та (th) (th) (th) (th) (th) (th),xx yy zz xy zx, , ,= σ σ σ σ σ( , 

(th)
zyσ )  (27), за допомогою оберненого подвійного перетворення Фур’є знахо-

димо інтегральні зображення компонент вектора переміщень u  і тензора 
напружень   [2]: 

 (e,th) (e,th)( , , ),  ( , , )x y z x y z =u{ }  

 (e,th) (e,th) ( )1 ( , , ), ( , , )
2

i x yz z e d d
∞ ∞

− ξ +η

−∞ −∞

= ξ η ξ η ξ η
π ∫ ∫ u{ } , 

 , ,   0x y z− ∞ < < ∞ > . (28) 

5. Розв’язки без урахування інерційних складових. Якщо швидкість 
V  руху навантаженої області Ω  є значно меншою від швидкості поширен-
ня повздовжніх 1c  та поперечних 2c  (9) хвиль у півпросторі, то з ураху-

ванням малості чисел Маха 1kM << , 1,2k = , (9) трансформанти пружних 

переміщень (e)u  (7) та напружень (e)  (11) подамо у вигляді 

 (e) (e) (e) (e) (e)( , , ), ( , , ) ( , , ) ,z z A zξ η ξ η = ξ ηu U S p{ } { }  , (29) 

де 

 (e)
3

21

( , , )
( 1)

zeA z
M

−ρ
ξ η =

− µρ
. (30) 
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Елементи (e) ,  ,  1,2,3mku m x y z k= ∨ ∨ = , матриці (e)
3 3×U{ }  та (e)

mnks , 

, ,  1,2,3m n x y z k= ∨ ∨ = , матриці (e)
6 3×S{ }  знаходимо за формулами 

 (e) 2 2
1 21 21 21( 1) 0.5 ( 1)xu M M M z= − η + − − ρ ξ[ ] , 

 (e)
1 21 210.5 2 ( 1)yu M M z= − ξη − + − ρ[ ] , 

 (e) (e) (e)
1 21 2 10.5 1 ( 1) ,            z x yu i M z u u= ξρ + − ρ =[ ] , 

 (e) 2 2
2 21 21 21( 1) 0.5 ( 1)yu M M M z= − ξ + − − ρ η[ ] , 

 (e)
2 210.5 1 ( 1)zu i M z= ηρ + − ρ[ ] , 

 (e) (e)
3 21 3 210.5 1 ( 1) ,       0.5 1 ( 1)x yu i M z u i M z= − ξρ − − ρ = − ηρ − − ρ[ ] [ ] , 

 (e) 2
3 21 210.5 ( 1)zu M M z= ρ + − ρ[ ] ,  (31) 

 (e) 2 2
1 21 21(3 4) ( 1)( 2)xxs i M M z= − µξ − η − − ρ − ξ[ ] , 

 (e) 2 2
2 21 21( 2) ( 1)xxs i M M z= − µη − η − − ρ ξ[ ] , 

 (e) 2 2
3 21 21( 1)( 1) ( 2)xxs M z M= µρ − ρ − ξ − − η[ ] , 

 (e) 2 2
1 21 21( 2) ( 1)yys i M M z= − µξ − ξ − − ρ η[ ] , 

 (e) 2 2
2 21 21(3 4) ( 1)( 2)yys i M M z= − µη − ξ − − ρ − η[ ], 

 (e) 2 2 (e) 3
3 21 21 1 21( 1)( 1) ( 2) ,     ( 1)yy zzs M z M s i M z= µρ − ρ − η − − ξ = − µ − ρ ξ[ ] , 

 (e) 3 (e) 3
2 21 3 21( 1) ,                     ( 1) (1 )zz zzs i M z s M z= − µ − ρ η = − µ − ρ + ρ , 

  (e) 2 2 2
1 21( 1)( )xys i M z= − µη − η − ρ ξ + ξ[ ] , 

 (e) 2 2 2 (e)
2 21 3 21( 1)( ) ,     1 ( 1)xy xys i M z s M z= − µξ − ξ − ρ η + η = − µξηρ − − ρ[ ] [ ] , 

 (e) 2 2 (e) 2
1 21 2 21( 1) ( ),                  ( 1)zx zxs M z s M z= µ − ρ ξ − ρ = µ − ρ ξη , 

  (e) 3 (e) (e)
3 21 1 2( 1) ,              zx zy zxs i M z s s= − µ − ρ ξ = , 

 (e) 2 2 (e) 3
2 21 3 21( 1) ( ),         ( 1)zy zys M z s i M z= µ − ρ η − ρ = − µ − ρ η , (32) 

а трансформанти складових вектора механічного навантаження =p  

, ,x y zp p p= [ ]  обчислюємо за формулою (13). 

Tрансформанти температурних переміщень (th)u  (24) і термічних на-

пружень (th)  (27) можна подати у вигляді 

 
2

(th) (th) (th) (th) (th)

1

( , , ), ( , , ) ( , ) ( , , ) ,i i i
i

z z q A z
=

ξ η ξ η = ξ η ξ η∑u U S{ } { }  ,  (33) 

де 

 3(th) (th)
1 2( , , ) ( , ) ,        ( , , ) ( , )n z zA z A e A z A e− −ρξ η = ξ η ξ η = ξ η , 

 
21 3

1( , )A
M Kn n

ξ η = α
ρ

. (34) 
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Складові (th)
miu  та (th) ,  ,mnis m n x y z= ∨ ∨ , векторів (th)

iU  і (th)
iS , 1,2i = , відпо-

відно обчислюємо за формулами 

 (th) (th) (th)
1 1 1 3,       ,        x y zu u u in= ρξ = ρη = − ρ , 

 (th) 1
2 21 3 21 3( )( 1) ( )xu M n M n z−= ξ ρ − − − ρ − ρ[ ] , 

 (th) 1
2 21 3 21 3( )( 1) ( )yu M n M n z−= η ρ − − − ρ − ρ[ ] , 

 (th) 1
2 21 3 21 3( )( 1) ( )zu i M n M n z−= ρ ρ − − + ρ − ρ[ ] , (35) 

 (th) 2 (th) 2 (th) 3
1 1 12 ( ),     2 ( ),     2xx yy zzs i in s i in s i= − ρ ξ − = − ρ η − = ρ , 

 (th) (th) (th)
1 1 3 1 32 ,             2 ,            2xy zx zys i s n s n= − ρξη = − ρξ = − ρη , 

 (th) 2 1 2
2 3 3 21 21 32 2 ( ) ( 2)( 1) ( )xxs i n n z M M n−= − ρ − − ρ − ρ ξ + − − ρ − η{ }[ ] , 

 (th) 2 1 2
2 3 3 21 21 32 2 ( ) ( 2)( 1) ( )yys i n n z M M n−= − ρ − − ρ − ρ η + − − ρ − ξ{ }[ ] , 

 (th) 3
2 32 ( ) 1zzs i n z= ρ − ρ −[ ] , 

 (th) 1
2 21 3 21 32 ( )( 1) ( )xys i M n M n z−= − ξη ρ − − − ρ − ρ[ ] , 

 (th) (th)
2 3 3 2 3 32 ( ) ,       2 ( )zx zys n n z s n n z= ρξ + ρ − ρ = ρη + ρ − ρ[ ] [ ] , (36) 

а трансформанта інтенсивності теплового потоку ( , )q ξ η  має вигляд (20). 

Якщо область Ω  нерухома ( 0)V → , то трансформований розв’язок за-
дачі термопружності (33)–(36) набуває вигляду  

 (th) (th) (th) (th) (th)( , , ),  ( , , ) ( , , ) ,  ( , )z z A z qξ η ξ η = ξ η ξ η{ } { }u U S , 
де 

 (th)
3

21

( , , )
( 1)

zeA z
M K

−ραξ η =
− ρ

, 

а складові (th)
mu  та (th) ,  ,mns m n x y z= ∨ ∨ , векторів (th)U  і (th)S  обчислюємо 

за формулами  

 (th) (th) (th)0.5 ,      0.5 ,      0.5x y zu i u i u= ξ = η = − ρ ,  

 (th) 2 (th) 2 (th),        ,       xx yy xys s s= − η = − ξ = ξη ,  

 (th) (th) (th) 0zz zx zys s s= = = . 

6. Деякі види зовнішнього навантаження. Нехай функції ( , )mp x y , 

,  ( , )m x y z x y= ∨ ∨ ∈ Ω , що задають розподіл напружень у граничній умо-
ві (2), мають вигляд 

 0( , ) 0,     ( , ) 0,     ( , ) ( , ),     ( , )x y zp x y p x y p x y p p x y x y∗= = = ∈ Ω , 

де 0p  – характерне значення тиску, а ( , )p x y∗  – безрозмірна функція коор-

динат, трансформанти Фур’є (13) якої для деяких форм навантаженої об-
ласті Ω  мають вигляд 

1) постійний тиск у прямокутнику: 

 ( , ) 1,       ,       p x y a x a b y b∗ = − < < − < < , 

 
sin ( ) sin ( )2( , ) ,       ,

a b
p∗ ξ η

ξ η = − ∞ < ξ η < ∞
π ξ η

; 
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2) сталий тиск у крузі радіуса a : 

 2 2 2( , ) 1,                         p x y x y a∗ = + ≤ , 

 
2 2

1

2 2
( , ) ,       ,

aJ a
p∗ ξ + η

ξ η = − ∞ < ξ η < ∞
ξ + η

( )
; 

3) параболічний розподіл тиску у крузі: 

 
2 2

2 2 2
2

( , ) 2 1 ,       
x y

p x y x y a
a

∗ + = − + ≤ 
 

, 

 
2 2

2
2 2

4
( , ) ,      ,

J a
p∗ ξ + η

ξ η = − ∞ < ξ η < ∞
ξ + η

( )
; 

4) герцівський розподіл безрозмірного тиску у еліпсі із півосями a  і b : 

 
2 22 2

2 2 2 2
( , ) 1 ,           1

y yx xp x y
a b a b

∗ = − − + ≤ , 

 
2 2

2 2
2 2 2 2

sin ( ) ( )
( , ) cos ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

a babp a b
a b a b

∗  ξ + ηξ η = − ξ + η 
ξ + η ξ + η 

, 

  ,− ∞ < ξ η < ∞ , 

де ( )kJ ⋅ , 1,2k = , – функції Бесселя першого роду порядку k . 

Нехай в центрі області Ω  прикладено зосереджену силу 

 ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )x y zp x y p x y p x y= δ δ δ δ δ δp [ ] ,  

трансформанта Фур’є якої є [ , , ]x y zp p p=p . Врахувавши залежності 

 21 21

21 21 21

21 1 2 ,    2 ,    2(1 )
1 1 1

M M
M M M

−
= − ν = ν = − ν

− − −
,  

та застосувавши до трансформованого розв’язку (29)–(31) формулу обер-
нення подвійного інтегрального перетворення Фур’є (28), запишемо пружні 

переміщення (e) (e) (e) (e), ,x y zu u u=u [ ] у півпросторі 

 (e) (e)4πµ = Uu p , (37) 

де елементи (e) ,  ,  1,2,3mku m x y z k= ∨ ∨ = , матриці (e)
3 3×U{ }  обчислюємо за 

формулами 

 (e)
1 0,2, 2 2,0, 2 2,0, 1( , , ) 2 ( , , ) 2(1 ) ( , , ) ( , , )xu x y z f x y z f x y z zf x y z− − −= − − − ν − , 

 (e) (e)
2 1 1,1, 2 1,1, 1( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) ( , , )x yu x y z u x y z f x y z zf x y z− −= = ν − , 

 (e)
3 1,0, 1 1,0,0( , , ) (1 2 ) ( , , ) ( , , )xu x y z f x y z zf x y z−= − − ν − , 

 (e)
2 2,0, 2 0,2, 2 0,2, 1( , , ) 2 ( , , ) 2(1 ) ( , , ) ( , , )yu x y z f x y z f x y z zf x y z− − −= − − − ν − , 

 (e)
3 0,1, 1 0,1,0( , , ) (1 2 ) ( , , ) ( , , )yu x y z f x y z zf x y z−= − − ν − , 

 (e)
1 1,0, 1 1,0,0( , , ) (1 2 ) ( , , ) ( , , )zu x y z f x y z zf x y z−= − ν − , 

 (e)
2 0,1, 1 0,1,0( , , ) (1 2 ) ( , , ) ( , , )zu x y z f x y z zf x y z−= − ν − , 

 (e)
3 0,0,0 0,0,1( , , ) 2(1 ) ( , , ) ( , , )zu x y z f x y z zf x y z= − ν − , (38) 



172 

 
2 2

( )
0,0,0 2 2

1( , , )
z

i x yef x y z e d d
R

∞ ∞ − ξ +η
− ξ +η

−∞ −∞

≡ ξ η =
ξ + η

∫ ∫ , 

 0,0,0 ( )
0,0,1 3

( , , )
( , , ) z i x yf x y z zf x y z e e d d

z R

∞ ∞
−ρ − ξ +η

−∞ −∞

∂
= = − ξ η = −

∂ ∫ ∫ , 

 0,0,0 ( )
1,0,0 3

( , , )
( , , )

z
i x yf x y z e xf x y z i e d d

x R

∞ ∞ −ρ
− ξ +η

−∞ −∞

∂ ξ= = − ξ η = −
∂ ρ∫ ∫ , 

 0,0,0 ( )
0,1,0 3

( , , )
( , , )

z
i x yf x y z ye

f x y z i e d d
y R

∞ ∞ −ρ
− ξ +η

−∞ −∞

∂ η= = − ξ η = −
∂ ρ∫ ∫ , 

 ( )
0,0, 1 0,0,0 2

( , , ) ( , , ) ln ( )
z

i x yef x y z f x y z dz e d d z R
∞ ∞ −ρ

− ξ +η
−

−∞ −∞

= = − ξ η = +
ρ∫ ∫ ∫ , 

 0,0, 1 ( )
1,0, 1 2

( , , )
( )

z
i x yf e xf x y z i e d d

x R z R

∞ ∞ −ρ
− − ξ +η

−
−∞ −∞

∂ ξ= = ξ η =
∂ +ρ∫ ∫ , 

 
2

0,0, 1
1,1, 1 3 2 2

( , , )
( ) ( )

f xy xy
f x y z

x y R z R R z R

−
−

∂
= = − −

∂ ∂ + +
, 

 
2 2 2

0,0, 1
2,0, 1 2 2 2 3 2

1 2( , , )
( ) ( ) ( )

f x zxf x y z
R z Rx R z R R z R

−
−

∂
= = − −

+∂ + +
, 

 
2 2 2

0,0, 1
0,2, 1 2 2 2 3 2

21( , , )
( ) ( ) ( )

f y zy
f x y z

R z Ry R z R R z R

−
−

∂
= = − −

+∂ + +
, 

 0,0, 1 ( )
0,1, 1 2

( , , )
( )

z
i x yf ye

f x y z i e d d
y R z R

∞ ∞ −ρ
− − ξ +η

−
−∞ −∞

∂ η= = ξ η =
∂ +ρ∫ ∫ , 

 ( )
0,0, 2 0,0, 1 3

( , , ) ( , , )
z

i x yef x y z f x y z dz e d d
∞ ∞ −ρ

− ξ +η
− −

−∞ −∞

= = ξ η =
ρ∫ ∫ ∫  

 ln ( )z z R R= + − , 

 0,0, 2 ( )
1,0, 2 3

( , , )
z

i x yf e xf x y z i e d d
x z R

∞ ∞ −ρ
− − ξ +η

−
−∞ −∞

∂ ξ= = − ξ η = −
∂ +ρ∫ ∫ , 

 0,0, 2 ( )
0,1, 2 3

( , , )
z

i x yf ye
f x y z i e d d

y z R

∞ ∞ −ρ
− − ξ +η

−
−∞ −∞

∂ η= = − ξ η = −
∂ +ρ∫ ∫ , 

 
2 2

0,0, 2 ( )
2,0, 2 2 3

( , , )
z

i x yf e
f x y z e d d

x

∞ ∞ −ρ
− − ξ +η

−
−∞ −∞

∂ ξ= = − ξ η =
∂ ρ∫ ∫  

 
2

2
1

( )
x

z RR z R
= −

++
, 

 
2 2

0,0, 2 ( )
0,2, 2 2 3

( , , )
z

i x yf e
f x y z e d d

y

∞ ∞ −ρ
− − ξ +η

−
−∞ −∞

∂ η= = − ξ η =
∂ ρ∫ ∫  

 
2

2
1

( )

y
z RR z R

= −
++

, 

 
2

0,0, 2 ( )
1,1, 2 3 2

( , , )
( )

z
i x yf xye

f x y z e d d
x y R z R

∞ ∞ −ρ
− − ξ +η

−
−∞ −∞

∂ ξη= = − ξ η =
∂ ∂ ρ +∫ ∫ , 

 2 2 2 2,           R r z r x y= + = + . (39) 
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Розв’язок (37)–(39) співпадає із формулами, наведеними у монографії [16]. 
У випадку дії в центрі області Ω  на поверхні півпростору зосеред-

женого теплового струменя інтенсивності 0 ( ) ( )q x yδ δ  оберненням трансфор-

мант (32)–(34) отримуємо такі відомі формули для температурних перемі-
щень [18]:  

 (th) (th) (th) 0
1,0, 2 0,1, 2 0,0, 1

(1 )
2 , , , ,  T

x y z

q
u u u f f f

K − − −
+ ν α

π = − −[ ][ ] , 

де функції 1,0, 2f − , 0,1, 2f −  і 0,0, 1f −  знаходимо зі співвідношень (39). 
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РЕШЕНИЕ КВАЗИСТАТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ  
ПОЛУПРОСТРАНСТВА С ЛОКАЛЬНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ НА ПОВЕРХНОСТИ  
ДВИЖУЩЕЙСЯ МЕХАНИЧЕСКОЙ И ТЕПЛОВОЙ НАГРУЗКОЙ 
 
С помощью двойного интегрального преобразования Фурье построены решения 
пространственных задач теории упругости и термоупругости для полупро-
странства, на поверхность которого действует локально распределенная движу-
щаяся механическая и тепловая нагрузка. Полученные формулы позволяют нахо-
дить перемещения и напряжения в полупространстве при скорости движения 
нагрузки, меньшей от скорости волны Рэлея. В предельном случае действия не-
подвижной нагрузки полученные решения совпадают с известными.  
 
SOLUTION OF QUASI-STATIC THERMOELASTICITY PROBLEM 
FOR SEMI-SPACE WITH LOCALLY DISTRIBUTED ON THE SURFACE 
MOVING MECHANICAL AND THERMAL LOAD 
 
By means of double Fourier integral transformation the solutions of spatial problems of 
the of elasticity and thermoelasticity theory for a half-space with locally distributed 
moving mechanical and thermal load on the surface are constructed. The obtained for-
mulas allow to find the displacements and stresses in a half-space for motion velocity 
of load smaller than the Rayleigh wave velocity. In a limiting case of action of motion-
less load the obtained solutions coincide with the known ones. 
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