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УДК 519.62 
 
М. В. Кутнів1, В. Л. Макаров2 
 
КОМПАКТНІ РІЗНИЦЕВІ СХЕМИ ВИСОКОГО ПОРЯДКУ ТОЧНОСТІ 
 

Наведено огляд основних результатів з побудови та дослідження точних і 
відсічених компактних різницевих схем високого порядку точності для чи-
сельного розв’язування крайових задач для звичайних диференціальних рів-
нянь і розробки на їх основі нових ефективних алгоритмів чисельного роз-
в’язування крайових задач із заданою точністю та автоматичним вибором 
точок сітки. 

 
Вступ. Розглянемо нелінійну крайову задачу 

 ′′ = ∈ = µ = µ1 2( , ),        (0,1),        (0) ,        (1)u f x u x u u . (1) 

Для чисельного розв’язування задачі (1) на відрізку 0,1[ ]  введемо рів-

номірну сітку 0,1 ,  0,1, , ,  1h jx j N h Nω = ∈ = =…{ }[ ] /  і замінимо ′′( )ju x  дру-

гою різницевою похідною + −= − + 2
, 1 1( 2 )xx j j j ju u u u h/ , заданою на триточ-

ковому шаблоні. Тоді отримаємо класичну триточкову різницеву схему дру-
гого порядку точності 

 = = − = µ = µ…, 0 1 2( , ),     1,2, , 1,     ,     xx j j j Ny f x y j N y y , 

де ≈ ( )j jy u x . 

Виникає питання: як побудувати різницеві схеми вищого порядку точ-
ності? Для цього існують два основні підходи. Перший полягає у заміні дру-
гої похідної різницевою апроксимацією на шаблоні з більшою кількістю то-
чок. Наприклад, п’ятиточкова різницева схема, задана на рівномірній сітці, 
вигляду 

 + + − −− + − + − =2 1 1 22
1 ( 16 30 16 ) ( , )

12
j j j j j j jy y y y y f x y

h
, 

 1,2, , 1j N= −… , (2) 

 = µ = µ0 1 2,            Ny y  (3) 

має четвертий порядок точності. 
Другий підхід ґрунтується на таких міркуваннях. Оскільки розклад в 

ряд Тейлора другої триточкової різницевої похідної в околі точки jx  має 

вигляд 

 
2

IV 4
, ( )

12xx j j j
hu u u O h′′= + + , (4) 

то, продиференціювавши два рази диференціальне рівняння (1), будемо 
мати рівність 

 IV ( , )u f x u′′= .  
Звідси отримаємо різницеве рівняння 

 ′′= + = −…
2

, ( , ) ( , ),           1,2, , 1
12xx j j j j j
hy f x y f x y j N , 

яке має четвертий порядок апроксимації. Замінивши другу похідну від пра-
вої частини диференціального рівняння другою різницевою похідною, буде-
мо мати добре відому схему Нумерова 

 + + − −= + +, 1 1 1 1
1 ( , ) 10 ( , ) ( , )
12xx j j j j j j jy f x y f x y f x y[ ] , 

 = −…1,2, , 1j N , (5) 

 = µ = µ0 1 2,             Ny y . (6) 
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Оскільки різницева схема для нелінійної крайової задачі є системою N  
нелінійних алгебраїчних рівнянь, то для знаходження її розв’язку викорис-
товують ітераційні методи, наприклад, метод Ньютона, який на кожній іте-
рації вимагає розв’язування системи лінійних алгебраїчних рівнянь. У ви-
падку різницевої схеми (2), (3) ця система буде мати п’ятидіагональну мат-
рицю, а у випадку схеми (5), (6) – тридіагональну. Для знаходження роз-
в’язку системи лінійних рівнянь з тридіагональною матрицею потрібно 
8 1N +  операцій, а для розв’язування системи з п’ятидіагональною матри-
цею потрібно −19 10N  операцій. Отже, триточкова різницева схема (5), (6) 
буде вимагати суттєво меншої кількості операцій, ніж схема (2), (3). 

Якщо різницева схема, яка апроксимує крайову задачу для рівняння 
k -го порядку, використовує тільки 1k +  значення сіткової функції, тобто є 
( 1)k + -точковою, то вона називається компактною (див., наприклад, [25]). 
Розв’язок компактних різницевих схем можна знайти з мінімальною кіль-
кістю операцій. Крім того, в роботі [25] показано, що різницева схема є 
стійкою, якщо вона компактна. Для досягнення високої точності крок сітки 
повинен бути достатньо малим, що приводить до великих розмірів матриці. 
Застосування схем високого порядку точності дозволяє зменшити розміри 
матриці. 

Поширити другий підхід для побудови триточкових різницевих схем 
вищого порядку точності, ніж четвертий, неможливо. Дійсно, якщо у роз-

кладі в ряд (4) врахувати похідну (6)u  і замінити її на IVf , то не існує три-

точкової різницевої апроксимації IV ( , )j jf x u  через значення правої частини 

диференціального рівняння в точках сітки. 
Оскільки розв’язок крайової задачі на різних частинах відрізка ,0 1[ ]  

може змінюватися швидше або повільніше, то важливо вміти будувати різ-
ницеві схеми на нерівномірній сітці  

 ˆ 0,1 ,  0, ,h jx j Nω = ∈ = …{ [ ] , 1 1 20,  j j j N Nx x h h h h x−− = > + + + =… } .  

Класична триточкова різницева схема розв’язування задачі (1) на нерів-
номірній сітці буде мати вигляд 

 ˆ 0 1 2, ( , ),    1,2, , 1,     ,    j j Nxx jy f x y j N y y= = − = µ = µ… , 

де 

 ˆ
1 1 1 1

         ,
1

1 ,
2

j j j j j j
jxx j

j j j

y y y y h h
y

h h
+ − + −

+

− − + = − =  
hh . 

Однак відомо, що ця схема має лише перший порядок точності. Отже, на 
нерівномірних сітках ще складніше побудувати різницеві схеми високого 
порядку точності. 

У зв’язку з цим виникає питання про методи побудови компактних різ-
ницевих схем високого порядку точності на довільній нерівномірній сітці. 

1. Триточкові різницеві схеми високого порядку точності для ліній-
них крайових задач. Уперше на це питання для випадку лінійних крайових 
задач у 60-х роках минулого століття дали відповідь А. М. Тіхонов та 
О. А. Самарський, які розробили разом зі своїми учнями теорію точних 
триточкових різницевих схем і триточкових різницевих схем довільного по-
рядку точності. 

У роботах [8–11, 13–16] для лінійних крайових задач для звичайних 
диференціальних рівнянь другого порядку та їх систем у класі кусково-
гладких коефіцієнтів на основі точних триточкових різницевих схем, тобто 
схем, розв’язок яких співпадає з проекцією точного розв’язку задачі на сіт-
ку, побудовано однорідні триточкові схеми довільного порядку точності 
(відсічені схеми m -го рангу). 
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Розглянемо крайову задачу 

  ≡ − = − < < 
 

( , ) ( ) ( ) ( ),           0 1k q d duL u k x q x u f x x
dx dx

, (7) 

 = µ = µ1 2(0) ,             (1)u u  (8) 

за умов 

 (0)
10 ( ),           ( ),  ( ),  ( ) 0,1c k x k x q x f x< ≤ ∈ [ ]Q , (9) 

 ≥( ) 0q x , (10) 

де (0) 0,1[ ]Q  – клас кусково-неперервних функцій зі скінченною кількістю 
точок розриву першого роду. У роботі [15] для задачі (7)–(10) побудовано 
точну триточкову різницеву схему (ТТРС) на рівномірній сітці, а також 
розроблено й обґрунтовано алгоритмічну реалізацію ТТРС через триточкові 
різницеві схеми (ТРС) m -го рангу. Ці результати узагальнено в [16] на не-
рівномірну сітку і крайові умови третього роду. 

Введемо нерівномірну сітку  

 ˆ
hω = 1 1 2(0,1),  1, , 1, 0,j j j j N Nx j N x x h h h h x−∈ = − − = > + + + =… …{ }  

так, щоб точки розриву функцій ( )k x , ( ), ( )q x f x  співпадали з вузлами 

сітки ˆ
hω . Множину всіх точок розриву позначимо через ρ  і будемо вва-

жати, що N  таке, що ˆ
hρ ⊆ ω . У точках розриву розв’язок задачі (7), (8) за-

довольняє умови неперервності 

 
= − = +

− = + = ∀ ∈ ρ
0 0

( 0) ( 0),     ( ) ( )    
i i

i i i
x x x x

du duu x u x k x k x x
dx dx

. 

Означимо шаблонні функції ( ),  1,2jv xα α = , як розв’язки задач Коші 

(див. [16]) 

 α − += < <( , )
1 1( ) 0,           k q j

j jL v x x x x , (11) 

 α

α+ −

α+α
α + −

=

= = −

( 1)

1

( 1)
( ) 0,             ( ) ( 1)

j

j
j

j
x x

dv
v x k x

dx
, 

 α = = −…1,2,           1, , 1j N , (12) 

для яких також будемо вимагати виконання умов неперервності розв’язку 

α ( )jv x  і потоку 
( )

( )
jdv x

k x
dx
α . 

Шаблонні функції мають такі властивості:  

1) 1 ( ) 0jv x >  і монотонно зростає на 1 1( , ]j jx x− + , а 2( ) 0jv x >  і монотон-

но спадає на 1 1[ , )j jx x− + ;  

2) виконуються рівності 

 1
1 1 2 1 2 1 1( ) ( ),      ( ) ( )j j j j

j j j jv x v x v x v x+
+ − += = ; 

3) справджуються співвідношення 

 1 1 1 2( ) ( ) ( )j j j
j j jv x v x v x+ = + +  

 
1

1

2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
j j

j j

x x
j j j j

j j
x x

v x v x q x dx v x v x q x dx
+

−

+ +∫ ∫ . (13) 
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Розв’язок задачі (7), (8) можна зобразити у вигляді 

 − += + + ≤ ≤1 2 3 1 1( ) ( ) ( ) ( ),           j j j
j j j ju x A v x B v x v x x x x , (14) 

де jA  і jB  – числа, а 3 ( )jv x  – частковий розв’язок неоднорідного рівняння 

(7) за однорідних умов, тобто 

 − + − += − < < = =( , )
3 1 1 3 1 3 1( ) ( ),     ,     ( ) ( ) 0k q j j j

j j j jL v x f x x x x v x v x . (15) 

Поклавши в (14) 1jx x −=  і 1jx x += , знайдемо 

 1 1

1 1 2 1

( ) ( )
,        

( ) ( )

j j
j jj j

j j

u x u x
A B

v x v x

+ −

+ −

= = . (16) 

Функцію 3 ( )jv x  запишемо у вигляді 

 
+

−

− += ξ ξ ξ ≤ ≤∫
1

1

3 1 1( ) ( , ) ( ) ,             
j

j

x
j

j j
x

v x G x f d x x x , (17) 

де ( , )G x ξ  – функція Ґріна задачі (15), яка визначається формулою 

 1 2 1

1 2 11 1    

( ) ( ), ,1( , )
( ) ( ),  .( )

j j
j

j jj
jj

v x v x x
G x

v v x x xv x
−

++

 ξ ≤ ≤ ξξ = 
ξ ξ ≤ ≤

 (18) 

Підставимо вираз (18) в (17) і покладемо jx x= , тоді будемо мати 

 
+

−+

 
= ξ ξ ξ + ξ ξ ξ 

 
∫ ∫

1

1

3 2 1 1 2
1 1

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

j j

j j

x x
j j j j j

j j jj
j x x

v x v x v f d v x v f d
v x

. (19) 

Використовуючи (16), (13) і (19), з (14) отримаємо точну триточкову різ-
ницеву схему 

 ˆ ˆ
1 2( ) ( ),       ,     (0) ,     (1)x hxau du x x u u− = − ϕ ∈ ω = µ = µ , (20) 

де 

 ˆ
1 1

, 1,
1,          ,      ( )
2

i i i i
x i i j jx i

i i

u u u u
u u h h

h
− +

+
− −

= = = +hh , 

 ˆ ˆ
1

1
1( ) ( ) ,    ( ) ( ),       ( ) ( )j jx xj

j j j j
j

a x v x d x T q x T f
h

−
 = = ϕ =  

, (21) 

 ˆ
1

1

1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
j j

j

j j

x x
x j j j j

j j j j
x x

T w v x v w d v x v w d
+

−

− −
= ξ ξ ξ + ξ ξ ξ∫ ∫h h[ ] [ ] . 

Введемо тепер в точці jx x=  місцеву систему координат. Виберемо 

 1 1

1

0.5( )
( ),   ,   1 1j j j j

j j j j
j j j

h h h h
x x s s

h h
+ +

+

− −
= + − ∆ ∆ = − = − − ≤ ≤

+
h h , 

або 
 ,        j j j j j jx x s x x= + = − ∆h h .  

Тоді відрізок − +1 1,j jx x[ ]  відображається у відрізок − ≤ ≤1 1s , причому точ-

ці jx x=  відповідає = ∆ js . Покладемо 

 = + − ∆ = αh h h1 1( ) ( ( )) ( , )j j j
j j j j jv x v x s s , 

 = + − ∆ = β − ≤ ≤h h h2 2( ) ( ( )) ( , ),         1 1j j j
j j j j jv x v x s s s . 
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Шаблонні функції α h( , )j
js  і β h( , )j

js  задовольняють умови 

 α  − α = − < < 
 

h2( ) ( ) 0,            1 1
j

j
j

d dk s q s s
ds ds

, 

 
=−

αα − = =h
1

( 1, ) 0,             ( ) 1
j

j
j

s

dk s
ds

, 

 
β  − β = − < < 

 
h2( ) ( ) 0,             1 1

j
j

j
dd k s q s s

ds ds
, 

 
=

ββ = = −h
1

(1, ) 0,               ( ) 1
j

j
j

s

d
k s

ds
, 

де 

 = + − ∆ = + − ∆h h( ) ( ( )),           ( ) ( ( ))j j j j j jk s k x s q s q x s . 

Тоді коефіцієнти , ,a d ϕ  знаходяться за формулами 

 
−

 = α  

h
h

1

( ) (0, )j j
j j

j
a x

h
, (22) 

 

∆

− ∆

= α + β
α β∫ ∫h h

h h

1

1

1 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
(0, ) (0, )

j

j

j j
j j jj j

j j

d x s q s ds s q s ds , (23) 

 

∆

− ∆

ϕ = α + β
α β∫ ∫h h

h h

1

1

1 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
(0, ) (0, )

j

j

j j
j j jj j

j j

x s f s ds s f s ds . (24) 

У загальному випадку при ≠( ) 0q x  шаблонні функції не можна безпо-
середньо виразити за допомогою квадратур. Однак з огляду на аналітич-

ність α βh h( , ),  ( , )j j
j js s  відносно 2

jh  природно ці функції шукати у вигляді 

розкладу за степенями 2
jh : 

 
∞ ∞

= =
α = α β = β∑ ∑h h h h2 2

0 0

( , ) ( ) ,             ( , ) ( )j j i j j i
j i j j i j

i i

s s s s , (25) 

де α β( ),  ( )j j
i is s  визначаються за рекурентними формулами 

 −
− −

 
α = λ α λ λ = 

 
∫ ∫ …1
1 1

1( ) ( ) ( ) ,           1,2,
( )

s t
j j
i is q d dt i

k t
, 

 −
 

β = λ β λ λ = 
 

∫ ∫ …
1 1

1
1( ) ( ) ( ) ,              1,2,
( )

j j
i i

s t

s q d dt i
k t

, 

 
−

α = β =∫ ∫
1

0 0
1

1 1( ) ,            ( )
( ) ( )

s
j j

s

s dt s dt
k t k t

. 

Якщо в (25) взяти скінченне число членів 

 
= =

α = α β = β∑ ∑h h h h( ) 2 ( ) 2

0 0

( , ) ( ) ,           ( , ) ( )
m m

m j j i m j j i
j i j j i j

i i

s s s s  

і обчислити коефіцієнти ϕ( ) ( ) ( ), ,m m ma d  за формулами (22)–(24), замінюючи 
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в цих формулах α βh h( , ), ( , )j j
j js s  многочленами α βh h( ) ( )( , ), ( , )m j m j

j js s , то 

одержимо відсічену триточкову різницеву схему m -го рангу 

 ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),      m m m m m
x hxa y d y x x− = − ϕ ∈ ω( ) , (26) 

 ( ) ( )
1 2(0) ,            (1)m my y= µ = µ . (27) 

Теорема 1 [16]. Відсічена різницева схема m -го рангу (26), (27) має 

(2 2)m + -й порядок точності при 
≤ ≤

= →
1
max 0j

j N
h h  в класі (0) 0,1[ ]Q  кус-

ково-неперервних функцій ( ),  ( ),  ( )k x q x f x  на будь-якій послідовності 
різницевих сіток, які задовольняють умову 

 +< ≤ ≤1
1 20 j

j

h
C C

h
, 

іншими словами, 

 
ˆ, ,

2 2( ) ( )
00 1

max ,       
h

mm m
j j

j N
y u y u M h h h+

∞ ω ≤ ≤
− = − ≤ ≤ , 

де 1 2, ,C C M  і 0h  – додатні сталі, які не залежать ні від номера m , ні від 

вибору сіток. 

У роботі [16] побудовано та обґрунтовано також точну триточкову різ-
ницеву схему та відсічені схеми m -го рангу для крайової задачі третього 
роду 

 = − < <( , ) ( ),              0 1k qL u f x x , 

 
=

− σ = − µ = µ1 1 2
0

( ) (0) ,            (1)
x

duk x u u
dx

. 

У монографії [13] отримані в [15, 16] результати узагальнено на випа-
док, коли ( ), ( ), ( )k x q x f x  – узагальнені функції, ∞∈( ) (0,1)k x L , ∈( )q x  

θ−∈ 1(0,1)pW , 1( ) (0,1)rf x Wλ −∈ , де , 2p r ≥  і θ λ ∈, 0,1[ ] . 

У статті [8] розглядається крайова задача 

 
→∞

= − < < ∞ = µ =( , )
1( ),      0 ,      (0) ,      lim ( ) 0k q

x
L u f x x u u x  (28) 

за умов 

  = + ∈ ∞ 
 

% %2
0 2

1( ) ( ),         ,         ( ) (0, )
( )

dq x q q x q x L
dx k x

, 

 ≥ > ≥ >1 2( ) 0,             ( ) 0k x c q x c , 

 = + + + + +… …2 1 2
2

( )( ) ( )1
( )

n
n

p xp x p x
d

k x x x x
, 

 = + + + + + → ∞… …2 1 2
0 2

( )( ) ( )
( ) ,           n

n

q xq x q x
q x q x

x x x
, 

і 

 ≤ ≤ = …( ) ,          ( ) ,           1,2,i ip x M q x M i , 

де 0 , ,q d M  – додатні сталі. Розв’язок задачі (28) розуміється в узагальне-

ному сенсі з класу ∞1
2 (0, )W . Для цієї задачі побудовано точну і відсічену 

різницеві схеми на скінченній сітці 

 ˆ , 10, , 1 ,      ,      1, , 1h j j j jx j N h x x j N−ω = = + = − = +… …{ } , 
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накладаючи на кроки jh  такі обмеження: 

 
+

+ ≤ ≤ +→∞ →∞=
= → = →∑

1

1
1 11

0,             max 0
N

j N j
j NN Nj

h x h h . 

Побудовані в [13, 15, 16] відсічені схеми дозволяють отримати будь-
який порядок точності для довільних кусково-неперервних функцій ( )k x , 

( )q x  і ( )f x . Однак практичне використання таких схем у випадку змінних 
коефіцієнтів рівняння (7), (8) вимагають обчислення багатократних інтегра-
лів на кожному інтервалі сітки, наприклад, методом Монте-Карло, що є їх 
недоліком. 

У [18, 27] була описана процедура побудови ТРС будь-якого порядку 
точності для досить гладких функцій ( ), ( ), ( )k x q x f x . Ця процедура в [19] 

модифікована для кусково-гладких ( ), ( ), ( )k x q x f x  із точками розриву у 
вузлах сітки, умову (10) було замінено на 

 ≤ 2( )q x c . (29) 

Запропоновані в [19] схеми неоднорідні і вимагають для своєї побудови 
(як і схеми з [18, 27]) розв’язування допоміжної системи лінійних алгебраїч-
них рівнянь, порядок якої залежить від бажаної точності різницевої схеми. 

У роботах [11, 14] для побудови ТРС будь-якого порядку точності для 
задачі (7)–(9), (29) у класі кусково-гладких ( ), ( ), ( )k x q x f x  із скінченною 
кількістю точок розриву за основу узята ТТРС (20) з [15, 16]. Показано, що 
її коефіцієнти ( ), ( )a x d x  та праву частину ( )xϕ  в довільному вузлі jx  сіт-

ки ˆ
hω  можна виразити через розв’язки чотирьох допоміжних задач Коші. 

Як випливає з (21), для ( ), ( )a x d x  вже маємо потрібне зображення 

 
−

 
=  

 

1

1
1( ) ( )j

j j
j

a x v x
h

, 

 − − α+
α α

α=
= − −∑h

2
1 1 1

1

( ) ( ) ( 1) ( ) 1j j
j j j jd x v x m x[ ] [ ] , (30) 

де 

 α
α = α =

( )
( ) ( ) ,            1,2

j
j dv x

m x k x
dx

. 

Для одержання зображення для ( )xϕ  введемо дві нові допоміжні 

функції α α =( ),  1,2jw x , як розв’язки таких двох задач Коші: 

 α − +α − +α= − < <( , )
2 1( ) ( ),           k q j

j jL w x f x x x x , (31) 

 α

α+ −

α
α + −

=

= = α =

( 1)

( 1)
( ) 0,           1,2

j

j
j

j
x x

dw
w x

dx
. (32) 

Через функції α α =( ),  1,2jw x , вже можна записати вигляд правої час-

тини ТТРС ( )xϕ : 

 
2

1

1

( )
( ) ( 1) ( ) ( )

( )

j
jj j

j j j j j
j

w x
x x m x

v x

α− α
α α

α= α

 
ϕ = − − 

 
∑h l , (33) 

де 

 α
α = α =

( )
( ) ( ) ,              1,2

j
j dw x

x k x
dx

l . 
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Формули (30), (33) показують, що для визначення коефіцієнтів ( )ja x , 

( )jd x  і правої частини ( )jxϕ  ТТРС ˆ
j hx∀ ∈ω  потрібно розв’язати чотири за-

дачі Коші з гладкими коефіцієнтами: (11), (12), (31), (32) при 1α =  на інтер-
валі −1,j jx x[ ]  (вперед) і (11), (12), (31), (32) при 2α =  на інтервалі +1,j jx x[ ]  

(назад). Кожну з вказаних задач Коші можна наближено розв’язати за один 
крок методом розвинення в ряд Тейлора або Рунге – Кутта порядку точ-
ності = +2 ( 1) 2m m[ / ]  (тут m  – ціле додатне число, ⋅[ ]  – ціла частина). 
Одержані наближення, на відміну від точних, будемо позначати індексом 

m : ( ) ( )m j
jv xα , α α α

( ) ( ) ( )( ), ( ), ( )m j m j m j
j j jm x w x xl . 

Розглянемо тепер замість ТТРС (20), (30), (33) ТРС вигляду (26), (27), 
коефіцієнти якої визначаються за формулами 

 
−

 =   

1
( ) ( )

1
1( ) ( )m m j

j j
j

a x v x
h

, 

 − α+ − α
α α

α=
= − + −∑h

2
( ) 1 1 ( ) 1 ( )

1

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)m m j m j
j j j jd x v x m x[ ] [ ] , 

 α− α
α α

α= α


ϕ = − − 

 
∑h

( )2
( ) 1 ( ) ( )

( )
1

( )
( ) ( 1) ( ) ( )

( )

m j
jm m j m j

j j j j m j
j

w x
x x m x

v x
l . (34) 

Теорема 2 [11]. Нехай виконуються умови ( 1)( ) 0,1mk x +∈ [ ]Q , ( )q x , 
( )( ) 0,1mf x ∈ [ ]Q , однорідна крайова задача (7)–(9), (29) має тривіальний 

розв’язок. Тоді для похибки схеми (26), (27), (34) при достатньо малому 
h  буде справджуватися оцінка 

 
ˆ ˆ

ˆ

( )
( ) ( )

1, , 0, ,
0, ,

max ,
h h

h

m
mm m dy duy u y u k k M h

dx dx

∗

∞ ω ∞ ω
∞ ω

 − = − − ≤ 
 

, 

де 

 
−

α
α −α

α=

 
= − × 

 
∑

1( ) 2
( ) ( )

3
1

( )
( ) ( 1) ( ) ( )

m
j m j m j

j j j

dy x
k x v x m x

dx
 

 
2

( ) ( )

( 1)
1

( ) ( )m j m
j j

m x y x αα + −
α=

× +∑ {  

 1 ( ) ( ) ( )
1 2( 1) ( ) ( ) ( )m j m j m j

j j jm x m x w xα+
α+ − +[  

 ( ) ( ) ( )
3 3( ) ( ) ( )m j m j m j

j j jm x v x xα −α −α+ }]l , 

стала M  не залежить від h . 

Перевага цієї схеми перед схемами для кусково-гладких ( ), ( )k x q x , 

( )f x  з [19], крім однорідності, полягає в тому, що практично без збільшення 
обчислювальних затрат побудовано триточкове наближення у вузлах сітки 

потоку 
( )

( )
du x

k x
dx

, точність якого в чебишевській метриці така ж, як і точ-

ність наближення до ( )u x  (у [19] оцінюється похибка наближення xu ). 
У працях [9, 10] запропоновано ТТРС та її алгоритмічну реалізацію че-

рез ТРС довільного порядку точності для систем лінійних звичайних дифе-
ренціальних рівнянь другого порядку 
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 ( ) ( ) ( ) ( )d dK x Q x x x
dx dx

  − = − 
 

u u f  

з крайовими умовами Діріхле 

 (0) (1)= =u u 0 , 

де матриці 
, 1 , 1

( ) ( ) ,  ( ) ( )
m m

ij iji j i j
K x k x Q x q x= == =[ ] [ ]  і вектор 

1
( ) ( )

m
i i

x f x ==f { }  за-

довольняють умови 

 ≤ > ∀ ∈ ∀ ∈2
1 1( ( ) , ),     0      ,     0,1mC K x C xv v v v R [ ] , 

 1( ) 0,1 ,         ( ) 0,1 ,        ( ) 0,1n n n
ij ij ik x q x f x+∈ ∈ ∈[ ] [ ] [ ]Q Q Q . 

2. Компактні різницеві схеми високого порядку точності для нелі-
нійних крайових задач. У роботі [24] для задачі 

 + = > ∈
2

2
( ) ( ) ( , ),       ( ) 0,       (0,1)d u dua x b x f x u a x x

dxdx
, 

 1 2(0) ,       (1)u u= µ = µ  

побудовано ТРС четвертого порядку точності, але обґрунтування наведено 
тільки для випадку ( ) const 0a x = >  і ( ) constb x = . У [17] для розв’язування 
задачі (1) отримано триточкову схему шостого порядку точності. Однак за-
пропоновані в працях [17, 24] методики не можуть бути використані навіть 
в такому спеціальному випадку для побудови ТРС довільного порядку. Крім 
того, ці схеми побудовано лише на рівномірній сітці, що є їх суттєвим не-
доліком. 

Уперше підхід до побудови ТТРС на рівномірній сітці для нелінійних 
крайових задач 

   = − ∈ = µ = µ   1 2( ) ( , ),     (0,1),     (0) ,     (1)d duk x f x u x u u
dx dx

 

був анонсований у 1990 р. у [12]. Там же було запропоновано алгоритмічну 
реалізацію цих схем через ТРС m -го порядку точності. Надалі ці резуль-
тати було повністю обґрунтовано та розвинуто в [6], а у випадку монотон-
них звичайних диференціальних рівнянь – в [3]. У роботі [26] розроблено 
нову алгоритмічну реалізацію ТТРС на нерівномірній сітці через ТРС по-
рядку точності m . У [7] для нелінійних крайових задач третього роду побу-
довано точні різницеві крайові умови та розроблено їхню реалізацію через 
різницеві крайові умови високого порядку точності. 

У статті [2] побудовано ТТРС та ТРС порядку точності m  для моно-
тонних крайових задач 

    = − ∈ = µ = µ      1 2( ) , , ,     (0,1),     (0) ,     (1)d du duk x f x u x u u
dx dx dx

. 

ТТРС та їх алгоритмічну реалізацію через ТРС високого порядку точ-
ності для систем нелінійних звичайних диференціальних рівнянь другого 
порядку з крайовими умовами Діріхле 

 1 2( ) , , ,    (0,1),      (0) ,    (1)d d dK x x x
dx dx dx

   = − ∈ = =     
uuu f u u  , 

де 1 2( ) ,  ( , ), ,n n nK x x×∈ ∈f uR R   – задані, а ( )xu  – шуканий вектор, роз-
роблено у роботах [1, 4, 5]. 

Точні двоточкові різницеві схеми (ТДРС) і двоточкові різницеві схеми 
(ДРС) довільного порядку точності для систем звичайних диференціальних 
рівнянь першого порядку з нероздільними крайовими умовами: 

 + = ∈ + =0 1( ) ( , ),        (0,1),        (0) (1)d A x x x B B
dx
u u f u u u d , (35) 

 0 1( ), , n nA x B B ×∈ R , 0 1rank ,B B n=[ ] , ( , ), , ( ) nx x ∈f u d u R , 
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вперше побудовано та обґрунтовано у роботах [23, 28]. Так, ТДРС для зада-
чі (35) має вигляд 

 −= = …1( , ),              1,2, ,j
j jx j Nu Y u , (36) 

 0 0 1 NB B+ =u u d , (37) 

де 1( , )j
jx −Y u  – розв’язок задачі Коші 

 −
− − −+ = ∈1
1 1 1

( , )
( ) ( , ) ( , ( , )),     ( ,

j
j j j

j j j j

d x
A x x x x x x x

dx

Y u
Y u f Y u ] , (38) 

 − − −= = …1 1 1( , ) ,             1,2, ,j
j j jx j NY u u . (39) 

Якщо задачі Коші (38), (39) розв’язувати чисельно за допомогою будь-
якого однокрокового методу порядку точності m , то замість ТДРС (36), (37) 
отримаємо відсічену ДРС рангу m  

 ( )
−= = …( ) ( )
1( , ),              1,2, ,m m j m

j j jx j Ny Y y , (40) 

 + =( ) ( )
0 0 1

m m
NB By y d , (41) 

де ( ) ( )
1( , )m j m

j jx −Y y  – чисельний розв’язок задачі Коші (38), (39), отриманий 

однокроковим методом порядку точності m . Доведено, що ДРС (40), (41) 
має m -й порядок точності. У [23] наведено результати чисельних експери-
ментів, які показують, що при розв’язуванні крайових задач з великими 
сталими Ліпшиця, крайових задач для жорстких систем звичайних дифе-
ренціальних рівнянь і задач з малим параметром запропоновані ДРС є 
ефективнішими, ніж метод стрільби. У роботі [22] розроблено новий алго-
ритм чисельного розв’язування крайових задач (35) двоточковими різнице-
вими схемами з заданою точністю та автоматичним вибором точок сітки. 

У працях [20, 21] для нелінійної крайової задача на півосі 

 − = − ∈ ∞ = >
2

2
2

( , ),         (0, ),         const 0d u m u f x u x m
dx

, (42) 

 
→∞

= µ =1(0) ,             lim ( ) 0
x

u u x , (43) 

побудовано ТТРС на скінченній нерівномірній сітці ˆ
hω . Крім того, запропо-

новано реалізацію ТТРС через відсічені ТРС порядку точності n , а також 
розроблено новий адаптивний алгоритм чисельного розв’язування задачі 
(42), (43) з заданою точністю. Наведено результати чисельних експеримен-
тів, які підтверджують ефективність запропонованого підходу. 

Отже, в статті наведено огляд основних результатів теорії точних ком-
пактних різницевих схем і компактних різницевих схем високого порядку 
точності та розроблених на їх основі алгоритмів, які є одними з найефек-
тивніших для чисельного розв’язування крайових задач для звичайних ди-
ференціальних рівнянь. 
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КОМПАКТНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ 
 
Приведен обзор основных результатов по построению и исследованию точных и 
усеченных компактных разностных схем высокого порядка точности для чис-
ленного решения краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений и 
разработке на их основе новых эффективных алгоритмов численного решения 
краевых задач с заданной точностью и автоматическим выбором точек сетки. 
 
COMPACT DIFFERENCE SCHEMES OF HIGH ACCURACY ORDER 
 
The survey of the main results on the construction and study of exact and truncated 
compact difference schemes of high order accuracy for numerical solution of boundary 
value problems for ordinary differential equations and development on their base of 
new efficient algorithms for numerical solution of boundary value problems with given 
accuracy and automatic selection of the grid points is provided. 
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