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УДК 517.95 
 
М. І. Іванчов 
 
ЗАДАЧА З ВІЛЬНОЮ МЕЖЕЮ ДЛЯ ДВОВИМІРНОГО 
ПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ 
 

Встановлено умови існування та єдиності гладкого розв’язку задачі з вільною 
межею для двовимірного параболічного рівняння в криволінійному прямокут-
нику, розташування криволінійної частини якого визначається функцією, 
що є добутком невідомої функції часу та заданої функції просторової змін-
ної. 

 
До обернених задач і задач з невідомими (або вільними) межами при-

водить цілий ряд важливих технологічних процесів, пов’язаних як з фазо-
вими переходами в тілах, так і з визначенням новоутворень всередині тіл із 
відомими властивостями [13–16]. В одновимірному випадку рух невідомої 
межі описується невідомою функцією, що залежить від часу. Такі задачі 
достатньо повно вивчені як для лінійних, так і для квазілінійних рівнянь 
параболічного типу [5–8, 12]. Отримані для них результати були перенесені 
на двовимірний випадок, в якому область є криволінійним прямокутником, 
розташування якого визначається невідомою функцією, залежною від часу 
[1–4]. При цьому, крім знаходження невідомої межі, ставилось завдання 
визначення якісних властивостей новоутворень. Оскільки в задачах такого 
типу часто найважливішим питанням є динаміка процесу, тобто зміна роз-
ташування невідомої межі в залежності від часу, то це дає можливість 
моделювати рух невідомої межі, припускаючи, що зміна положення кожної 
точки межі визначається однією і тією ж невідомою функцією, залежною 
від часу. У цій роботі такий підхід використано для розв’язання задачі з 
вільною межею для двовимірного параболічного рівняння. 

1. Формулювання задачі та основні припущення. В області TΩ ≡  

1 2 1 2 1( , , ) : 0 ,  0 ( ) ( ),  0y y t y h y g t y t T≡ < < < < ψ < <{ }  з частиною межі 2y =  

1( ) ( )g t y= ψ , рух якої визначається невідомою функцією ( ) 0g g t= > , роз-

глянемо задачу знаходження невідомих 1 2( ( ), ( , , ))g t u y y t , які задовольняють 
рівняння 

 
1 21 1 2 2 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )t y yu u b y y t u b y y t u c y y t u f y y t= ∆ + + + + , (1) 

початкову умову 

 1 2 1 2 10 ( , ),        0 ,        0 (0) ( )tu y y y h y g y= = ϕ ≤ ≤ ≤ ≤ ψ , (2) 

крайові умови 

 
1 1 2 20 ( , ),       0 (0) ( )yu y t y g t= = µ ≤ ≤ ψ , 

 21 2 2( , ),       0 ( ) ( ),     0y hu y t y h g t t T= = µ ≤ ≤ ψ ≤ ≤ , 

 
2 2 13 1 4 1 10 ( ) ( )( , ),  ( , ),   0 ,    0y y y g tu y t u y t y h t T= =ψ= µ = µ ≤ ≤ ≤ ≤ , (3) 

та додаткову умову 

 
1( ) ( )

1 1 2 2 5
0 0

( , , ) ( ),           0
g t yh

dy u y y t dy t t T
ψ

= µ ≤ ≤∫ ∫ . (4) 

Заміною змінних 2
1 1 2,  ,  

( )
y

x y x t t
g t

= = =  задачу (1)–(4) зводимо до за-

дачі в області 1 2 1 2 1( , , ) : 0 ,  0 ( ),  0TQ x x t x h x x t T≡ < < < < ψ < <{ }  з відо-
мою фіксованою межею: 
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1 1 2 2 11 1 22

1 ( , ( ), )
( )

t x x x x xv v v b x x g t t v
g t

= + + +  

 
2

2
2 1 2

( )
( , ( ), )

( ) x

x g t
b x x g t t v

g t

′ + + + 
 

 

 1 2 1 2 1 2( , ( ), ) ( , ( ), ),   ( , , ) Tc x x g t t v f x x g t t x x t Q+ + ∈ , (5) 

 1 2 1 2 10 ( , (0)),        0 ,        0 ( )tv x x g x h x x= = ϕ ≤ ≤ ≤ ≤ ψ , (6) 

 
1 1 2 20 ( ( ), ),       0 (0)xv x g t t x= = µ ≤ ≤ ψ , 

 
1 2 2 2( ( ), ),       0 ( ),      0x hv x g t t x h t T= = µ ≤ ≤ ψ ≤ ≤ , 

 
2 2 13 1 4 1 10 ( )( , ),    ( , ),     0 ,     0x x xv x t v x t x h t T= =ψ= µ = µ ≤ ≤ ≤ ≤ ,(7) 

 1 2 1 2 5( ) ( , , ) ( ),         0
D

g t v x x t dx dx t t T= µ ≤ ≤∫∫ , (8) 

де 1 2 1 2 1( , ) : 0 , 0 ( )D x x x h x x= < < < < ψ{ } . 

Припустимо, що виконуються умови: 

(A1) ( 0, 0, )),         ( 0, ) 0, ),         1,2iC h C T iϕ ∈ × ∞ µ ∈ ∞ × =[ ] [ [ [ ] , 

 1
5( 0, 0, ),         3, 4,         0,j C h T j C Tµ ∈ × = µ ∈[ ] [ ] [ ] , 

 , , ( 0, 0, ) 0, ),         1,2kb c f C h T k∈ × ∞ × =[ ] [ [ ] ; 

(A2) 1 2 0 1 2( , ) 0,         0 ,       0y y y h yϕ ≥ ϕ > ≤ ≤ ≤ < ∞ , 

 2 0 2( , ) 0,         1,2,           0 ,         0i iy t i y t Tµ ≥ µ > = ≤ < ∞ ≤ ≤ , 

 1 1( , ) 0,        0 ,      0 ,      3, 4i y t y h t T iµ > ≤ ≤ ≤ ≤ = , 

 5    ( ) 0,         0t t Tµ > ≤ ≤ , 

 1 2 1 2( , , ) 0,   ( , , ) 0, 0, ) 0,  f y y t y y t h T≥ ∈ × ∞ ×[ ] [ [ ] , 

 1 1( ) 0,           0y y hψ > ≤ ≤ . 

З припущень (A1), (A2) і принципу максимуму [9, c. 25] випливає оцінка 

 1 2 0 1 2( , , ) 0,    ( , , ) Tu y y t M y y t≥ > ∈ Ω , 

де стала 0M  визначається заданими величинами. Тоді з використанням (8) 

отримуємо 

 1 2 0 1 2 1( , , ) 0,   ( , , ) ,     ( ) ,    0,Tv x x t M x x t Q g t K t T≥ > ∈ ≤ < ∞ ∈ [ ] . (9) 

Маючи оцінку (9), встановлюємо обмеженість розв’язку задачі (1)–(4) 
зверху: 

 1 2 1 1 2( , , ) ,           ( , , ) Tu y y t M y y t≤ < ∞ ∈ Ω , 

звідки для розв’язку задачі (5)–(8) маємо 

 1 2 1 1 2 0( , , ) ,    ( , , ) ,    ( ) 0,      0,Tv x x t M x x t Q g t K t T≤ < ∞ ∈ ≥ > ∈ [ ] .(10) 

Зазначимо також, що з урахуванням припущень (А1), (А2) з умови (4) 
однозначно визначається значення (0)g . 
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Надалі будемо припускати, що, крім умов (A1), (A2), виконуються такі 
умови: 

(A3)  2,1 2,1
1 1 2 1( 0, (0) 0, ),        ( 0, ( ) 0, )C K T C K h Tµ ∈ ψ × µ ∈ ψ ×[ ] [ ] [ ] [ ] , 

 2,1 1,0
1 2( 0, 0, ),         3, 4,         , , , ( )i C h T i b b c f C Qµ ∈ × = ∈[ ] [ ] , 

де 

 1 2 1 2 1 1( , , ) : 0 , 0 ( ), 0Q x x t x h x K x t T≡ < < < < ψ < <{ } , 

 2
0( )C Dϕ ∈ , 

 0 1 2 1 2 1( , ) : 0 ,  0 (0) ( )D x x x h x g x≡ < < < < ψ{ } , 

 
1 1

2
1 1

0
0, ,      ( ) ,           ( )lim lim

y y h
C h y y

→ →
′ ′ψ ∈ ψ = + ∞ ψ = − ∞[ ] ; 

(A4) – умови узгодження нульового порядку [9, c. 363]. 

2. Зведення задачі (5)–(8) до системи рівнянь. Зведемо задачу (5)–(7) 
до задачі з нульовими крайовими та початковою умовами. Введемо позна-
чення 

 
2 2

1 1 22 2 2
11 2

1 ( , ( ), )
( )

L b x x g t t
t xx g t x

∂ ∂ ∂ ∂= − − − −
∂ ∂∂ ∂

 

 2 1 2 1 2
2

( , ( ), ) ( , ( ), )b x x g t t c x x g t t
x
∂− −

∂
, (11) 

 0 1 2 1 2 1 3 1( , , , ( )) ( ( ), ) (0, ) ( , )x x t g t x g t t t x tµ = µ + µ − µ −  

 1
2 2 2 1 2 1( ( ), ) (0, ) ( ( ), ) (0, )

x
x g t t t x g t t t

h
− µ − µ − µ + µ −( )  

 2
4 1 3 1 1 1 1

1
( , ) ( , ) ( ( ) ( ), ) (0, )

( )
x

x t x t g t x t t
x

− µ − µ − µ ψ + µ −ψ 
 

 1
2 1 2 1 1 1( ( ) ( ), ) (0, ) ( ( ) ( ), ) (0, )

x
g t x t t g t x t t

h
− µ ψ − µ − µ ψ + µ 


( ) , 

  (12) 

 0 1 2 0 1 2 0 1 2( , ) ( , (0)) ( , , , ( )) ( , , (0))v x t x x g x x t g t x x g= ϕ + µ − µ , (13) 

 1 2 1 2 0 1 2( , , ) ( , , ) ( , , )v x x t v x x t v x x t= −% . (14) 

Для функції 1 2( , , )v x x t%  отримуємо задачу 

 
2

2
1 2 0 1 2 1 2

( )
( , ( ), ) ( , , ) ( , , )

( ) x

x g t
Lv f x x g t t Lv x x t v x x t

g t

′
= − +% , 

 1 2( , , ) Tx x t Q∈ , (15) 

 1 2 1 2( , , 0) 0,             ( , )v x x x x D= ∈% , (16) 

 1 2 0,( , , ) 0D Tv x x t ∂ × =%
[ ] .  (17) 

Нехай 1 2 1 2( , , , , , )G G x x t= ξ ξ τ  – функція ¥ріна для рівняння  

 0Lv =%  

з умовами (16), (17). Подаючи розв’язок задачі (15)–(17) за допомогою 
функції ¥ріна та повертаючись до функції v , отримуємо 
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 1 2 0 1 2( , , ) ( , , )v x x t v x x t= +  

 1 2 1 2 1 2 0 1 2
0

( , , , , , ) ( , ( ), ) ( , , )
t

D

G x x t f g Lv+ ξ ξ τ ξ ξ τ τ − ξ ξ τ +
∫ ∫∫  

 
2

2
1 2 1 2 1 2

( )
( , , ) ,     ( , , )

( ) T

g
v d d d x x t Q

g ξ

′ξ τ + ξ ξ τ ξ ξ τ ∈τ 
. (18) 

Позначаючи 
2
,  xw v g q′= = , зведемо задачу (5)–(7) до системи інтег-

ральних рівнянь 

 1 2 0 1 2( , , ) ( , , )v x x t v x x t= +  

 1 2 1 2 1 2 0 1 2
0

( , , , , , ) ( , ( ), ) ( , , )
t

D

G x x t f g Lv+ ξ ξ τ ξ ξ τ τ − ξ ξ τ +
∫ ∫∫  

 2
1 2 1 2 1 2

( )
( , , ) ,      ( , , )

( ) T

q
w d d d x x t Q

g
ξ τ + ξ ξ τ ξ ξ τ ∈τ 

, (19) 

 
21 2 0 1 2( , , ) ( , , )xw x x t v x x t= +  

 1 2 1 2 1 2 0 1 22
0

( , , , , , ) ( , ( ), ) ( , , )
t

x
D

G x x t f g Lv+ ξ ξ τ ξ ξ τ τ − ξ ξ τ +
∫ ∫∫  

 2
1 2 1 2 1 2

( )
( , , ) ,      ( , , )

( ) T

q
w d d d x x t Q

g
ξ τ + ξ ξ τ ξ ξ τ ∈τ 

. (20) 

З умови (8) знаходимо 

 5

1 2 1 2

( )
( ) ,           0,

( , , )
D

t
g t t T

v x x t dx dx

µ
= ∈

∫∫
[ ] . (21) 

Диференціюючи умову (8) за змінною t  і використовуючи (5), отримує-
мо рівняння 

 
1 1

(0) ( )

5 2 2 2 2
0 0

( ) ( ) ( ) (0, , ) ( , , )
h

x xq t t g t v x t dx v h x t dx
ψ ψ

 ′= µ − − +  ∫ ∫  

 
14 4 1 1 2 1 2( , ) (0, ) ( , ( ), ) ( , , )x

D

h t t b x x g t t v x x t+ µ − µ + +∫∫ (  

 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ( ), ) ( , , ) ( , ( ), ) ( , , )b x x g t t w x x t c x x g t t v x x t+ + +  

 1 2 1 2( , ( ), )f x x g t t dx dx + −


)  

 1 1 1 1
0

1 ( ,0, ) ( , ( ), )
( )

h

w x t w x x t dx
g t

− − ψ ×
∫ ( )  

 
1

1 4 1 1
0

( ) ( , ) ,    0,
h

x x t dx t T
−

 × ψ µ ∈ 
 ∫ [ ] . (22) 

Зі способу зведення задачі (5)–(8) до системи рівнянь (19)–(22) легко 
переконатися в їхній еквівалентності у такому розумінні. Якщо 

1 2( ( ), ( , , ))g t v x x t  – розв’язок задачі (5)–(8) з класу 1 2,10, ( )TC T C Q× ∩[ ]  
1,0 ( )TC Q∩ , то функції 2 2( , , , ) ( 0, ) ( ( ))Tg q v w C T C Q∈ ×[ ] , де 

2
,  xq g w v′= = , 

задовольняють систему рівнянь (19)–(22). Правильним є і обернене тверд-
ження. 
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3. Оцінки розв’язків системи рівнянь (19)–(22). Позначимо ( )W t =  

1 2
1 2

( )
( , , )max

,x x D
w x x t

∈
= . Диференціюючи (19) за змінною 1x  та використовую-

чи оцінки похідних функції ¥ріна [9, c. 469], маємо 

 
1 1 2 1 2

0

( ) ( )
( , , )

t

x

q W d
v x x t C C

t

τ τ τ
≤ +

− τ∫ . (23) 

З рівнянь (20) і (22) знаходимо 

 3 4
0

( ) ( )
( )

t q W d
W t C C

t

τ τ τ
≤ +

− τ∫ , 

 5 6 7
0

( ) ( )
( ) ( )

t q W d
q t C C W t C

t

τ τ τ
≤ + +

− τ∫ . 

Звідси для функції ( ) ( ) ( )R t W t q t= +  отримуємо нерівність 

 
2

8 9
0

( )
( ) ,           0,

t R d
R t C C t T

t

τ τ
≤ + ∈

− τ∫ [ ] . (24) 

Розв’язуючи нерівність (24) методом, наведеним у [11, c. 125–127], встанов-
люємо оцінку 

 2 0( ) ,             0,R t M t T≤ < ∞ ∈ [ ] , (25) 

де сталі 2M  та 0 0,  0T T T< ≤ , визначаються відомими величинами. Звідси 

випливають оцінки 

 1 2 2 1 2 2 00
( , , ) ,    ( , , ) ,    ( ) ,    0,Tw x x t M x x t Q q t M t T≤ ∈ ≤ ∈ [ ] . (26) 

Отже, з урахуванням (9), (10) отримано оцінки розв’язків системи рів-
нянь (19)–(22). 

4. Існування розв’язку. 

Теорема 1. Нехай виконуються умови (A1)–(A3). Тоді можна вказати 
таке число 0 0,  0T T T< ≤ , яке визначається відомими величинами, що за-

дача (1)–(4) має розв’язок 

 1 2,1 1,0
0 00 0

( , ) 0, ( ) ( ),      ( ) 0,      0,T Tg u C T C C g t t T∈ × Ω Ω > ∈∩[ ] [ ] . 

Д о в е д е н н я.  Оскільки задача (1)–(4) зводиться до задачі (5)–(8), а 
остання є еквівалентною системі рівнянь (19)–(22), то достатньо встановити 
існування неперервного розв’язку системи рівнянь (19)–(22). На множині 

 2 2
0 0 1 20

( , , , ) ( 0, ) ( ( )) : ( ) ,  ( )Tg q v w C T C Q K g t K q t M≡ ∈ × ≤ ≤ ≤N [ ]{ , 

 0 1 2 1 1 2 2( , , ) ,  ( , , )M v x x t M w x x t M≤ ≤ ≤ } ,  

розглянемо рівняння 

 Pω = ω , (27) 

в якому ( , , , )g q v wω = , а оператор 1 2 3 4( , , , )P P P P P=  визначається правими 
частинами рівнянь (19)–(22). З оцінок (9), (10), (26) випливає, що оператор 
P  переводить множину N  у себе. Те, що інтегральний оператор P  є ціл-
ком неперервним на N , встановлено в [11]. Застосовуючи до рівняння (27) 
теорему Шаудера про нерухому точку цілком неперервного оператора, 
отримуємо існування неперервного розв’язку рівняння (27), а, отже, існу-

вання розв’язку 1 2( ( ), ( , , ))g t v x x t  задачі (5)–(8) з класу 1 2,1
0 0

0, ( )TC T C Q× ∩[ ]  

1,0

0
( )TC Q∩ .  

 Теорему доведено. ◊ 
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Теорема 2. Нехай, крім умов (A2), (A4), виконується така умова: 
(A5)  ( 0, 0, )),    ( 0, ) 0, ),     1,2iC h C T iϕ ∈ × ∞ µ ∈ ∞ × =[ ] [ [ [ ] , 

 1
5( 0, 0, ),        3, 4,        0,j C h T j C Tµ ∈ × = µ ∈[ ] [ ] [ ] , 

 1,0 1, , ( 0, 0, ) 0, ),      1,2,      0,kb c f C h T k C h∈ × ∞ × = ψ ∈[ ] [ [ ] [ ] . 

Тоді можна вказати таке число 0 0,  0T T T< ≤ , яке визначається ві-

домими величинами, що задача (1)–(4) має розв’язок 

0 0

1 2,1
0 0( , ) 0, ( ) ( ),     ( ) 0,     0,T Tg u C T C C g t t T∈ × Ω Ω > ∈∩[ ] [ ] .  

Д о в е д е н н я.  Твердження теореми отримуємо з наслідку [10, 
c. 106]. Для цього достатньо функції , , ,  1, 2, 3, 4i iϕ ψ µ ∈ { } , наблизити рів-

номірно збіжними до них послідовностями функцій ( ) ( ) ( ),  ,  n n n
iϕ ψ µ{ } { } { } , 

1,2,3, 4i ∈ { } , які задовольняють умову (A3). Використовуючи теорему 1, 

отримуємо існування послідовності розв’язків ( ) ( )
1 2( ), ( , , )n ng t u y y t{( )}  від-

повідних задач з класу 
0 0

1 2,1 1,0
00, ( ) ( )T TC T C C× Ω Ω∩[ ] , яка згідно зі згаданим 

наслідком збігається до розв’язку задачі (1)–(4) з класу 1
00,C T ×[ ]  

0 0

2,1
0( ) ( ), ( ) 0, 0,T TC C g t t T× Ω Ω > ∈∩ [ ] . Теорему доведено. ◊ 

6. Єдиність розв’язку. 

Теорема 3. Нехай виконуються умови: 

(A6)  1,0, , ( 0, 0, ) 0, )ib c f C h T∈ × ∞ ×[ ] [ [ ] , 

 3,1 2( 0, ) 0, ),     1,2,        0,i C T i C hµ ∈ ∞ × = ψ ∈[ [ ] [ ] ; 

(A7)  1 2 0 1 2( , ) 0,        ( , ) 0, 0, )y y y y hϕ ≥ ϕ > ∈ × ∞[ ] [ , 

 1 4 1 1 5 1 1
0

( ) ( , ) 0,    ( ) 0,   0, ,    ( ) 0,    0,
h

x x t dx t t T x x hψ µ ≠ µ ≠ ∈ ψ > ∈∫ [ ] [ ] . 

Тоді задача (1)–(4) не може мати більше одного розв’язку з класу 

 
0 0

1 2,1 1,0
0 00, ( ) ( ),       ( ) 0,       0,T TC T C C g t t T× Ω Ω > ∈∩[ ] [ ] . 

Д о в е д е н н я.  Оскільки задача (1)–(4) еквівалентна задачі (5)–(8), 
доведемо єдиність розв’язку задачі (5)–(8). Нехай 1 2( ( ), ( , , )),  1,2i ig t v x x t i = , 
– два розв’язки задачі (5)–(8) із зазначеного класу. Позначимо 

 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ),     ( , , ) ( , , ) ( , , )g t g t g t v x x t v x x t v x x t≡ − ≡ − .  
Тоді 

 
1 1 2 2 11 1 2 1 2 1 2 12

1

1 ( , ( ), ) ( , ( ), )
( )

t x x x x xv v v b x x g t t v b x x g t t
g t

= + + + +


 

 
2 2 2

2 1
1 2 1 22 2

1 1 2

( ) 1 1( , ( ), )
( ) ( ) ( )

x x x

x g t
v c x x g t t v v

g t g t g t

′   + + + − +  
  

 

 
2

1 2
2 2 1 1 2 1

1 2

( ) ( )
( , ( ), )

( ) ( ) x

g t g t
x v b x x g t t

g t g t

′ ′ + − + − 
 

(  

 
11 1 2 2 2 2 1 2 1( , ( ), ) ( , ( ), )xb x x g t t v b x x g t t− + −) (  

 
22 1 2 2 2 1 2 1( , ( ), ) ( , ( ), )xb x x g t t v c x x g t t− + −) (  

 1 2 2 2 1 2 1( , ( ), ) ( , ( ), )c x x g t t v f x x g t t− + −)  

 1 2 2 1 2( , ( ), ),            ( , , ) Tf x x g t t x x t Q− ∈ , (28) 
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 1 20 0,           ( , )tv x x D= = ∈ , (29) 

 
1 1 2 1 1 2 2 20 ( ( ), ) ( ( ), ),    0 (0),    0xv x g t t x g t t x t T= = µ − µ ≤ ≤ ψ ≤ ≤ , (30) 

 
1 2 2 1 2 2 2 2( ( ), ) ( ( ), ),    0 ( ),    0x hv x g t t x g t t x h t T= = µ − µ ≤ ≤ ψ ≤ ≤ , (31) 

 
2 2 1 10 ( ) 0,         0 ,         0x x xv v x h t T= =ψ= = ≤ ≤ ≤ ≤ , (32) 

 1 2 1 2 5
1 2

1 1( , , ) ( ) ,       0,
( ) ( )

D

v x x t dx dx t t T
g t g t

 = µ − ∈ 
 ∫∫ [ ] . (33) 

Подамо рівняння (28) у вигляді 

 1 2( , , , ( ), ( ))Lv F x x t g t g t′=% , (34) 

де оператор L%  отримується з оператора L  (11) заміною ( )g t  на 1( )g t . Зро-
бимо заміну 

 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , , ) ( , , , ( ))v x x t v x x t x x t g t= + χ% , (35) 
де 

 1
1 2 1 2 1 1 2 2( , , , ( )) 1 ( ( ), ) ( ( ), )

x
x x t g t x g t t x g t t

h
 χ = − µ − µ + 
 

( )  

 1
2 2 1 2 2 2( ( ), ) ( ( ), )

x
x g t t x g t t

h
+ µ − µ −( )  

 2 1
1 1 1 1 1 2

1
1 ( ( ) ( ), ) ( ( ) ( ), )

( )
x x

x g t t x g t t
x h

 − − µ ψ − µ ψ + ψ  
( )  

 1
2 1 1 2 1 2( ( ) ( ), ) ( ( ) ( ), )

x
x g t t x g t t

h
+ µ ψ − µ ψ 


( ) . 

Тоді задача (28)–(32) зводиться до задачі з нульовими крайовими та почат-
ковою умовами для рівняння 

 1 2 1 2 1 2( , , , ( ), ( )) ( , , , ( )),      ( , , ) TLv F x x t g t g t L x x t g t x x t Q′= + χ ∈% %% . (36) 

Розв’язуючи її за допомогою функції ¥ріна 1 2 1 2( , , , , , )G G x x t= ξ ξ τ% %  та по-
вертаючись до невідомої v , отримуємо 

 1 2 1 2( , , ) ( , , , ( ))v x x t x x t g t= χ +  

 1 2 1 2 1 2
0

( , , , , , ) ( , , , ( ), ( ))
t

D

G x x t F g g′+ ξ ξ τ ξ ξ τ τ τ +∫ ∫∫ % (  

 1 2 1 2 1 2( , , , ( )) ,        ( , , ) TL g d d d x x t Q+ χ ξ ξ τ τ ξ ξ τ ∈% ) . (37) 

З умови (33) отримуємо рівняння 

 1 2
1 2 1 2

5

( ) ( )
( ) ( , , ) ,         0,

( )
D

g t g t
g t v x x t dx dx t T

t
= − ∈

µ ∫∫ [ ] . (38) 

Позначимо 1 2( ) ( ) ( )q t g t g t′ ′≡ − . З рівняння (22) знаходимо 

 
1

(0)

1 2 2
0

1 4 1 1
0

1( ) ( ) (0, , )

( ) ( , )
xh

q t g t v x t dx

x x t dx

ψ
 = − − 

ψ µ
∫

∫
 

 
1 1

( )

2 2 1 1 2 1 1 2
0

( , , ) ( , ( ), ) ( , , )
h

x x
D

v h x t dx b x x g t t v x x t
ψ

− + +∫ ∫∫ (  
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22 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2( , ( ), ) ( , , ) ( , ( ), ) ( , , )xb x x g t t v x x t c x x g t t v x x t+ + +  

 
11 1 2 1 1 1 2 2 2 1 2( , ( ), ) ( , ( ), ) ( , , )xb x x g t t b x x g t t v x x t+ − +( )  

 
22 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2( , ( ), ) ( , ( ), ) ( , , )xb x x g t t b x x g t t v x x t+ − +( )  

 1 2 1 1 2 2 2 1 2( , ( ), ) ( , ( ), ) ( , , )c x x g t t c x x g t t v x x t+ − +( )  

 1 2 1 1 2 2 1 2( , ( ), ) ( , ( ), )f x x g t t f x x g t t dx dx + − −


)  

 
1 1

(0) ( )

2 2 2 2 2 2
0 0

( ) (0, , ) ( , , )
h

x xg t v x t dx v h x t dx
ψ ψ

− − +
 ∫ ∫  

 
14 4 1 1 2 2 2 1 2( , ) (0, ) ( , ( ), ) ( , , )x

D

h t t b x x g t t v x x t+µ − µ + +∫ ∫ (  

 
22 1 2 2 2 1 2( , ( ), ) ( , , )xb x x g t t v x x t+ +  

 1 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2( , ( ), ) ( , , ) ( , ( ), )c x x g t t v x x t f x x g t t dx dx + + +


)  

 
2 22 1 2 1 1 1

1 2 0

( )
( ,0, ) ( , ( ), )

( ) ( )

h

x x
g t

v x t v x x t dx
g t g t

+ − ψ −∫ ( )  

 
2 21 1 1 1

1 0

1 ( ,0, ) ( , ( ), ) ,   0,
( )

h

x xv x t v x x t dx t T
g t

− − ψ ∈
∫ ( ) [ ] . (39) 

Отже, задачу (28)–(33) зведено до системи рівнянь (38), (39), у якій 
функція 1 2( , , )v x x t  та її перші похідні визначаються з формули (37). Вико-
ристовуючи для зображення різниць значень функцій формулу Лаґранжа 

 
2 1 2

1

1 2 1 2
( ) ( ( ) ( ))0

( , )
( , ( )) ( , ( )) ( ( ) ( ))

s y t y t y t

f x s
f x y t f x y t y t y t d

s = +θ −

∂− = − θ
∂∫ , 

легко переконатися у тому, що, з одного боку, функція 1 2( , , )v x x t  лінійно 

залежить від ( )g t  і ( )q t , а, з іншого боку, система рівнянь (38), (39) є одно-
рідною лінійною системою інтегральних рівнянь Вольтерра другого роду з 
інтегровними ядрами, а тому має єдиний розв’язок ( ) 0,  ( ) 0g t q t≡ ≡ , 

[0, ]t T∈ . Тоді й 1 2 1 2( , , ) 0,  ( , , ) Tv x x t x x t Q≡ ∈ , як розв’язок прямої задачі з 
нульовими вихідними даними.  
 Теорему доведено. ◊ 
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ЗАДАЧА СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ ДЛЯ ДВУМЕРНОГО 
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
 
Установлены условия существования и единственности гладкого решения задачи 
со свободной границей для двумерного параболического уравнения в криволинейном 
прямоугольнике, размещение криволинейной части которого определяется функ-
цией, являющейся произведением неизвестной функции времени и заданной функ-
ции и пространственной переменной. 
 
FREE BOUNDARY PROBLEM FOR TWO-DIMENSIONAL 
PARABOLIC EQUATION 
 
The conditions for existence and uniqueness of solution of a free boundary problem for 
a two-dimensional parabolic equation in the curvilinear rectangle for which the location 
of the curvilinear part is described by the function being a product of the unknown 
time-dependent function and the given function of the spatial variable are established. 
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