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Б. Й. Пташник, І. Р. Тимків  
 
БАГАТОТОЧКОВА ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ ЗІ 
ЗМІННИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ В ЦИЛІНДРИЧНІЙ ОБЛАСТІ  
 

Досліджено коректність задачі з багатоточковими умовами за часовою змін-
ною та умовами типу Діріхле за просторовими координатами для одного 
класу параболічних за Петровським рівнянь зі змінними за просторовими 
координатами коефіцієнтами в обмеженій циліндричній області. Встановле-
но умови існування та єдиності розв’язку задачі. Доведено метричну теоре-
му про оцінки знизу малих знаменників, які виникли при побудові розв’язку. 

 
1. Вступ. Задачі з багатоточковими умовами за часовою змінною і умо-

вами періодичності або умовами типу Діріхле за просторовими координата-
ми для рівнянь із частинними похідними є, взагалі, некоректними, а їх роз-
в’язність у багатьох випадках пов’язана з проблемою малих знаменників. 

Для гіперболічних і безтипних рівнянь такі задачі досліджено, напри-
клад, у роботах [1, 7, 8], для псевдодиференціальних рівнянь – у працях 
[11, 18]. Локальні багатоточкові задачі для деяких класів параболічних рів-
нянь високого порядку зі сталими та змінними коефіцієнтами вивчались у 
працях [9, 12]. Розв’язність нелокальних багатоточкових задач для парабо-
лічних рівнянь другого порядку зі змінними коефіцієнтами вивчено у робо-
тах [10, 17], для систем параболічних рівнянь – у праці [4], а для одного 
класу псевдопараболічних рівнянь третього порядку – в роботі [6]. 

У цій статті, яка є розвитком праці [9], в обмеженій циліндричній об-
ласті досліджено коректну розв’язність задачі з локальними багатоточко-
вими умовами за часом і умовами типу Діріхле за просторовими координа-
тами для параболічного за Петровським рівняння зі змінними за просторо-
вими координатами коефіцієнтами. 

Надалі використовуватимемо такі позначення: = ∈…1( , , ) p
px x x R , 

+= ∈…1( , , ) p
ps s s Z , = + +…1 ps s s ; = ∈ ∈ ⊂( , ) : (0, ),  pD t x t T x Q{ }R , де Q  

– обмежена однозв’язна область з гладкою межею Q∂ ; Γ = ∂ × 0,Q T[ ] ; =S  

1 1 2( , , ) 0, : 0n
n nt t T t t t T= = ∈ ≤ < < < ≤t … …[ ]{ } ; σ,jC , < σ <0 1 , – клас 

функцій ( )w x , визначених і неперервних разом із похідними j -го порядку 

в області Q , j -ті похідні яких задовольняють в Q  умову Гельдера з показ-

ником σ ; ,jA σ  – клас замкнених областей Q , для яких функції, що зада-
ють у локальних координатах рівняння межових поверхонь цих областей, 

належать до класу ,jC σ ; mes n BR  – міра Лебеґа в nR  множини ⊂ nB R . 

  2. Постановка задачі. В області D  розглянемо задачу 
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де ∈rA R , 0 0A ≠ ; ∈ma C , 1 0na − ≠ ; ∈b N  – парне число;  
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 – самоспряжений еліптичний в Q  диферен-

ціальний вираз, тобто для всіх x Q∈  ( ) ( )ij jih x h x=  і для довільного pη∈ R  
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jL u L L u q bn L u u f t x C T L Q x L Q−= = = ∈ ϕ ∈… / [ ] ,
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 Припустимо, що , 1, 2,,  ( ) ,  , 1, , ,  ( )bn bn bn
ijQ A h x C i j p q x Cσ − σ − σ∂ ∈ ∈ ∈ ∈…{ } , 

1 1,  ( ) 0q x< σ < ≥ . Тоді задача 

 ∂= − λ =( ) ( ),           ( ) 0QLX x X x X x  (5) 

має повну ортонормовану в 2 ( )L Q  систему власних функцій ∈( ),kX x k N{ }  

і нескінченну множину відповідних власних значень Λ = λ ∈,k k N{ } , причо-

му ∈( ) ( )bn
kX x C Q , ∈k N , і справджуються такі оцінки [3, 5]: 
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0 1 0 1,        0 ,        p p

k kC k C k C C/ / , (6) 

 
1

4 2
2 2

1

( )
max ,   0,   0,1, , ,   

p

s
p sk
kssx Q

p

X x
C C s bn k

x x

+

∈

∂
≤ λ > = ∈

∂ ∂
…

…
/ / N . (7) 

 Нехай рівняння (1) є рівномірно параболічним за Петровським в облас-

ті D , тобто для довільного η ∈ pR  і для довільного x Q∈  корені ξ  рів-
няння 
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задовольняють нерівності 

 ξ η ≤ − δ η δ > = …Re ( , ) ,         0,          1, ,b
j x j n . (9) 

Позначимо через ,Eα γ , α ∈ R , γ > 0 , – простір визначених в Q  функ-

цій 
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а через α γ,( 0, ; )qC T E[ ]  – простір визначених в D  функцій ( , )v t x =  
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0,1, ,j q= … , і є неперервними за t  в нормі цього простору: 
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 3. Єдиність розв’язку. Розв’язок задачі (1)–(3) шукаємо у вигляді ряду 
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Кожна функція ∈( ),ku t k N , є відповідно розв’язком багатоточкової задачі 
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де  
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Q
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Розглянемо відповідну до (11), (12) однорідну задачу 
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 Позначимо через 1( ), , ( )k kµ λ µ λl…  різні корені рівняння 
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з кратностями …1, ,n nl  відповідно, 1n n n+ + =l… . Для простоти викладу 

вважаємо, що кратності коренів рівняння (15) не залежать від kλ ∈ Λ . Зі 

структури рівняння (15) згідно з [15, с. 102] випливають такі оцінки: 
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При η = λr k , = …1, ,r p , рівняння (8) можна записати у вигляді 
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2( ( ))bN x

ξ
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рівняння (15). Отже, на підставі (4), (9) при η = λr k , = …1, ,r p , маємо 

оцінки 
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  (18) 
де ( , )q kxξ λ , = … l1, ,q , – корені рівняння (17). 

 Для побудови фундаментальної системи розв’язків рівняння (13) вико-
ристаємо поділені різниці функції µ µ ∈ ∈exp ( ),  ,  t tC R  [16, § 24]. 

 Означення. Нехай 

1

1 1( , , , , , , )

n n

M = µ µ µ µ

l

l l… … …14243 14243  – набір комплексних чи-

сел. Поділеною різницею порядку 1n nχ = + + l… , яка відповідає набору M , 

функції ( , )g tµ  комплексної змінної µ , де t  – дійсний параметр, називають 
функцію [16, § 24] 
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 Якщо функція ( , )g tµ  є аналітичною за µ  в опуклій області ∈V C , що 

містить точки 1, ,µ µl… , то справджується така формула (в якій 0 1ζ = , 
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 Нехай 
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де 1, ,q qr n= … , 1, ,q = … l , – набори, складені з коренів рівняння (15), і 

−χ = + + +…, 1 1qq r q qn n r . Побудуємо функції 
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які є поділеними різницями порядків , qq rχ  функції µexp ( )t , що відповіда-

ють наборам 
qqrМ . 
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Безпосередньою перевіркою можна показати, що сукупність функцій 
(22) утворює фундаментальну систему розв’язків рівняння (13). Вибір такої 
фундаментальної системи розв’язків рівняння (13) дозволяє уникнути при 
побудові розв’язку задачі (1)–(3) таких малих знаменників: ( ) ( )j k i kµ λ − µ λ , 

1 i j≤ < ≤ l , які виникають при побудові розв’язку задачі (1)–(3), коли за 
фундаментальну систему розв’язків рівняння (13) взяти систему функцій 
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яка використовувалась, наприклад, в [1, 7]. 
 Характеристичний визначник задачі (11), (12) є таким: 
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 Враховуючи формули (22), (23), знаходимо, що 
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 Відомо [14], що задача (13), (14) має лише тривіальний розв’язок тоді й 
тільки тоді, коли ∆ λ ≠( ; ) 0k t . 

 Теорема 1. Для єдиності розв’язку задачі (1)–(3) у просторі 

α, 2( 0, ; )n
bС T E /[ ]  необхідно та достатньо, щоб виконувалась умова 

 ∀λ ∈ Λ ∆ λ ≠              ( ; ) 0k k t . (26) 

 Д о в е д е н н я  проводиться за схемою доведення теореми 5.3 з [7, 
с. 82]. ◊ 
 4. Існування розв’язку задачі. Нехай виконується умова (26). Тоді для 
кожного kλ ∈ Λ  існує єдиний розв’язок задачі (11), (12), який є сумою роз-

в’язку ( )kw t  задачі (12), (13) і розв’язку ( )kv t  задачі (11), (14): 
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При jtτ = , = …0,1, ,j n , доозначуємо функцію ( , ; )kG t τ λ  за неперервністю 

по τ  справа, а при Tτ =  – за неперервністю зліва. 
 На основі формул (10), (27)–(29) формальний розв’язок задачі (1)–(3) 
зображується у вигляді ряду 
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 Збіжність ряду (32), взагалі, пов’язана з проблемою малих знаменників, 
оскільки ∆ λ( ; )k t , будучи відмінним від нуля, може набувати як завгодно 

малих значень для нескінченної кількості kλ ∈ Λ . Це видно на прикладі за-
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для якої ∆ λ = − λ λ( ) exp ( ) sin ( )k k kT T . 

Позначимо: 
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j n

a a −≤ ≤ −
= / , де 3С  – стала з оцінок (16). 

 Для доведення існування розв’язку задачі (1)–(3) нам знадобиться на-
ступне твердження. 

 Лема 1. Для довільних фіксованих ma , 0,1, , 1m n= −… , нерівності 

 
−

−

=

µ λ > λ =∑ … l
1

( 1) 2
5

0

( ( )) ,           1, ,
n

b nm
m q k k

m

a С q/ , (33) 

виконуються для всіх kλ ∈ Λ , таких, що λ > + 2
4((2 1) ) b

k a С // . 

 Д о в е д е н н я.  Очевидно, що 
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− − −
−

= = −
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1 1

1 1
1

0 1 1
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a
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a
 

 
1
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1 1
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( ( ))

n
n n m

n q k m
m n q k

a
a q

a

−
− − −

−
= −

≥ µ λ − =
µ λ

∑ … l . 

  (34) 
Із рівняння (15) згідно з теоремою Вієта та оцінками (16) знаходимо, що 

 µ λ ≥ λ = … l2
4( ) ,          1, ,b

q k kС q/ . (35) 

Якщо λ > + 2
4((2 1) ) b

k a С // , то з (35) випливає, що µ λ > +( ) 2 1q k a , =q  

= … l1, , , і виконуються оцінки 

 
− − ∞

− −

= = =−

≤ ≤ =
µ λ µ λ µ λ

∑ ∑ ∑
1 1

1

1 1 11

1 1
( ( )) ( ) ( )

n n
n m

m m m
m m mn q k q k q k

a
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 = <
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1
2( ) 1q k

a . (36) 
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На підставі (34)–(36) отримуємо 

 
−

− −−

=

µ λ ≥ µ λ ≥ λ =∑ … l
1

1 ( 1) 21
5

0

( ( )) ( ) ,    1, ,
2

n
n b nm n

m q k q k k
m

a
a С q/ . (37) 

 Лему доведено.  ◊ 

 Теорема 2. Нехай справджується умова (26) та існує додатна стала 
ν  така, що для всіх (крім скінченної кількості) kλ ∈ Λ  виконується не-

рівність 

 ∆ λ ≥ − νλ% 2( ; ) exp ( )b
k kt / . (38) 

Якщо α∈
1 , 2( 0, ; )bf C T E /[ ] , 1 1 0( )T nt hα > α + ν + − δ , αϕ ∈

2 , 2j bE / , α > α + ν −2  

− − δ 0 1( 1)n h t , = …1, ,j n , то існує розв’язок задачі (1)–(3) з простору 

α, 2( 0, ; )n
bС T E /[ ] , який зображується рядом (32) і неперервно залежить від 

функцій ( , )f t x  та ( ),j xϕ  1, ,j n= … , де δ  і 0h  – сталі з оцінок (9), (18). 

 Д о в е д е н н я.  Враховуючи (20)–(22), знаходимо, що 

 1
1

1 1
,1, 1 1

1

exp ( ( ) )
( ) ,     1, , ,     0,

( 1) !
r k

k r

t
u t t r n t T

r
− µ λ

= = ∈
−

… [ ] , (39) 
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k q r
j j q
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n n r

− −−ζζ −− χ −−−

=

ζζ − ζ− ζ
= ×

− − −
Π∫ ∫ ∫…  

 − − −
=

 × µ λ + µ λ − µ λ ζ ζ ζ 
 

∑ …1 1 1 1 1
2

exp ( ( ) ( ( ) ( )) )
q

k j k j k j q
j

t d d , 

 = = ∈… … l1, , ,         2, , ,         0,q qr n q t T[ ] . (40) 

Із (39), (40) на підставі (16), (18) отримуємо, що 

 
∈

≤ λ = …0 0( ) 2
6 0, ,0,
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q

s bs
kk q rt T

u t C s n/

[ ]
, (41) 
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7 0 1, ,
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( ) exp
q

n
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m j k kk q r
m

a u t C h t{ }/ / , 

 1, , ,    1, , ,    1, ,q qj n r n q= = =… … … l , (42) 

де 1 20 nt t t T≤ < < < ≤… , 6 6 3( , , )C C n T С= , 
≤ ≤ −

=7 6
0 1
max m
m n

C nC a . 

З огляду на (23) і (42) отримуємо 

 −∆ λ ≤ λ − − δ λ
2( 1) 2 2

8 0 1( ; ) exp ( 1)
q

b n bj
k k kqr С n h tt { }/ / , (43) 

де 1, ,j n= … , = =… … l1, , ,  1, ,q qr n q , 1
8 7( 1) !( )nС n C −= − . 

 На підставі формул (24), (30)–(32) і нерівностей (33), (38), (41)–(43) 
дістаємо оцінку 

 α ≤, 2; ( 0, ; )n
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max ( , ; ) exp ( )
Ts

b
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1 1
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2( 1) 2 2

10 1 0
1

exp ( ( ) )b n b
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k

C f T nt h
∞

+

=

+ λ α + ν + − δ λ∑ % / /{ } , (44) 

де 
∈

=%
0,

max ( )k k
t T

f f t
[ ]

, 9 6 8
5( )

( 1)
nC

C n n C C= + 1 , 2
10 6 7 8

5( )
( 1)

nC
C n n TC С C= + 1 . 

 Використовуючи елементарну нерівність 

 θλ ≤ θ ρλ θ >( ) exp ( ),           ( ) 0k kC C , (45) 

яка виконується для довільних 0θ >  і 0ρ > , із (44) одержуємо 

 α ≤, 2; ( 0, ; )n
bu С T E /[ ]  

 
∞
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≤ α + ν + ρ + − δ λ +
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11 10 1 1 0
1
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1 1
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 α α
=

 ≤ + ϕ 
 ∑1 212 , 2 , 2

1

( ; ( 0, ; ) ;
n

b j b
j

C f C T E E/ /[ ] , 

де  
 1 1 1 0 2 2 0 1( ) ,     ( 1)T nt h n h tρ = α − α − ν − − δ ρ = α − α − ν + − δ , 

 11 11 12 11 9 10( , ),    max ,C C n b C C C С= = { } .  

 Із останньої нерівності випливає доведення теореми. ◊ 

 5. Оцінки знизу малих знаменників. Проаналізуємо можливість вико-
нання нерівності (38). Із (16) випливає, що величина  

 0 21

( )
inf min Re
k

q k

bq
k

λ ∈Λ ≤ ≤

µ λ γ = −  
 λ l /

 

є скінченною. Позначимо: 
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 1
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=
β λ = β − µ λ β − µ λ =Π … , 
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 −
−λ = µ λ − µ λ µ λ − µ λ… 11

1 1( ) : ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) jnn
q k j k k j k j kZ , 

 = + …1 1, ,q n n , 

де індекс ( )j j q=  однозначно визначається з умови 1j jm q m− < ≤ , 
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, 1

( , ) : det ( , )
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k r j k j r
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λ = λt , 

 1 , 1
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 ( 1)( ) 4 ( 1) ( 1) 2
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1
( ) : exp ( ) ( )

q
q q p b q n b

q k j kk k
j

q T Z− − + −ε − −

=
σ λ = λ − γ λ λΠ/ / / , 

 1, ,q n= … , 

де ε  – як завгодно мале додатне число. 

 Теорема 3. Для майже всіх (стосовно міри Лебеґа в nR ) векторів ∈t  

∈ 0, nT[ ]  нерівність (38) виконується для всіх (крім скінченної кількості) 

kλ ∈ Λ  при 0n Tν > γ . 

 Д о в е д е н н я.  Скористаємось схемою доведення теореми 3 з [8]. 
Враховуючи лему Бореля – Кантеллі [13, c. 13], для доведення теореми 
достатньо показати, що при 0 3n Tν = γ + ρ , 3 00 n T< ρ < ν − γ , є збіжним ряд  

 
∞

ν
=
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mes ( )n k
k

WR , (46) 

де 

 ν λ = ∈ ∆ λ < − νλ% 2( ) 0, : ( ; ) exp ( )bn
k k kW Tt t{ }/[ ] .  

Розглянемо множини 
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 1 1 1( ) 0, : ( ; ) ( ), ( ; ) ( )n
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 2, ,q n= … . 
Із (25) випливає, що 
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Якщо ∈t  ν∈ λ( )kW , то, враховуючи (45), отримуємо 
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де = ε13 13 ( , , , )C C n p b . Отже, ( ) ( )k kW Vν λ ⊂ λ , і ряд (46) збігається тоді й 

тільки тоді, коли збігається ряд 
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Встановимо збіжність ряду (47). Для цього зауважимо, що 
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Із (48) випливає, що для всіх (крім скінченної кількості) kλ ∈ Λ  

 
=

λ ≤ λ∑
2

mes ( ) mes ( )n n

n

k q k
q

V VR R . (49) 



24 

Згідно з теоремою Фубіні [2, c. 119] 

 λ =mes ( )n q kVR  

 
1

1 1 1 1 1 1

0,

mes ( , , , , , , )
n

q k q q n q q n
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−
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  (50) 
де 1 1 1 :( , , , , , , ) 0, ( )q k q q n q q kV t t t t t T V− +λ = ∈ ∈ λt… … [ ]{ } , 2, ,q n= … . 

 Для оцінки зверху мір Лебеґа множин 1 1 1( , , , , , , )q k q q nV t t t t− +λ … … , =q  

= …2, ,n , kλ ∈ Λ , застосуємо лему 3 з [8]. Для цього зауважимо, що функ-

ція ( ; )q k qH λ   як функція змінної qt  (при фіксованих 1 1, , qt t −… ) є квазімно-

гочленом, модулі показників експонент якого не перевищують λ 2
3

b
kС T / . Крім 

того, з розвинення визначника ( ; )q k qH λ  , 2, ,q n= … , за елементами остан-

нього рядка випливають такі рівності: 

 1 1 1, ( ; ) exp ( ( ) ) ( ; ) ( )q k q k q j k q q k q q k
q

P H t H Z
t− − −
∂ λ λ = µ λ λ λ ∂ 

  , 

 2, ,q n= … , (51) 

де індекс ( )j j q=  однозначно визначається з умови − < ≤1j jm q m . 

 Очевидно (див. (18)), що для кожного ∈ 0,t T[ ]  виконуються оцінки 
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k kkT j/ . (52) 

 Якщо ∈ λ( )q kVt , 2, ,q n= … , то з формул (51), (52) та означення мно-

жин ( )q kV λ  випливає, що 

 1 1 1     0, , ( ; ) ( ) ( ) ( )q q k q k q k q k q k
q

t T P H Z
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∂ ∀ ∈ λ λ ≥ σ λ σ λ λ ∂ 

[ ]  , 

 2, ,q n= … . (53) 

Очевидно, що для кожного ∈ …2, ,q n{ }  степінь многочлена 1( , )q kP − β λ  

за змінною β  дорівнює 1q − , а модуль коефіцієнта при 1q j− −β  в цьому мно-

гочлені не перевищує λ 2
14

bj
kC / , = −…0,1, , 1j q , де 14 14 3( , )C C n С= . Тому з 

оцінок (53) на підставі леми 3 з [8] отримуємо, що 
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де ε = ε − − >(( 1)( 1)) 0q q n/ , 2, ,q n= … , 15 15 ( , )C C n T= . На підставі (6), (49), 

(50) і (54) отримуємо 
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− − −ε −= −
21 2 ( 1)

16 15 0( 1) ( )n p nС n C T C / / . Із (55) випливає збіжність ряду (47).  ◊ 
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 Зауваження. У деяких випадках нерівність (38) справджується для 
довільного вектора S∈t . Покажемо це на прикладі задачі з умовами (2), 
(3) для рівняння 
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n
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Нерівність ∆ λ > − λ% ( ; ) exp ( )k knTt  справджується для всіх kλ ∈ Λ  і до-

вільного вектора ∈ St . 
 З теорем 2, 3 випливає таке твердження. 

 Теорема 4. Нехай справджується умова (26), α∈
1 , 2( 0, ; )bf C T E /[ ] , α >1  

> α + γ + − δ0 1 0( )n T T nt h , αϕ ∈
2 , 2j bE / , α > α + γ − − δ2 0 0 1( 1)n T n h t , 1, ,j n= … . 

Тоді для майже всіх (стосовно міри Лебеґа в nR ) векторів ∈ St  існує 

єдиний розв’язок задачі (1)–(3) з простору α, 2( 0, ; )n
bС T E /[ ] , який зобра-

жується рядом (32) і неперервно залежить від функцій ( , )f t x  та ϕ ( )j x , 

= …1, ,j n . 

 Отримані результати можна поширити на рівняння 
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параболічні за Шиловим. 
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МНОГОТОЧЕЧНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБЛАСТИ 
 

Исследована корректность задачи с многоточечными условиями по временной пе-
ременной и условиями типа Дирихле по пространственным координатам для од-
ного класса параболических за Петровским уравнений с переменными по про-
странственным координатам коэффициентами в ограниченной цилиндрической 
области. Установлены условия существования и единственности решения задачи. 
Доказана метрическая теорема об оценках снизу малых знаменателей, которые 
возникли при построении решения. 
 
MULTIPOINT PROBLEM FOR PARABOLIC EQUATION WITH VARIABLE 
COEFFICIENTS IN A CYLINDRICAL DOMAIN 
 
The correctness of the problem with multipoint conditions with respect to time-variable 
and conditions of the Dirichlet type with respect to spatial coordinates for one class of 
parabolic by Petrovski equations with variable with respect to spatial coordinate 
coefficients in a limited cylindrical domain is studied. The conditions of existence and 
uniqueness of solution of the problem are established. The metric theorem on evaluation 
from below of small denominators of the problem is proved. 
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