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МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ 
С УЧЕТОМ ЗАВИСИМОСТИ ПЛАСТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ ОТ 
МИКРОСТРУКТУРЫ МАТЕРИАЛА 
 

На основании экспериментальных данных для стали 35ХМА проведено 
обобщение унифицированной модели течения Боднера – Партома с целью 
учета влияния фазового состава материала на его пластические свойства. 
При многофазном состоянии стали для определения параметров, которые 
отвечают за предел текучести и временное сопротивление, использовано 
правило смесей. Достоверность развитой модели подтверждена согласовани-
ем с экспериментальными данными и результатами других авторов. 

 
Вступление. При анализе высокотемпературного напряженно-дефор-

мированного состояния элементов конструкций и объектов технологий 
определяющим является моделирование термомеханического поведения ма-
териала. Подробный обзор современных методов и тенденций развития это-
го направления представлен в работах [2, 16]. Анализ этих публикаций по-
зволяет выделить два следующие аспекта: 

– использование вязкопластических моделей, основанных на концеп-
ции внутренних переменных состояния, учитывающих пластичность, вязко-
пластичность и ползучесть; 

– учет кинетики микроструктурных превращений (МСП) и влияния 
фазового состава материала на его объемные, механические и теплофизи-
ческие свойства. 

Сущность МСП, рассматриваемых в данной статье, состоит в распаде 
переохлажденного термодинамически неустойчивого аустенита на устойчи-
вые фазы феррита, перлита, бейнита и мартенсита при непрерывном 
охлаждении [4, 8, 17]. 

Эти превращения сопровождаются следующими основными эффекта-
ми: изменение удельного объема фаз; различие пластических характерис-
тик фаз; появление пластической (трансформационной) деформации; нали-
чие скрытых теплот преобразования [12, 19]. Учет МСП важен для сталей, 
в особенности мартенситных, в которых происходят наиболее существенные 
изменения свободных объемов и пластических свойств фаз [8, 12]. Указан-
ные особенности обусловливают существенную зависимость механических 
и теплофизических характеристик материала от температурной истории. 

Кинетика фаз превращения аустенита в процессе охлаждения описы-
вается с помощью термокинетических диаграмм (ТКД) [4, 8]. Приращение 
концентрации фаз вдоль кривых охлаждения в соответствующих областях 
превращений рассчитывается с использованием кинетических уравнений 
Джонсона – Аврами – Мейла [14] для диффузионных фаз феррита и пер-
лита и уравнения Коистинена – Марбургера [15, 20] для мартенсита. 

При описании неизотермического деформирования материала, пред-
ставляющего смесь фаз, основной вопрос состоит в модификации стандарт-
ных (однофазных) моделей течения с целью учета мультифазовой струк-
туры материала. 

В работах [3, 12] развит подход, основанный на формуле смесей, для 
расчета макроскопических характеристик, таких как предел текучести и 
временное сопротивление через свойства отдельных фаз. Эти характерис-
тики были использованы для моделирования многопроходной сварки [12]. 
 В настоящей работе дается обобщение унифицированной модели тече-
ния Боднера – Партома [6, 7, 11, 13] на случай многофазного материала. 
Сущность модификации состоит в использовании формулы смесей для 
определения параметров модели, отвечающих за предел текучести и вре-
менное сопротивление. 
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1. Модель вязкопластичности Боднера – Партома. Для описания тер-
момеханического поведения изотропного материала используется модель 
Боднера – Партома (Б–П) [11], модифицированная в работах [5, 18]. Модель 
включает следующие уравнения: 

– уравнение аддитивности деформации 

 ph ,           0e p p
ij ij ij ij kk

θε = ε + ε + ε ε = , (1) 

– закон Гука, записаный для девиаторной и шаровой частей, 

 ph2 ( ),        3 ( )p
ij ij ij kk v kk kks G e K θ= − ε σ = ε − ε , (2) 

– закон течения Прандтля – Рейса с критерием текучести Мизеса 
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– уравнение эволюции параметра изотропного упрочнения 

 1 1( ) ,             (0) 0pK m K K W K= − =& & , (4) 

где G  – модуль сдвига; vK  – модуль объемного сжатия; ijs  – девиатор 

тензора напряжения, 3ij ij ij kks = σ − δ σ / ; 2J  – второй инвариант тензора 

напряжения, 2 2ij ijJ s s= / ; pW&  – пластическая мощность, p p
ij ijW = σ ε& & ; p

ijε , 

e
ijε  – неупругая и упругая составляющие деформации; 0D , n , 0K , 1K  и 

1m  – параметры модели. Термофазовая объемная деформация ph
ij
θε  опре-

деляется формулой, приведенной ниже. 
Отметим, что в модели Б–П параметры 0K  и 1K  зависят от темпера-

туры θ  и определяют соответственно начальный предел текучести 02σ  и 

временное сопротивление Bσ . 
2. Правило смесей и свойства материала. Основные термо-механико-

металлургические модели, описывающие влияние температуры, напряже-
ния, деформации на кинетику фазового превращения, рассмотрены в рабо-
тах [10, 20]. В этих моделях используются уравнения кинетики МСП. В 
частности, дифузионные аустенит-ферритное и перлитное превращения 
определяются эволюционным законом Джонсона – Аврами – Мейла [14] 

 
( )

(1 ) ,         ,in i i i
i i

db b n
y y t i f p

d t
θ = − θ + = θ 

&& , (5) 

где ( )ib θ  и in  – характеристики материала; iy  – объемная доля фаз фер-

рита f  и перлита p . Преобразование бейнита b  описывается уравне-
нием [20] 

 (1 )b by y= χ −& , (6) 

где χ  – характеристика материала. Бездиффузионное преобразование мар-
тенсита m  описывается законом Коистинена – Марбургера [15] 

 (1 )m my y= α − θ&& , (7) 

где α  – характеристика материала. 
Методы расчета приращения фаз вдоль произвольной траектории 

охлаждения на основе ТТТ и ТКД диаграмм развиты в работах [13, 21]. 
TTT диаграммы описывают изотермическое превращение аустенита. 
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Изменение объема материала при фазовом превращении определяется 

термофазовой деформацией ph
ij
θε . Эта величина определяется через удель-

ные объемы микроструктурных фаз Vξ  и концентрации фаз yξ  по форму-

ле [9] 

 
( ) ( )

ph
( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 ( ) ( )

r r
ij ij

r r

V y V y

V y

ξ ξ
ξ ξθ

ξ
ξ

θ θ − θ θ
ε = δ

θ θ
, (8) 

где rθ  – отсчетная температура, θ  – текущая температура. В уравнении 

(8) ведется суммирование по индексу ξ , который повторяется, причем ξ  – 

фаза микроструктуры: aξ =  – аустенит, fξ =  – феррит, pξ =  – перлит, 

bξ =  – бейнит, mξ =  – мартенсит. 

Температурные зависимости удельных объемов ( ) ( )V ξ θ  в м3/кг, кото-

рые отнесены к 20θ = °С, принимаются [9] 

 ( ) 3 6 3( ) 10 0.12282 8.56 10 ( 20) 2.15 10 CaV − −θ ⋅ = + ⋅ θ − + ⋅ , 

 ( , , ) 3 6( ) 10 0.12708 5.528 10 ( 20)f p bV −θ ⋅ = + ⋅ θ − , 

 ( ) 3 6 3( ) 10 0.12708 4.448 10 ( 20) 2.79 10 CmV − −θ ⋅ = + ⋅ θ − + ⋅ . (9) 

Здесь C  – массовая концетрация углерода в процентах. Как правило, 
удельный объем является характеристикой стали [17]. 

Основная формула смесей для макрохарактеристик, которая базирует-
ся на свойствах отдельных фаз, имеет вид 

 ( )( , ) ( ) ( , )X t X y tξ
ξ

ξ
θ = θ θ∑ , (10) 

где yξ  – объемные доли фазы ξ ; ( )X ξ  – материальная характеристика для 

фазы ξ ; X  – макрохарактеристика. 
Характеристиками материала, которые вычисляются по правилу сме-

сей (ПС), являются теплоемкость, теплопроводность, модуль Юнга, предел 
текучести, модуль упрочнения, коэффициент теплового расширения и ко-
эффициент Пуассона. 

В качестве материала выбирается сталь 35ХМА ( C 0.38= %, Cr =  
0.99= %, Mn 0.64= %, Mo 0.1= %). ТКД диаграмма [3] для этой стали пока-

зана на рис. 1. Остаточный фазовый состав и пластические характеристики 
для 20 °С в зависимости от скорости охлаждения показаны на рис. 2 и 
рис. 3. Стрелками показано, с какой из осей соотносятся представленные 
кривые. 

Правило смесей дает возможность по данным на рис. 2 и рис. 3 расчи-
тать основные пластические свойства, такие как предел текучести 02σ  и 

временное сопротивление Bσ  при 20θ = °С. Экспериментальные данные, 
приведенные в работах [1, 10], дают основание принять, что температурные 
зависимости 02σ  и Bσ  для каждой фазы подобны: 

 ( ) ( )
02 02( ) (20 C) ( )gξ ξσ θ = σ ° θ , 

 ( ) ( )( ) (20 C) ( )B B gξ ξσ θ = σ ° θ , (11) 

где ( )g θ  – единая функция температуры для характеристик 02σ  и Bσ  для 

всех фаз. 
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Рис. 1 

  

 Рис. 2 Рис. 3 

Далее предполагаем, что параметры 0D , n  и 1m  модели Б–П одни и 

те же для каждой фазы. Поэтому они могут быть определены по некоторо-
му конкретному фазовому составу. Для определения температурных зави-
симостей параметров используем данные из работы [1] для состава 0ay = , 

0.79by = , 0.11f py + = , 0.10my = . Когда пластические свойства ( )
02
ξσ  и ( )

B
ξσ  

определены, то связанные с ними параметры модели Б–П ( )
0K ξ  и ( )

1K ξ  так-

же могут быть определены для каждой фазы. Результаты численного ана-
лиза представлены в табл. 1 и табл. 2. 
 Таблица 1 

θ ,°С n  1m , МПа–1 ( )g θ  ( )Kg θ  

20 1.2 0.07 1.00 1.00 
400 1.0 0.8 1.06 0.83 
600 0.8 0.29 0.83 0.44 
800 0.6 0.4 0.54 0.057 

Значения параметров для 20 °С приведены в табл. 2, где фазы f  и p  

рассматриваются как одна фаза f p+ . 
 Таблица 2 

ξ  ( )
02
ξσ , МПа ( )

B
ξσ , МПа ( )

0K ξ , МПа ( )
1K ξ , МПа 

a  165 190 712 824 
f p+  827 948 3562 4123 

b  900 1032 3877 4489 
m  1611 1848 6943 8039 

Результаты расчетов показывают, что температурная зависимость 
( )
0K ξ  и ( )

1K ξ  может быть выражена через одну функцию температуры 

( )Kg θ , представленную в табл. 1: 
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 ( ) ( )
0 0( ) (20 C) ( )KK K gξ ξθ = ° θ , 

 ( ) ( )
1 1( ) (20 C) ( )KK K gξ ξθ = ° θ . (12) 

Для обобщения модели Боднера – Партома на случай многофазного со-
стояния материала предлагается линейное правило смесей для параметров 

0K  и 1K : 

 ( )
0 0 0K K K yξ

ξ
ξ

→ = ∑ , 

 ( )
1 1 1K K K yξ

ξ
ξ

→ = ∑ . (13) 

Таким образом, формулы (3) и (4) модифицированной модели Б–П для 
многофазного состояния могут быть записаны следующим образом: 
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 1 1( ) ,         (0) 0pK m K K W K= − =& & , (15) 

где 0K  и 1K  определяются соотношениями (13). 

Для обоснования правила смесей можно сравнить результаты, полу-
ченные с использованием развитой модели (11)–(15), с расчетами по фор-
мулам Касаткина – Зейфарта [3] и экспериментальными данными Шоршо-
рова – Белова [8]. Уравнения Касаткина – Зейфарта представляют собой 
статистически обработанные данные для более 150 низколегированных 
сталей: 

 1σ [МПа] (798 3215C) (590 960C 39.7Mn 200V)m by y= + + + + + +  

 (297 1360C 60Mn 140V) f py ++ + + + , (16) 

 0yσ [МПа] 2(662 1610C) (500 460C 120C 150V)m by y= + + + + + +  

 (187 926C 47Mn 90V) f py ++ + + + . (17) 

Здесь в процентах: C  – углерод, Mn  – марганец, V  – ванадий. 
На рис. 4а и рис. 4б показаны значения 02σ  и Bσ  как функций от ско-

рости охлаждения. Сплошными линиями с маркерами показаны экспери-
ментальные данные Шоршорова – Белова [8]. Сплошные линии без марке-
ров получены на основе обобщенной модели Б–П (11)–(15). Штриховые 
линии получены с помощью уравнений Касаткина – Зейфарта (16), (17). 

  
 а) б) 

Рис. 4 
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Эти результаты показывают, что обобщенная модель (11)–(15), осно-
ванная на правиле смесей, дает удовлетворительное согласование как для 
значения предела текучести 02σ  стали 35ХМА, так и для временного со-

противления Bσ . Уравнения (16), (17) дают хороший прогноз влияния фазо-

вого состава на Bσ . В то же время они могут давать значительную погреш-

ность 02σ  для отдельных сталей. 
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МОДЕЛЮВАННЯ НЕІЗОТЕРМІЧНОЇ ТЕЧІЇ З 
УРАХУВАННЯМ ЗАЛЕЖНОСТІ ПЛАСТИЧНИХ ВЛАСТИВОСТЕЙ 
ВІД МІКРОСТРУКТУРИ МАТЕРІАЛУ 
 
На основі експериментальних даних для сталі 35ХМА проведено узагальнення уні-
фікованої моделі течії Боднера – Партома з метою врахування впливу фазового 
складу матеріалу на його пластичні властивості. При багатофазному стані 
сталі для визначення параметрів, які відповідають за границю текучості і 
тимчасовий опір, використано правило сумішей. Вірогідність розвинутої моделі 
підтверджено узгодженням із експериментальними даними та результатами 
інших авторів. 
 
MODELING OF NONISOTHERMAL FLOW WITH 
ACCOUNTING DEPENDENCE OF PLASTIC PROPERTIES 
ON MATERIAL MICROSTRUCTURE  
 
On the basis of experimental data for the steel 35HMA the generalization of the unified 
Bodner – Partom flow model is modified on the case of phase composition influence on 
plastic properties. To determine the parameters of the model corresponding to yield 
stress and yield strength for multiphase state, the mixture rule is utilized. The reliability 
of developed model is confirmed by coordination with experimental data and results of 
other authors. 
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