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УДК 539.3 
 

В. В. Михаськів1, О. І. Калиняк1, М. Д. Грилицький2 
 
НЕСТАЦІОНАРНА ЗАДАЧА ПАДІННЯ ПРУЖНОЇ ХВИЛІ НА ПОДАТЛИВЕ 
ВКЛЮЧЕННЯ У ФОРМІ ЕЛІПТИЧНОГО ДИСКА 
 

Шляхом розв’язання граничних інтегральних рівнянь методом відображень у 
поєднанні з покроковим методом творення часових залежностей досліджено 
поведінку податливого дискового еліптичного включення у тривимірному по-
лі імпульсних пружних хвиль. У випадку симетричної задачі та нестаціо-
нарного збурення з профілем функції Гевісайда встановлено вплив на коефіці-
єнт інтенсивності динамічних напружень в околі включення його екс-
центриситету та співвідношення між пружними модулями матричного 
середовища і включення. 

 
На прикладах тривимірних нестаціонарних задач поширення пружних 

хвиль у тілах з тріщинами і жорсткими дисковими включеннями показано 
[9, 11–13], що їх ефективний числовий аналіз досягається через зведення 
до граничних інтегральних рівнянь у часовій області. Переваги такого під-
ходу у порівнянні з розглядом відповідних рівнянь у спектральній області 
перетворень Фур’є чи Лапласа за часом обґрунтовуються можливістю без-
посереднього отримання часових залежностей без переходу до комплексних 
трансформант і відшукання оригіналів функцій. Тоді розв’язки вдається 
побудувати шляхом апроксимацій інерційних складових рівнянь на введе-
них рівномірних і нерівномірних сітках часових інтервалів [3, 4, 8, 10]. 
Нижче покроковий часовий алгоритм застосовано для вивчення інерційних 
ефектів у тривимірній пружній матриці з еліптичним дисковим включен-
ням малої жорсткості, яке моделюється умовами пропорційного зв’язку між 
напруженнями та стрибками переміщень на його серединній поверхні. Від-
мітимо, що аналогічну задачу для дискового податливого включення кру-
гової у плані форми розв’язано у роботі [2] із використанням інтегрального 
перетворення Фур’є за часом. 
 Розглянемо безмежну ізотропну пружну матрицю, що містить ідеально 
сконтактоване еліптичне у плані дискове включення з товщиною h  і півося-
ми a  і b , ,  a b b h≥ ? . Серединна поверхня S  включення лежить у площи-

ні 1 2x Ox , тоді його контур L  описується співвідношенням 
2 2
1 2
2 2

1 0
x x

a b
+ − = . 

Позначимо через , ,Gν ρ  коефіцієнт Пуассона, модуль зсуву і густину мате-

ріалу матриці, а через 0 0 0, ,Gν ρ  – відповідні величини для матеріалу 

включення, податливість якого забезпечується умовою 0G G= . На вклю-

чення набігає пружна хвиля із заданим розподілом у просторі 1 2 3( , , )x x xx  і 

часі t  компонент тензора напружень in ,  , 1,2,3ij i jσ = . 

Поле розсіяних включенням у матрицю нестаціонарних переміщень 

1 2 3( , , )u u uu  описується векторним рівнянням руху у вигляді 

 
2

2 2
1 2 2

( ) ( ) 0c c
t

∂⋅ − × × − =
∂

uu u    , (1) 

де   – тривимірний набла-оператор; = ρ2c G/  і = γ1 2c c /  – швидкості 
поширення у матриці відповідно поперечної і поздовжньої пружних хвиль, 

(1 2 ) 2(1 )γ = − ν − ν/ . 
На основі принципу спряження із урахуванням пружних властивостей 

включення його наявність у матриці змоделюємо такими зв’язками між на-
пруженнями 3 ,  1,2,3j jσ = , у розсіяних хвилях і стрибками переміщень 
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( ) 4 ,  1,2,3j j ju u u j− +∆ = − π =/ , на серединній поверхні S : 

 in
3 3 0( , ) ( , ) 4 ( , ) ,         1,2j j jt t G u t h jσ = − σ − π ∆ =x x x / , 

 in
33 33 0 0 3 0( , ) ( , ) 8 (1 ) ( , ) (1 2 ) ,     t t G u t h Sσ = − σ − π − ν ∆ − ν ∈x x x x/[ ] . (2) 

Слід зазначити, що застосування умов вигляду (2) у нестаціонарному 
випадку передбачає також згасання модулів часових Фур’є-трансформант 
зовнішнього збурення зі спектральним параметром ω  поза інтервалом 
ω <2 1h c/  [7]. За відліковий приймемо час 0t =  перетину фронту падаючої 
хвилі з включенням, у цей момент переміщення і швидкості точок матриці 
від розсіяної хвилі покладаємо нульовими. 

Для сформульованої вище початково-крайової задачі, використавши 
формули Соміліано, отримаємо інтегральні подання переміщень у матриці з 
податливим дисковим включенням  
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3
(1 2 ) 2 4P P P d

x
γ τ

γ

 ∂− − γ + − τ τ ∂  ∫ ,  (3) 

де jPτ  ( ,1 )τ ∈ γ[ ]  – хвильові потенціали, що виражаються через стрибки 

переміщень на включенні формулою 

 2( , )
( , ) ,         1,2,3j

j
S

u t c
P t dS jτ ∆ − τ −

= =
−∫∫

x
x

x

/ξ
ξ

ξ

ξ
. (4) 

Шляхом визначення відповідних до переміщень (3) напружень і задо-
волення умов (2) отримаємо наступну систему трьох граничних інтег-
ральних рівнянь (ГІР) другого роду з ядром хвильового потенціалу відносно 
функцій ,  1,2,3ju j∆ = : 
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 1 2( , ) ,        0,        1,2x x S t j∈ > =x , (5) 
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де −x ξ  – відстань між точкою джерела 1 2( , )x xx  та точкою інтегрування 

1 2( , )ξ ξξ ; r
kA  – оператори часового запізнення, введені як 
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k j k j k ju t a u t r c d a u t r c

γ

∆ = ∆ − τ τ τ + ∆ − +∫A [ ] / /ξ ξ ξ  
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ra u t r c a u t r c
c t

∂+ ∆ − γ + ∆ − +
∂

/ [ /ξ ξ  
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5 2 6 22 2
2

( , ) ( , )k j k j
ra u t r c a u t r c
c t

∂+ ∆ − γ + ∆ − +
∂

/ ] [ /ξ ξ  

 7 2( , ) ,         1,2,3k ja u t r c k+ ∆ − γ =/ ]ξ . (6) 

У співвідношеннях (6) на основі принципу причинності слід покладати 
( , ) 0ju t∆ ≡ξ , коли 0t ≤ , постійні kja  утворюють матрицю 

 kja =  

 

2 3

2 3

2 2 2 2

48 21 20 5 4 1 0

60 27 24 7 4 1 0

36 16 4 20 4 4 (1 2 ) 0 (1 2 )

− γ − γ −
= − γ − γ −

− − γ γ − γ − − γ
. (7) 

Система ГІР (5) належить до гіперсингулярних з порядком особливості 
3−−x ξ  і розщеплюється на дві підсистеми. Перше рівняння описує реак-

цію дискового податливого включення на нормальне щодо серединної по-
верхні нестаціонарне навантаження (симетрична задача) і служить для ви-
значення функції 3u∆ . Система двох інших рівнянь щодо функцій 1u∆ , 

2u∆  описує нестаціонарне дотичне навантаження включення (антисимет-
рична задача). Характерним для ГІР (5) є те, що часове запізнення у аргу-
ментах шуканих функцій охоплюється часом, необхідним поперечній хвилі 
для проходження діаметра 2a  включення. Із системи ГІР (5) у частковому 
випадку 0 0G =  отримуються інтегральні рівняння першого роду для еліп-

тичної тріщини у полі нестаціонарних пружних хвиль [9]. 
Для спрощення подальших викладок методики розв’язання виведених 

ГІР у часовій області розглядатимемо симетричну задачу, коли in in
13 23σ = σ =  

0= . Перенесення підходу на антисиметричну задачу не викликає суттєвих 
відмінностей і додаткових ускладнень. З метою регуляризації та подаль-
шого розв’язання першого рівняння системи (5) здійснимо бієктивне відоб-

раження області включення S  на кругову область S%  одиничного радіуса 
заміною змінних 1 1 2 2 1 1 2 2, ,  ,  x ay x by a b= = ξ = η ξ = η . 

 Після введення функцій з новим аргументом 1 2( , )y yy  у формі 

 in in
3 1 2 3 1 2( , ) ( , , ),        ( , ) ( , , )u t ab u ay by t t ay by t∆ = ∆ σ = σy y% %  (8) 

рівняння (6) можна записати так: 
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 ,         0S t∈ >y % . (9) 

Тут оператор −yB   має вигляд 
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функція β  характеризує відношення між точками y  та   і їх прообразами 
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Інтегральні рівняння (5) і (9) мають особливість однакового порядку в 
ядрі, але відрізняються тим, що у рівнянні (9) невідомі функції і права 
частина визначені у круговій області. Для виділення особливості у рівнянні 
(9) здійснимо таке його тотожне перетворення: 
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 in1 ( , ),       ,       0t S t
G
− ν= σ ∈ >y y %% , (10) 

де 

 
2

0 0

0

8 (1 )(1 ) 12 8 7,    
(1 2 ) 8(1 )

G
f A

G abh
π − ν − ν ν − ν −= − =

− ν − ν
. 

У лівій частині рівняння (10) останній інтеграл існує в звичайному сен-
сі, що випливає з аналізу підінтегрального виразу, коли → y . З точки зо-
ру числової реалізації це забезпечує обчислення цього інтегралу через зву-

ження області інтегрування до 0S%  виключенням малої області навколо точ-

ки y  з S% . 
Врахувавши, що образом контуру включення є одиничне коло, за при-

пущення згладженої кромки неоднорідності [2] розв’язок u∆ %  подамо у 
формі 

 2 2
1 2( , ) 1 ( , )u t y y t∆ = − − αy y%% , (11) 

де α%  – невідома гладка функція. Тоді співпадіння характеристичної час-
тини рівняння (10) з характеристичною частиною рівняння стосовно еліп-
тичної тріщини дозволяє побудувати його регулярний аналог за схемою, 
описаною у роботі [9]. У кінцевому результаті матимемо 
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де регулярні коефіцієнти ,ijJ P  при невідомій функції та її просторових і 

часових похідних виражаються через еліптичні інтеграли першого ( )qK  і 

другого ( )qE  роду як 
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 Числове розв’язання рівняння (12) базується на методі просторової ко-
локації у поєднанні з покроковою алгоритмізацією за часом. Для цього роз-
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ділимо область S%  на Q  граничних елементів qS% , 1 2 QS S S S=% % % %∪ … ∪ , шля-

хом рівномірної дискретизації уздовж радіальної і полярної координат. 
Часовий інтервал 0,T[ ]  розділимо рівномірно на K  підінтервалів з часовим 

приростом t∆  таким чином, що ,  1,2, ,rt r t r K= ∆ = … , визначає момент 
часу на r -му часовому кроці. 
 Невідому функцію α%  апроксимуємо таким інтерполяційним многочле-
ном: 

 
= =

α = α θ ϑ∑ ∑% %
1 1

( , ) ( ) ( )
Q K

qr q r
q r

t ty y , (14) 

де α = α% % ( , )qr q rty  – значення невідомої функції у центрі 1 2( , )q q qy yy  q -го 

елемента в момент часу rt r t= ∆ , функції qθ  та rϑ  задовольняють умови  

 ( ) ,                ( )q i qi r j rjtθ = δ ϑ = δy , (15) 

тут ijδ  – символ Кронекера. 

 Підставивши подання (14) у рівняння (12) та задовольнивши його у 
кожній точці колокації 1 2( , ),  1,2, ,i i iy y i Q=y … , і на кожному часовому кро-

ці rt , отримаємо рекурентну за часовим індексом систему лінійних ал-
гебраїчних рівнянь у формі 
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 Матриця системи рівнянь (16) внаслідок принципу причинності харак-
теризується придіагональною стрічковою структурою, її коефіцієнти iqc , 
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 Для обчислення цих коефіцієнтів застосовано різницеві схеми апрок-
симації просторових і часових похідних з урахуванням вибору кусково-ста-
лої просторової функції форми та лінійної часової функції форми: 
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Шляхом поступового нарощування часу з нульовими умовами на по-
чатковому кроці та послідовного розв’язання добре обумовленої системи 
рівнянь (16) отримаємо покрокові залежності функції α%  від часу у вузло-
вих точках iy  на образі включення. Запропонований маршовий алгоритм 
має ряд особливостей, що полегшують його реалізацію: внаслідок незалеж-
ності матриці розрахункової системи рівнянь за наближень (18) від номера 
часового кроку ітераційному перерахунку підлягають лише праві частини 
цієї системи; для обчислення слід залучати значення функції α%  на обме-
женому часовому проміжку 22 ,r rt a c t−[ ] , що стабілізує об’єм обчислень з 
просуванням углиб часу. Для числової верифікації матриці системи рівнянь 
(16) використовуємо те, що у границі t∆ → ∞  вона повинна збігатись до 
матриці дискретного аналога ГІР статичних задач для тіла з податливим 
включенням [6]. 
 Відновлення розв’язку у реальній області включення досягається під-
становкою знайдених із рівнянь (16) значень функції α%  у співвідношення 
(11) і (8). Так отримаємо часові залежності стрибка переміщень на вклю-

ченні у точках-прообразах вузлів дискретизації області S% . За ним визнача-
ємо коефіцієнт інтенсивності напружень (КІН) відриву 1K  в околі вклю-

чення як функцію часу t  і полярного кута ϕ  точки контуру неоднорідності 
за формулою 
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де ∗ϕ  – кутова координата образу цієї точки, зв’язана з ϕ  співвідношен-

ням arctg ( tg )b a∗ϕ = ϕ / . 
 Числові результати стосуються падіння по нормалі до включення тов-
щини = 0.01h a  плоскої поздовжньої пружної хвилі з часовим розподілом 

напружень in
33 0 1 3( , ) ( )t H c t xσ = σ −x , де ( )H t  – функція Гевісайда, 0σ  – по-

стійна амплітуда хвилі. Обчислено нормований коефіцієнт інтенсивності на-

пружень st
1 1 1K K K= /  (тут st

1 0 ( )K b E q= σ π /  – максимальний КІН в точці 

контуру на малій півосі еліптичної тріщини під нормальним статичним на-
вантаженням 0σ ) у залежності від безрозмірного часу 2 (2 )t tc a= / . Область 

S%  розділяли на 264  елементи, крок за часом вибирали як ∆ = 20.06t a c/ . 

Коефіцієнт Пуассона матеріалу матриці і включення прирівнювали до 0.3 , 
контраст між ними забезпечувався різними модулями зсуву з параметром 

= 0G G G/ . 

 На рис. 1, рис. 2 показано історію КІН для еліптичного включення зі 
співвідношенням півосей = 0.5b a/  та різною податливістю щодо матричного 

середовища, криві 1–3 обчислено для значень 0.005, 0.01, 0.05G = ; штри-

хові криві відповідають тріщині, коли 0G = . Рис. 1 стосується точки A  
контуру на меншій півосі включення, рис. 2 – точки B  на більшій. Рис. 3 
демонструє аналогічну залежність у точці A  включення з параметром по-

датливості = 0.005G  для різних ексцентриситетів неоднорідності: криві 1 – 
відповідають = 1b a/  (кругове включення); 2 – = 0.8b a/ ; 3 – = 0.6b a/ . 
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 Рис. 1 Рис. 2 

 

Рис. 3 
Закономірністю нестаціонарної поведінки КІН є стрімке зростання на 

початковій стадії до пікових значень з подальшим спаданням і коливним 
виходом на статичні відповідники. Максимальні КІН на всьому часовому 
проміжку, як і в статичному випадку, фіксуються в околі точки контуру 
включення на меншій півосі. Включення характеризується меншими КІН 
порівняно із тріщиною, спостерігається також зменшення КІН та монотон-
ніша їх зміна у часі для більш жорстких включень. Ці ефекти є визначаль-
ними з точки зору можливості зниження динамічних напружень у пошкод-
жених тріщинами конструкціях шляхом «заліковування» дефектів ін’єкцій-
ними технологіями [1, 5]. Зменшення ексцентриситету включення приво-
дить до згасання амплітуди коливань КІН. У випадку кругового включення 
маємо добру узгодженість числових результатів з даними роботи [2], отри-
маними методом інтегрального перетворення Фур’є за часом. 

Робота виконана за фінансової підтримки Державного фонду фундаменталь-
них досліджень України (проект № Ф 40.1/018). 
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НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА ПАДЕНИЯ УПРУГОЙ ВОЛНЫ НА ПОДАТЛИВОЕ 
ВКЛЮЧЕНИЕ В ФОРМЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ДИСКА 
 
Путем решения граничных интегральных уравнений методом отражений в соче-
тании с пошаговым методом построения временных зависимостей исследовано 
поведение податливого дискового эллиптического включения в трехмерном поле 
импульсных упругих волн. В случае симметричной задачи и нестационарного 
возмущения с профилем функции Гевисайда установлено влияние на коэффициент 
интенсивности динамических напряжений в окрестности включения его экс-
центриситета и соотношения между упругими модулями матричной среды и 
включения. 
 
NONSTATIONARY PROBLEM OF ELASTIC WAVE INCIDENCE 
ON COMPLIANT DISK-SHAPED ELLIPTIC INCLUSION 
 
Solving the boundary integral equations by the mapping method in conjunction with the 
marching in time method the behavior of compliant disk-shaped elliptic inclusion in 3D 
impulse elastic wave field is investigated. In the case of symmetric problem and nonsta-
tionary disturbance with the Heaviside function profile the influence of inclusion 
eccentricity and matrix-inclusion rigidity ratio on the mode-I dynamic stress intensity 
factor in the inclusion vicinity is analyzed. 
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