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АПРОКСИМАЦІЯ НЕЛІНІЙНИХ 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНО-ФУНКЦІОНАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 
 

Досліджено апроксимацію елемента запізнення в nR  у випадку неперервної 
вхідної функції. Побудовано та обґрунтовано схему наближення розв’язків 
початкової задачі для нелінійного диференціально-функціонального рівняння 
розв’язками задачі Коші для системи звичайних диференціальних рівнянь. 
Обчислення, виконані для модельного прикладу на основі запропонованої схе-
ми апроксимації, узгоджуються з відомими результатами в літературі. 

 
Вступ. Диференціально-функціональні рівняння є математичними мо-

делями багатьох фізичних і технічних процесів, еволюція яких залежить 
від передісторії [1, 9, 15, 17]. На відміну від звичайних диференціальних 
рівнянь, ці рівняння досліджені менше, зокрема на даний час немає універ-
сальних методів їх розв’язання. 

Числові методи розв’язування початкових задач для диференціально-
функціональних рівнянь розвивались в роботах [10–14]. При цьому в основ-
ному методи розв’язування звичайних диференціальних рівнянь адапту-
ються на різні класи диференціально-функціональних рівнянь і диферен-
ціально-різницевих рівнянь. 

Особливий інтерес становлять дослідження, що дозволяють викорис-
товувати методи теорії звичайних диференціальних рівнянь для аналізу 
диференціально-функціональних рівнянь. 

Наближена заміна диференціально-різницевих рівнянь послідовністю 
систем звичайних диференціальних рівнянь вперше розглядалась у працях 
[3, 8]. Аналіз схем апроксимації систем із запізненням у різних функціо-
нальних просторах здійснено в працях [2, 4, 6, 16]. Схема апроксимації лі-
нійних диференціально-функціональних рівнянь запропонована в роботі [5]. 
Зазначимо, що точність наближення досягається за рахунок підвищення 
розмірності апроксимуючої системи звичайних диференціальних рівнянь. 
 1. Постановка задачі. Означення та допоміжні твердження. Нехай 

nR  – n -вимірний дійсний евклідів простір з деякою векторною нормою ⋅ . 

Для b a>  через ( , ,  )nC a b R[ ]  позначимо банаховий простір неперервних 

функцій, що відображають ,a b[ ]  в nR , з топологією рівномірної збіжності. 

Простір ( ,0 ,  )nC − τ R[ ] , де τ  – додатна стала, будемо позначати через C . 

Якщо σ∈ R , 0A ≥ , ( , , ),nx C A∈ σ − τ σ + R[ ]  то для довільного ,t A∈ σ σ +[ ]  

функцію ∈tx C  означимо співвідношенням ( ) ( ),  ,0tx x tθ = + θ θ ∈ − τ[ ]  [9].  

Нехай Ω  – підмножина ;  : nC f× Ω →R R  – задана функція; 
( )

:
dx t

x
dt

≡&  

– правостороння похідна від функції ( )x s  при s t= . Рівняння 

 =( )
( , )t

dx t
f t x

dt
 (1) 

називатимемо диференціально-функціональним рівнянням із запізненням 
на множині Ω . 

Означення [9]. Для заданих σ∈ R , ϕ ∈ C  функцію ( , , )x fσ ϕ  називати-
мемо розв’язком рівняння (1) з початковим значенням ϕ  в момент σ  (або, 

простіше, розв’язком, що починається в ( , )σ ϕ ), якщо ( , , )x fσ ϕ  є розв’язком 

рівняння (1) на , Aσ − τ σ +[ ]  і ( , , )x fσ σ ϕ ≡ ϕ . 
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Рівняння (1) – загальний тип рівняння, який охоплює, зокрема, вклю-
чає звичайні диференціальні рівняння (при 0τ = ) вигляду  
 ( ) ( ( ))x t F x t=& , 
диференціально-різницеві рівняння 
 1( ) ( , ( ), ( ( )), , ( ( ))),   0 ( ) ,   1, ,p jx t f t x t x t t x t t t j p= − τ − τ ≤ τ ≤ τ =& … … , 

а також інтегро-диференціальні рівняння 

 
0

( ) ( , , ( ))x t g t x t d
−τ

= θ + θ θ∫& . 

Знаходження розв’язку рівняння (1) з початковою умовою ( , )σ ϕ , σ∈R , 
Cϕ ∈  є еквівалентним розв’язанню інтегрального рівняння  

 ( ) ( ) ( , ) ,       ,       
t

sx t f s x ds t xσ
σ

= ϕ σ + ≥ σ = ϕ∫ . (2) 

 Теорема 1 [9, 17]. Нехай Ω  – відкрита множина в ,C×R  функція ϕ( , )f t  

неперервна і ліпшицева за ϕ  на кожному компакті з Ω . Якщо σ ϕ ∈ Ω( , ) , 

то існує єдиний розв’язок рівняння (1) з початковою умовою σ ϕ( , ) . 
Надалі розглядатимемо початкову задачу для диференціально-функці-

онального рівняння вигляду 

 0
( )

( , ) ( , ),      0, ,      t t
dx t

L t Tt x x x
d

t
t

f ∈ = ϕ= + [ ] , (3) 

де T  – додатна стала, Cϕ ∈ ,  

 
0

0

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )
p

k k
k

L t A t t D t d
= −τ

ϕ = ϕ − τ + θ ϕ θ θ∑ ∫  

– лінійний функціонал, що найчастіше зустрічається в застосуваннях; ( )kA t , 

0, ,k p= … , – ×( )n n -неперервні функції при 0, ;  ( , )t T D t∈ θ[ ]  – ( )n n× -мат-

рична функція, компоненти θ( , )ijd t  якої неперервні за сукупністю змінних 

на 0, ,0T × − τ[ ] [ ] , 0 10 p= τ < τ < < τ = τ… ; 1( , , ) : n
nf f f C= × →… R R  – непе-

рервна функція, яка задовольняє умову Ліпшиця за ϕ : 

 1 2 1 2( , ) ( , ) ,        0f t f tϕ − ϕ ≤ ϕ − ϕ >L L . 

Метою роботи є поширення схеми апроксимації Красовського – Рєпіна 
[3, 5, 8] для наближення розв’язків початкової задачі для нелінійного дифе-
ренціально-функціонального рівняння (3).  

2. Апроксимація елемента запізнення. Розглянемо m ∈ N  елементів 
запізнення, які породжені деякою вхідною функцією ( )x t  і послідовно з’єд-
нані між собою:  

 1 2
2( ) ,  ( ) , ,  ( ) ( ),  ,  0,n

mm m
t x t y t x t y t x t x t Ty τ τ= − = − = − τ ∈ ∈… R [ ]( ) ( ) . 

Поставимо їм у відповідність послідовність аперіодичних ланок, що опису-
ються для системи звичайних диференціальних рівнянь [8] 

 τ + =1
1

( )
( ) ( )

dz t
z t x t

m dt
, 

 1

( )
( ) ( ),      2, , ,      0,j

j
j

dz t
z t z t j m t T

m dt −
τ + = = ∈… [ ] , (4) 

 (0) ,          1, ,j
j
m

z x j m
τ= − = …( ) , (5) 

де ( )x t  – вхідна функція першого елемента запізнення. Будемо досліджу-

вати відхилення між функціями ( )jy t  та ( ),  0, ,  1, ,jz t t T j m∈ = …[ ] , залежно 

від гладкості функції ( )x t . 
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Зазначимо, що система (4), (5) досліджена в [8] у випадку, коли функ-
ція ( )x t  є скалярною і задовольняє умову Ліпшиця з константою 1K  або 

має обмежену похідну на ,T− τ[ ] . При цьому встановлено нерівності 

 14
( ) ( ) ,        0, ,       1, ,j j

m
z t y t t T j m

τ
− ≤ ∈ =

K
…[ ] . (6) 

Випадок, коли ( ) ,x t C T∈ − τ[ ] , розглянуто в роботі [6]. Встановлено, що 
в цьому випадку справджуються нерівності 

 ( ) ( ) 2 , ,     0, ,      1, ,j j
m m

z t y t x t T j mτ τ − ≤ + ω ∈ = 
 

K …[ ]( ) , (7) 

де стала 0>K  не залежить від m , а 
, 

, ,

, max ( ) ( )
t t

m
t t T

m
x x t x t

τ′ ′′− <
′ ′′∈ − τ

τ ′ ′′ω = −( )

[ ]

 – мо-

дуль неперервності функції ( )x t  на ,T− τ[ ]  [7]. 
Дослідимо точність апроксимації векторного елемента запізнення у ви-

падку, коли вхідна функція : , nx T− τ → R[ ]  в системі (4), (5) є неперервною. 

Нехай 1 1( ) ( ( ), , ( )),  ( ) ( ( ), , ( )),  1, ,n j j jnx t x t x t z t z t z t j m= = =… … … . Тоді сис-

тема (4), (5) в координатній формі набуде вигляду 

 τ + =1
1

( )
( ) ( )i

i i

dz t
z t x t

m dt
, 

 1,

( )
( ) ( ),    2, , ,    1, , ,   0,ji

j
j i

idz t
z t z t j m i n t T

m dt −
τ + = = = ∈… … [ ] , (8) 

 (0) ,       1, , ,       1, ,ji i
j
m

z x j m i n
τ= − = =… …( ) . (9) 

Розглянемо згладжені функції 

 (1) 1( ) ( ) ,    , ,     1, ,
t h

i i
t

x t x s ds t T i n
h

+

= ∈ − τ =∫ …[ ] . (10) 

Функції (1) ( )ix t  продовжимо на відрізок ,T T h+[ ]  за неперервністю, по-

клавши (1) ( ) const,  1, ,ix t i n= = … , при ,T T ht ∈ +[ ] .  

Оцінимо різницю (2) (1)( ) ( ) ( )i i ix t x t x t= − : 

 (2) 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ),  ,
t h

i i i i i i
t

x t x t x s ds x t x x h t T
h

+

= − = − ξ ≤ ω ∈ − τ∫ [ ] . (11) 

Якщо тепер у системі (8), (9) вважати, що (1) (2)( ) ( ) ( )i i ix t x t x t= + , то, з огля-
ду на її лінійність, розв’язок буде сумою функцій, які є розв’язками таких 
систем: 

 (1) (1) (1)
1 1( ) ( ) ( ),          1, ,i i iz t z t x t i n

m
τ ′ + = = … , 

 (1) (1) (1)
1,( ) ( ) ( ),         2, , ,     1, , ,    0,ji ji j iz t z t z t j m i n t T

m −
τ ′ + = = = ∈… … [ ] , 

 (1) (1)(0) (0),      1, , ,      1, ,ji jiz y j m i n= = =… … , 

 (2) (2) (2)
1 1( ) ( ) ( ),           1, ,i i iz t z t x t i n

m
τ ′ + = = … , 

 (2) (2) (2)
1,        ( ) ( ) ( ),          2, , , 1, , , 0,ji ji j iz t z t z t j m i n t T

m −
τ ′ + = = = ∈… … [ ] , 

 (2) (2)(0) (0),         1, , ,         1, ,ji jiz y j m i n= = =… … . 

Таким чином, 
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 − = + − − ≤(1) (2) (1) (2)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ji ji ji ji ji jiz t y t z t z t y t y t  

 (1) (1) (2) (2)( ) ( ) ( ) ( )ji ji ji jiz t y t z t y t≤ − + + . 

Очевидно, що (2) (2)( ) ( , )ji i i
j
m

y t x t x h
τ= − ≤ ω( ) . Така нерівність справджуєть-

ся і для (2) ( )jiz t . Для оцінки величини (1) (1)( ) ( )ji jiz t y t−  можна застосувати 

нерівність (7), оскільки (1) ( )ix t  задовольняє умову Ліпшиця із деякою ста-

лою iK . Отже, 

 ( ) ( ) 2 ( , )ji ji i i
m

z t y t K x hτ − ≤ + ω 
 

. 

Покладаючи 
m

h τ=  в ( , )ix hω , маємо 

 ( ) ( ) 2 ,ji ji i i
m m

z t y t K xτ τ − ≤ + ω 
 

( ) . (12) 

Підсумовуючи нерівності (12) за 1, ,i n= … , одержуємо оцінку 

 
1 1

( ) ( ) 2 ,
n n

ji ji i i
i i m m m

z t y t K x
= =

τ τ τ − ≤ + ω = γ 
 ∑ ∑ ( ) ( ) . (13) 

Наведені вище міркування про апроксимацію елемента запізнення 
сформулюємо у вигляді такого твердження. 

Теорема 2. Нехай вхідна функція ( )x t  в системі (4) є неперервною 
при ,t T∈ − τ[ ] . Тоді для розв’язків задачі Коші (4), (5) справджуються не-

рівності 
1

( ) ( )
n

ji ji
i m

z t y t
=

τ− ≤ γ∑ ( ) , де γ δ( )  – монотонно зростаюча функ-

ція, причому 
0

lim ( ) 0
δ→

γ δ = . 

Лема 1. Нехай функція ( )x t  в системі (4), (5) задовольняє нерівність 

 
1

( ) ,      ( ) sup 0
n

i
t T i

x t x t
− τ≤ ≤ =

= < ε ε >∑ . 

Тоді для розв’язків = … ( ), 1, ,jz t j m , системи (4), (5) справджується спів-

відношення 

 ( ) ,       1, , ,        0,jz t j m t T≤ ε = ∈… [ ] . (14) 

Д о в е д е н н я. Нерівності (14) доведемо методом математичної ін-
дукції. Застосовуючи формулу варіації сталих до (4), для = 1n  дістаємо 

 
( )

1
0

( ) ( )
tm mt t s

m
mz t x e e x s ds

− − −
τ ττ= − +

τ ∫( ) , 

звідки 

 
( )

1
0

( ) ( )
tm mt t s

m
z mt x e e x s ds

− − −
τ ττ− + ≤

τ
≤ ∫( )  

 
( )

0

tm mt t sme e ds
− − −

τ τ ≤ ε + ≤ ε τ ∫ . 

Нехай нерівність (14) справджується для =n j . Покажемо, що тоді 
вона буде виконуватись при = + 1n j : 

 
( )

0
1

1
( ) ( )

tm mt t s

j j
j
m

mt x e e z s dz s
− − −

τ
+

τ+− τ + ≤
τ

≤ ∫( )  

 
( )

0

tm mt t sme e ds
− − −

τ τ ≤ ε + ≤ ε τ ∫ .  
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3. Обґрунтування схеми апроксимації диференціально-функціональ-
них рівнянь. Нехай ,  m p ∈ N . Поставимо у відповідність рівнянню (3) сис-
тему звичайних диференціальних рівнянь 

 
1

0

0 0 1

( )
( ) ( ) , ( ) ,

i

p m m

m i
i i i

i i i
m i

m m

dz t
A t z t D t z t f t z

dt

−

−
= = =

τ −  = + − τ
 

χ+  ∑ ∑ ∑( )l , 

 1

( )
( ( ) ( )),      1, , ,      0,j

j j

dz t m z t z t j m t T
dt −= − = ∈

τ
… [ ] , (15) 

з початковими умовами 

 (0) ,          0, ,j
j
m

z j mτ= ϕ − = …( ) , (16) 

де   

( 1)
,

( 1)
,

1, ,
,

0, .

i
i i

ii
m mm

ii
m m

− ττ −τ
− ττ− −τ

  θ ∈ −   = χ =      θ ∉  

l  

Другий доданок у першому рівнянні системи (15) одержано внаслідок 

заміни інтеграла у (3) за формулою лівих прямокутників з кроком τ=h
m

. 

Будемо говорити, що система звичайних диференціальних рівнянь (15) 
апроксимує систему нелінійних диференціально-функціональних рівнянь 
(3), якщо справджуються співвідношення 

 ,( ) 0    ,      ,    0,0, ,j
j
m

x t z t m j m t T
τ− − → → ∞ = ∈… [ ]( ) . 

Дослідимо питання про близькість розв’язків початкової задачі для 
рівняння (3) та розв’язків задачі Коші (15), (16). 

Запишемо ( )jz t  у вигляді суми = +(1) (2)( ) ( ) ( )j j jz t z t z t , де (1) ( )jz t  та (2) ( )jz t  

– розв’язки таких задач Коші: 

 (1) (1)
1 1( ) ( ) ( )z t z t x t

m
τ ′ + = , 

 (1) (1) (1)
1( ) ( ) ( ),      2, , ,      0,j j jz t z t z t j m t T

m −
τ ′ + = = ∈… [ ] , 

 (1) (0) ,         1, ,j
j
m

z x j m
τ= − = …( ) , (17) 

 τ ′ + = −(2) (2)
1 1 0( ) ( ) ( ) ( )z t z t z t x t

m
, 

 (2) (2) (2)
1( ) ( ) ( ),       2, , ,       0,j j jz t z t z t j m t T

m −
τ ′ + = = ∈… [ ] , 

 (2) (0) 0,           1, ,jz j m= = … . (18) 

Оцінимо різниці ( )j
j
m

z t x t
τ− −( ) , = …1, ,j m :  

 (1) (2)( ) ( ) ( )j j j
j j
m m

z t x t z t x t z t
τ τ− − ≤ − − +( ) ( ) . 

Враховуючи позначення = …1( ) ( ( ), , ( ))j j jnz t z t z t , 1( ) ( ( ), , ( ))nx t x t x t= … , 

подамо ( )jiz t , = …1, ,j m , = …1, ,i n , у вигляді суми (1) (2)( ) ( )ji jiz t z t+ , де (1) ( )jiz t  

і (2) ( )jiz t  є розв’язками таких задач Коші: 

 
(1)

(1)1
1

( )
( ) ( ),      1, ,i

i i

dz t
z t x t i n

m dt
τ + = = … , 

 
(1)

(1) (1)
1,

( )
( ) ( ),    2, , ,    1, ,     0,ji

ji j i

dz t
z t z t j m i n t T

m dt −
τ + = = = ∈… … [ ] , (19) 



44 

 (1) (0) ,        1, , ,        1, ,ji i
j
m

z x j m i n
τ= − = =… …( ) , (20) 

 
(2)

(2)1
1 0

( )
( ) ( ) ( ),        1, ,i

i i i

dz t
z t z t x t i n

m dt
τ + = − = … , 

 
(2)

(2) (2)
1,

( )
( ) ( ),    2, , ,    1, ,     0,ji

ji j i

dz t
z t z t j m i n t T

m dt −
τ + = = = ∈… … [ ] , (21) 

 (2) (0) 0,        1, , ,        1, ,jiz j m i n= = =… … . (22) 

Нехай 

 
0 1

( ) max ( ) ,      0, , ,      0,
n

j i ji
s t i

j

m
N t x s z s j m t T

≤ ≤ =

τ= − − = ∈∑ … [ ]( ) . (23) 

Враховуючи, що (1) (2)( ) ( ) ( )j j jz t z t z t= + , запишемо нерівність 

 (1) (2)

1 1 1

( ) ( ) ( )
n n n

i ji i ji ji
i i i

j j

m m
x t z t x t z t z t

= = =

τ τ− − ≤ − − +∑ ∑ ∑( ) ( ) . (24) 

Методом математичної індукції покажемо, що для другого доданка в 
правій частині (24) справджується оцінка 

 (2)
0

1

( ) ( ),       1, , ,       0,
n

ji
i

z t N t j m t T
=

≤ = ∈∑ … [ ] . (25) 

Розв’язок рівняння 
(2)

(2)1
1 0

( )
( ) ( ) ( )i

i i i

dz t
z t z t x t

m dt
τ + = −  з початковою умо-

вою (2)
1 (0) 0iz =  має вигляд 

 (2)
1 0

0

( )
( ) ( ) ( )) exp(

t

i i i
m tmz t z x d

ξ −
τ

 = ξ − ξ ξ τ  ∫ . 

Звідси 

 (2)
1 0

01 0
0

1

( )
( ) max ( ) ( ) exp ( )

tn n

i i i
s ti i

m tmz t z s x s d N t
≤ ≤= =

ξ −
τ τ

   ≤ − ξ ≤   
   ∑ ∑∫ . 

Припустимо, що нерівність (25) справджується при j k= : (2)
0

1

( ) ( )
n

ki
i

z t N t
=

≤∑ . 

Покажемо, що ця нерівність виконується при = + 1j k :  

 (2) (2)
1,

1 1 0

( )
( ) ( ) exp

tn n

k i ki
i i

m tmz t z d+
= =

ξ −
τ τ

 = ξ ξ ≤ 
 ∑ ∑ ∫  

 )
0

0
0

(2

1

( )
max ( ) exp ( )

t n

ki
s t i

m tm z s d N t
≤ ≤ =

ξ −
τ

   ≤ ξ ≤   τ    ∑∫ . 

Отже, нерівність (25) виконується для всіх 1, ,j m= … . 
З огляду на властивості розв’язків початкової задачі диференціально-

функціонального рівняння (3) [1, 9, 17] функції ( )ix t , 1, ,i n= … , є непе-

рервними на ,C T− τ[ ] . Застосовуючи теорему 2, для (1) ( )i ji
j
m

x t z t
τ− −( )  одер-

жимо оцінку 

 (1)

01

( ) ,       1, , ,    lim ( ) 0
n

i ji
i

j
m m

x t z t j m
δ→=

τ τ− − ≤ γ = γ δ =∑ …( )( ) . (26) 

Нерівність (26) справджується для всіх 0,t T∈ [ ] , тому, враховуючи позна-
чення (23) і нерівність (24), отримаємо 

 0( ) ( ),           1, ,j
m

N t N t j mτ≤ γ + = …( ) . (27) 
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Для оцінки різниці 0( ) ( )x t z t−  подамо рівняння (3) і (15) в еквівалент-

ній інтегральній формі: 

 

( 1)

0

1

0 00

( ) (0) ( ) ( ) ( , ) ( )

jt tp mm

k k
k j j

m

x t A s x s ds D s x s d ds

τ−τ+ +
−

= = τ−τ+

= ϕ + − τ + θ + θ θ +∑ ∑∫ ∫ ∫  

 
0

( , )
t

sf s x ds+ ∫ , (28) 

 

( 1)
1

0 00
0

0

( )
( ) (0) ( ) ( ) , ( )

k

jt tp mm

m jk
k j j

m

m j

m
z t A s z s ds D s z s d ds

τ−τ+ +
−

−
= =

−τ+ τ

− τ= ϕ + + − θ +∑ ∑∫ ∫ ∫ ( )l  

 
0 1

,
t m

i
i if s z ds

=

 + χ 
 ∑∫ . (29) 

Позначимо 
1, ,

max ,i
i nm m

x
=

τ τω = ω
…

( ) ( ) , ,i m
x τω( )  – модуль неперервності функцій 

( )ix t  на [ , ]T−τ ; 1
,

max ,ij
i jm m

n dτ τω = ω( ) ( ) , ,ij m
d τω( )  – модуль неперервності 

функцій θ( , )ijd t , = …, 1, ,i j n , 0,t T∈[ ] , ,0θ∈ − τ[ ] ; 
0, ,

max max ( )A
k p t

kK A t
=

=
…

, 

,
max ( , )D

t
K D t

θ
= θ , 

1, ,
max max ( ,0)f
i n

i
t

K f t
=

=
…

. 

Встановимо деякі властивості розв’язків задачі Коші (15), (16). Нехай 
початкові умови для системи (15), (16) задовольняють нерівності 

1

(0) ,  0, ,
n

ji
i

z j m
=

< δ =∑ … . Позначимо 

 0
0, 1

( ) max , ( )
n

i
s t i

M t z s
∈ =

 = δ  ∑
[ ]

. (30) 

Із векторного рівняння  

 = −
τ

1
0 1( ( ) ( ))

dz m z t z t
dt

  

одержимо 

 1 1
0

0
( )( ) (0)exp ( )e ,     ,p 1,x

t

i i i
m s tmt mz t z iz s s nd

−
−

τ τ
   = + =   τ   ∫ … , 

звідки 

 1
1 0

( )( ) ( ) exp exp ( )
tn

i
i

m s tmt mz t M t ds M t
=

−
−

τ τ
     ≤ + =     τ     ∑ ∫ . 

Аналогічно одержуємо 

 
1

( ) ( ),           1, ,
n

ji
i

z t M t j m
=

≤ =∑ … . (31) 

Враховуючи рівність (29), маємо 

 
1

0 0 , ,
0 0 100 1

( ) (0) ( ) ( )
k

t tp n m n

i i A D m j
k j

m
z t z K z s ds K z s ds

−

−
= = = =

τ≤ + + +∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫l l l
l l

 

 
1 10

, ( ,0) ( ,0)
t m

i j j

n

i i
j

f s z f s f s ds
= =

 + χ − ≤ 
 

 +  
∑ ∑∫ l
l

 

 
0 0

0 (0) ( 1) ( ) ( )
t t

i A D fz p K K M s ds M s ds TK≤ + + + τ + +∫ ∫L[ ] . 
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Підсумуємо отримані нерівності за 1, ,i n= … : 

 0 0
1 1 0

( ) (0) ( 1) ( )
tn n

i i f A D
i i

z t z nTK n p K K M s ds
= =

≤ + + + + +τ∑ ∑ ∫L[ ] . 

Отже, 

 
0

( ) ( 1) ( )
t

Df AM t nT n p K K M s dsK≤ δ + + + + +τ ∫L[ ] . 

Використовуючи лему Гронуолла – Беллмана і позначення (30), маємо 

 (( 1) )( ) ( ) A Dn p K K T
f zM t nTK e K+ + +τ≤ + ≡δ L . (32) 

Із рівностей (28), (29), враховуючи властивості матриць ( )kA t , 0, ,k p= … , 

( , )D t θ , функції f  та нерівності (32), отримуємо 

 0
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k

tp

k k
k

x t z t A t x s z s ds
=

− ≤ − τ − +∑ ∫ l  

 

( 1)

0

1

0

( )
( , ) ( ) , ( )

jt mm

m j
j j

m

m j

m
D s x s D s z s d ds

τ−τ+ +
−

−
= τ−τ+

τ
−

− + θ + θ − θ + 
 ∑∫ ∫ ( )  

 
0 1

( , ) , ( )
t m

s j j
j

f s x f s z s ds
=

 + − χ ≤ 
 ∑∫  

 0
0

( 1) ( )
t

A mm
p K N s n dsτ τ ≤ + γ + + ω + ∫ ( ) ( )   

 

( 1)
1

0 0

( , )( ( ) ( ))

jt mm

m j
j j

m

D s x s z s

τ−τ+ +
−

−
= τ−τ+

+ θ + θ − +∑∫ ∫  

 
10

( )
( , ) , ( ) ( )

t m

m j s j j
j

m j

m
D s D s z s d ds x z s ds−

=

− τ + θ − − θ + − χ ≤  ∑∫ L( )  

 0
0

( 1) ( )
t

A mm
p K N s n dsτ τ ≤ + γ + + ω + ∫ ( ) ( )   

 

( 1)

0

1

0

( )( , ) ( )

jt mm

j j
m

m j

m
D s x s x s

τ−τ+ +
−

= τ−τ+

− τ+ θ ++ θ − − ∑∫ ∫ ( )  

 
( )( ) ( , ) , ( )( ) m jm j

m jm j
mm

D s D s z s d dsx s z s −−

− τ− τ  + + θ − − θ +− −  
( )( )  

 
0 0

0
1

( ) ( 1) ( )
t tm

s j j A
j

mm
x z s ds p K N s n ds

=

τ τ + − χ ≤ + γ + + ω + ∑∫ ∫L ( ) ( )  

 

( 1)
1

0 1
00

( )

jt mm

D z
j j

m

m mm
K n N s K d ds

τ−τ+ +
−

= τ−τ+

τ τ τ  + ω + γ + + ω θ +   ∑∫ ∫ ( ) ( ) ( )  

 
1 10

( )
t m m

s j j j
j j

j j

m m
x x s x s z s ds

= =

τ τ + − +− χ − − χ ≤ 
 ∑ ∑∫ L ( ) ( )  

 ( 1) A Dm mm m
T p K n K nτ τ τ τ   ≤ + γ + ω + τ ω + γ +   

( ) ( ) ( ) ( )  
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 1z m m m
K nτ τ τ  + ω + ω + γ +  

L ( ) ( )( )  

 
0

0( 1) ( )
T

A Dp K K N s ds+ + + τ +∫ L[ ] . 

Скориставшись тепер нерівністю Гронуолла – Беллмана, одержуємо 

 0 )( ) (( 1) A D mm
N t T p K K nτ τ  +≤ + τ γ + ω


+ ( ) ( )  

 (( 1 )
1

) A DT p K K
z m

eK + + τ +τ 
+ ω +


LL( ) . 

Оскільки lim 0
m m→∞

τω =( )  і 1lim 0
m m→∞

τω =( ) , то з останнього співвідношен-

ня випливає, що розв’язки задачі Коші (15), (16) апроксимують розв’язки 
початкової задачі (3) при → ∞m . Сформулюємо одержаний результат у 
вигляді теореми. 

Теорема 3. Нехай ( )kA t , = …0, ,k p , θ( , )D t  – матричні функції, непе-

рервні при 0,t T∈ [ ] , ,0θ ∈ − τ[ ] , функція ( , )f t ϕ  неперервна і ліпшицева за 
ϕ . Тоді для розв’язків початкової задачі (3) і розв’язків задачі Коші (15), 
(16) справджуються співвідношення 

     ( ) 0,    0, , ,     ,  0,j
j
m

x t z t j m t T m
τ− − → = ∈ → ∞… [ ]( ) . 

4. Приклад. Розглянемо початкову задачу 

 ( ) 1.5 ( ) 1.25 ( 1) ( ) sin ( )x t x t x t x t x t′ = − − − + , 

 ( ) 10 1,          1,0x t t t= + ∈ −[ ] . 

Відповідна їй апроксимуюча система звичайних диференціальних рів-
нянь має вигляд 

 0 0 0 0( ) 1.5 ( ) 1.25 ( ) ( ) sin ( )mz t z t z t z t z t′ = − − + , 

 ( ) ( ( ) ( )),        1, ,j m j jz t m z t z t j m−
′ = − = … , 

 (0) 10 1,             0, ,j
j
m

z j m= − + = … . 

Обчислення значень 0 ( )z t  для = 8, 16, 32m , виконані з використанням 

різницевої схеми Гіра першого порядку, порівняли з розв’язком ( )x t  ви-
хідної задачі, знайденим в праці [11] за допомогою блочних методів четвер-
того порядку. Результати цього порівняння засвідчили, що з ростом роз-
мірності m  апроксимуючої системи звичайних диференціальних рівнянь 
похибка наближень 0 ( )z t  (по відношенню до ( )x t ) зменшується, що під-

тверджує теоретичні висновки з теореми 3. 
Наведена в роботі методика наближення початкових задач для дифе-

ренціально-функціональних рівнянь послідовністю задач Коші для систем 
звичайних диференціальних рівнянь дозволяє поширити добре розвинуту 
теорію, а часто й технічні прийоми дослідження звичайних динамічних сис-
тем на диференціально-функціональні рівняння. 
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АППРОКСИМАЦИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 

Исследована аппроксимация элемента запаздывания в nR  в случае непрерывной 
входной функции. Построена и обоснована схема приближения решений начальной 
задачи для нелинейного дифференциально-функционального уравнения решениями 
задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Вычис-
ления, выполненные на основе предложенной схемы аппроксимации для модельного 
примера, согласуются с известными в литературе результатами. 
 
APPROXIMATION OF NONLINEAR 
DIFFERENTIAL FUNCTIONAL EQUATIONS 
 

The approximation of an element with delay in nR  in the case of continuous input 
function is investigated. An approximation scheme for solutions of an initial problem 
for a nonlinear differential-functional equation by solutions of the Cauchy problem for 
a system of ordinary differential equations is constructed and justified. Calculation for 
the model example on the basis of the proposed approximation scheme are agreed with 
known results in the literature. 
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