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І. Ю. Подільчук 
 
ПРО МАКСИМАЛЬНУ ПОХИБКУ ПРИ АПРОКСИМАЦІЇ 
НЕРАЦІОНАЛЬНИХ ФУНКЦІЙ ВІД РЕЗОЛЬВЕНТНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ 
ОПЕРАТОРІВ ЛАНЦЮГОВИМИ ДРОБАМИ 
 

При побудові розв’язків задач лінійної теорії в’язкопружності виникає по-
треба у розшифруванні нераціональних функцій від резольвентних інтег-
ральних операторів. У цій роботі отримано спосіб обчислення максимальної 
похибки за допомогою методу операторних ланцюгових дробів, що дозволяє 
оцінювати точність побудови розв’язків задач в’язкопружності. Наведено 
приклад обчислення похибки. 

 
Для дослідження механічної поведінки конструкцій із композитних 

матеріалів при довготривалому навантаженні запропоновано різні підходи 
із [8–12, 16, 18]. Розв’язання широкого кола задач лінійної в’язкопружності, 
зокрема, квазістатичних задач для анізотропних матеріалів, на основі 
принципу Вольтерра зводиться до проблеми розшифрування нераціональ-
них функцій від інтегральних резольвентних операторів [13, 14, 17, 18, 19]. 
Одним з способів розшифрування є метод операторних ланцюгових дробів 
[3–5, 15].  

1. Основні формули перетворення та властивості резольвентних ін-
тегральних операторів. Інтегральний оператор 
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t

R t g t R t g d∗ β = − τ β τ τ∫   (1) 

є резольвентним, якщо існує такий оператор ( )P t∗ , що справджується рів-
ність 

 11 ( ) 1 ( , )P t R t∗ − ∗− β = + β β[ ] . (2) 

Для резольвентних інтегральних операторів Вольтерра виконуються 
співвідношення обернення і розщеплення [1] 

 11 ( , ) 1 ( , )R t R t∗ − ∗− λ β = + λ β + λ[ ] ,  (3) 
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Формула обернення для суми резольвентних операторів має вигляд [1] 
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де jβ%  – корені алгебраїчного рівняння 
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jλ%  – розв’язок системи лінійних алгебраїчних рівнянь 
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Для резольвентних інтегральних операторів виконуються теореми [6]. 

Теорема 1. Резольвентний оператор ( , )R t∗ β  вигляду (1) є обмеженим 
у всіх своїх регулярних точках і має місце границя 

 1( , )
t

R t∗

→∞
β → −

β
. (8) 
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Відмітимо, що регулярними є всі точки оператора (1), крім 0β = . Син-

гулярність у цій точці можна усунути: оскільки 0R∗ →  при 0β → , то 

покладають (0, ) 0R t∗ = . 

Теорема 2. Резольвентний оператор ( , )R t∗ β  вигляду (1) є додатно 

визначеним при 0β < , від’ємно визначеним при 0β >  і прямує до нуля 

при β → ∞ . Оператор ( , )R t∗ β  є монотонно зростаючим відносно свого 

параметра β , тобто для всіх 1 2 1 2 1 2, : ( , ) ( , )R t R t∗ ∗β β β < β ⇒ β < β . 

2. Апроксимація нераціональних функцій від резольвентних опера-
торів ланцюговими дробами. Функції від резольвентних інтегральних опе-
раторів розшифровують за допомогою методу операторних ланцюгових 
дробів [3–5, 15]. Їх апроксимують n -ми підхідними дробами вигляду 
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Теорема 3 [4]. Нехай:  

1°) ( , )R t∗ λ  – резольвентний інтегральний оператор; 

2°) 0,  0, ,ic i> = ∞… ;  

3°) 0λ > ;  
4°) E  – простір додатних функцій g ;  

5°) простір E  є строго нормованим, тобто 

 1 2 1 2 1 2,  0 ( ) ( ) ( ) ( )
E E E

R R R R∗ ∗ ∗ ∗∀α α > ⇒ α β + α β = α β + α β ;  (10) 

6°) оператор ( , )R t∗ λ  є обмеженим в часі і ( )A∃ β : ( , ) ( )R t A∗ β ≤ β . 

Тоді: 

і) послідовність 2 0k kF g ∞
={ }  монотонно зростає і є обмеженою зверху 

функцією 0 1 ( )c c A g+ λ β[ ] ;  

іі) послідовність 2 1 0k kF g ∞
+ ={ }  монотонно спадає і є обмеженою знизу 

функцією 0c g . 

Наслідок 1 (теореми 3). Послідовності 2 0k kF g ∞
={ }  та 2 1 0k kF g ∞

+ ={ }  

збігаються, а, значить, збіжною є і послідовність 0n nF g ∞
={ }  . 

Наслідок 2 (теореми 3). Виконується оцінка 
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Розклад ірраціональної функції має вигляд 
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Для трьох перших апроксимацій маємо 
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1 ( ) 1 0.5 ( )R R∗ ∗+ λ β = + λ β , 
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 1 0.25 ( ) 0.25 ( 0.5 )R R∗ ∗= + λ β + λ β − λ . (13) 

При практичному розв’язанні задач вже апроксимація третім підхід-
ним дробом дає достатньо добрий результат. Раніше точність апроксимацій 
ірраціональних функцій оцінювали порівнянням результатів апроксимацій 
n -м і ( 1)n − -м підхідними дробами, оскільки з оцінки (11) бачимо, що точ-
ний розв’язок знаходиться між двома сусідніми наближеннями на всьому 
часовому проміжку. Таким чином, справджується оцінка 

 1n n nF F F F −− ≤ − . (14) 

Нерівність (14) пропонується як спосіб оцінки похибки також в моно-
графії [2]. 

Доведемо, що права частина нерівності (14) досягає свого максимуму 
при t → ∞ , що дозволить визначати похибку при розв’язанні задач без об-
числення двох сусідніх апроксимацій, тобто без виконання подвійної 
роботи, а відразу обчислювати максимальну похибку, тобто похибку при 
t = ∞ , коли оператори переходять в константи, згідно з границею (8). 

3. Монотонне зростання різниці між n -м і ( 1)n − -м підхідними опе-
раторними дробами у часі при зростанні резольвентного інтегрального 
оператора у часі. 

Теорема 4. Нехай: 

1°) ( , )R t∗ λ  – резольвентний інтегральний оператор; 

2°) ( , )R t∗ λ  є монотонно зростаючим у часі, тобто 

 1 2 1 2 1 2, : ( , ) ( , )t t t t R t R t∗ ∗∀ < ⇒ β < β ; (15) 

3°) E  – простір Банаха додатних функцій g  є строго нормованим, 
тобто виконується (10); 

4°) у розкладі (9) 0,  0, ,ic i> = ∞… ; 

5°) 0,  0λ > β < . 

Тоді для ,  1, ,n n∀ = ∞… , 

 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2, : ( ) ( ) ( ) ( )n n n nt t t t F t F t F t F t− −∀ < ⇒ − < − . (16) 

Д о в е д е н н я.  Порівняємо за нормою перший і другий підхідні 
дроби розкладу (9): 

 1 0 1 ( , )F c c R t∗= + λ β , (17) 

і 
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Оскільки елемент 1 ( , )c R t∗λ β  співпадає в обох підхідних дробах, його 

умовно зафіксуємо. При монотонному зростанні 2 ( , )c R t∗λ β  і фіксованому 

1 ( , )c R t∗λ β  норма дробу 
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 монотонно спадає. 
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Таким чином, різниця 1 2F F−  монотонно зростає при монотонному 

зростанні ( , )R t∗ β . 

Тепер порівняємо за нормою другий підхідний дріб (18) і третій підхід-
ний дріб розкладу (9) 
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Елементи 1 ( , )c R t∗λ β  і 2 ( , )c R t∗λ β  у цих дробах співпадають, тому 

знову їх умовно зафіксуємо. При монотонному зростанні 3 ( , )c R t∗λ β  і фік-

сованому 2 ( , )c R t∗λ β  дріб 
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 монотонно спадає. Отже, при 

фіксованому 1 ( , )c R t∗λ β  дріб (19) монотонно зростає, значить, різниця 

3 2F F−  монотонно зростає. 

Оскільки згідно з теоремою 2 оператор ( , )R t∗ β  є додатно визначеним 

при 0β <  і з умови 4° теореми випливає, що підхідні дроби nF  також є до-

датно визначеними, то 

 1 2 2 1 2 1F F F F F F− = − = − , 

 3 2 3 2F F F F− = − . (20) 

Аналогічно доводимо монотонне зростання різниці 1n nF F −−  для 

4, ,n∀ = ∞… . Теорему доведено.   

Наслідок 1 (теореми 4). Максимальне значення різниці підхідних 
дробів 1n nF F −−  досягається при t → ∞ . Оскільки згідно з теоремою 1 

( , ) 1
t

R t∗

→∞
β → − β/ , то справджується оцінка 

 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n nF R t F R t F R F R∗ ∗ ∗ ∗
− −λ β − λ β < λ β ∞ − λ β ∞ =[ ] [ ] [ ] [ ]  

 1n nF F −= − λ β − − λ β/ /[ ] [ ] . (21) 

Наслідок 2 (теореми 4). Монотонне зростання різниці  

1( , ) ( , )n nF R t F R t∗ ∗
−λ β − λ β[ ] [ ]   

є прямо пропорційним монотонному зростанню в часі аргументу 

розкладу ( , )R t∗λ β . 
4. Формули обчислення похибки апроксимацій нераціональних опе-

раторних функцій ланцюговими дробами. З нерівності (14), а також з тео-
рем 3 і 4 випливає: 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n nF R t F R t F R F R∗ ∗ ∗ ∗λ β − λ β < λ β ∞ − λ β ∞ =[ ] [ ] [ ] [ ]  

 nF F= − λ β − − λ β/ /[ ] [ ] . (22) 

Оператор ( , )R t∗ β  при t = ∞  перетворюється на константу 1− β/  і саме 

при t = ∞  різниця nF F−  досягає свого максимального значення. Таким 

чином, похибку методу операторних ланцюгових дробів можемо отримувати 
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порівнянням точного значення нераціональної функції від 1− β/ , замість 
оператора (сучасні комп’ютерні технології дозволяють такі обчислення з 
великою точністю, похибку заокруглення не беремо до уваги), і значенням 
підхідного дробу апроксимації, яку вибрали для розв’язання задачі, теж 
замінюючи оператори на 1− β/ . 

Наприклад, для апроксимацій (13) похибки апроксимацій мають вигляд 

 1 1 1 0.5r = − λ β − + λ β/ / , 

 2 1 1 0.5 ( 0.25 )r = − λ β − + λ β − λ/ / , 

 3 1 1 0.25 0.25 ( 0.5 )r = − λ β − + λ β + λ β − λ/ / / . (23) 

Так само можна оцінювати похибки параметрів задачі в’язкопружності. 

Якщо результатом розшифрування операторної функції 
1
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i i
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=
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j j
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λ β∑ , то похибку розшифрування всієї функції, 

що виникає в результаті апроксимації нераціональних підфункцій функції 

σ , обчислюємо підстановкою замість операторів ( , )iR t∗ β , ( , )jR t∗ β  відпо-

відних сталих 1 i− β/ , 1 j− β/ : 
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m mn n

i j j i j jii
j j

r R t R t∗ ∗
==

= =

   = σ β − λ β < σ − β + λ β   ∑ ∑/ / . (24) 

5. Розклад лінійної суми резольвентних операторів в добуток. Для 
подальшої апроксимації ірраціональної функції від лінійної суми резоль-
вентних операторів виникає потреба розкладу цієї суми в добуток операто-
рів. 

Теорема 5. Нехай ( )i iR∗λ β , 1, ,i n= … , – лінійно незалежна послідов-
ність резольвентних операторів, і рівняння (6) має n  незалежних коре-
нів. Тоді має місце розклад 
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′+ λ β = + β − β β∑ ∏ [ ] , (25) 

де i
′β  – корені рівняння (6), і перестановка величин ,  1, ,i i n′β = … , дозво-

ляє записати розклад (25) !n  різними способами, кожен з яких є точним. 
Д о в е д е н н я.  Використовуючи формулу обернення резольвент-

ного оператора (3), подамо рівність (25) у вигляді 
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Перемножуючи дужки у рівності (26) отримуємо 
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Оскільки всі коефіцієнти при операторах ( ),  ( )i iR R∗ ∗ ′β β  тотожньо до-
рівнюють нулеві, рівність (27), а, значить, і рівність (25) є тотожностями. 
Рівність (27) справджується при довільному порядку величин ,  i i′β =  

1, ,n= … , перестановка яких дає !n  різних розкладів (25).  

Теорему доведено.   
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6. Два способи розшифрування ірраціональних функцій від лінійної 
суми операторів за допомогою ланцюгових дробів і порівняння похибок 
апроксимації при їх застосуванні. Можливі два способи розшифрування 
ірраціональної функції від лінійної суми операторів. При першому способі 
змінною розкладу є сума операторів: 
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Другий спосіб полягає у тому, що суму операторів спочатку подаємо у 
вигляді добутку за формулою (25), потім апроксимацію (12) здійснюємо для 
кожного оператора окремо, а результати апроксимації перемножуємо: 
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З наслідку 2 теореми 4 випливає, що монотонне зростання в часі різ-
ниці 1n nF F −− , а, значить, і різниці nF F−  прямо пропорційне монотон-

ному зростанні в часі аргументу розкладу в ланцюговий дріб. З умови мо-

нотонного зростання в часі оператора ( )R∗ β  випливає, що один оператор 
зростає в часі повільніше, ніж сума операторів. Тому виконується оцінка 

 ( , ) ( , )j n jF R t F R t∗ ∗λ β − λ β ≤[ ] [ ]  

 
1 1

( , ) ( , )
n n

i i n i i
i i

F R t F R t∗ ∗

= =

   ≤ λ β − λ β      ∑ ∑ . (30) 

Таким чином, другий спосіб апроксимації демонструє кращу збіжність 
у часі ніж перший спосіб. Вже при апроксимації третім підхідним дробом 
апроксимація кожного оператора окремо є і більш простою в обчислюваль-
ному плані: 

 

(3)

1 1

1 ( ) ( ) 1 0.25( ) ( )
n n

i i i i i i
i i

R R∗ ∗

= =

′ ′+ β − β β = + β − β β +∏ ∏[ ] [  

 
1

0.25( ) (0.5( )) 1 0.25 ( )
n

i i i i i i
i

R R∗ ∗

=

′ ′+ β − β β + β = + λ β +∑ %]  

 
1

0.25 (0.5( ))
n

i i i
i

R∗

=

′+ λ β + β∑ %% , (31) 
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де 

 
1,

( ) 1 0.25 0.25
0.5 0.5

n
j j j j

i i i
i j i j jj j i= ≠

′ ′β − β β − β ′λ = β − β + + ′β − β β − β + β ∏% , 

 
1,

( ) 1 0.25 0.25
0.5 0.5

n
j j j j

i i i
i j j i j i jj j i= ≠

′ ′β − β β − β ′λ = β − β + + ′ ′ ′β − β + β β − β − β + β ∏%% . 

7. Приклад обчислення максимальної похибки. При побудові розв’яз-
ку задачі в’язкопружності для ортотропної пластини [5, 17] виникає потре-
ба в розшифруванні суми та добутку коренів характеристичного рівняння: 

 1 1
1

2

,             2 2
E E

k n k
E G

∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗= = + − ν . (32) 

Оператори 1 2,  ,  E E G∗ ∗ ∗  визначаються наступним чином [3]: 

 1 1 2 2
0 0 0

1 1 2 2

1 ( )1 ( ) 1 ( )1 1 1,    ,    g gRR R

E E E E G G

∗∗ ∗

∗ ∗ ∗

+ λ β+ λ β + λ β
= = = , 

де 0 0 0
1 2, ,E E G – миттєві пружні сталі матеріалу; 1 1 2 2, , , , ,g gλ β λ β λ β  – рео-

логічні параметри матеріалу пластини. 
 Для прикладу розшифруємо корені (32) у третьому наближенні: 

 0 0
1 1 1 2 2 1 1 11 ( ) 1 ( ) (1 0.25 ( )k k R R k R∗ ∗ ∗ ∗= − λ β − λ + λ β = − λ β − λ −  

 1 1 1 2 20.25 ( 0.5 ))(1 0.25 ( )R R∗ ∗− λ β − λ + λ β +  

 
4

0
2 2 2 ,1 ,1

1

0.25 ( 0.5 )) 1 ( )i i
i

R k R∗ ∗

=

 + λ β − λ = + λ β 
 ∑ , 

де 

 
0

0 1 2 2
1,1 10

1 1 2 1 1 2 22

0.25 0.25
,    0.25 1

0.5
E

k
E

λ λ = λ = − λ + + β − λ − β β − λ − β + λ 
, 

 2 2
2,1 1

1 1 2 1 1 2 2

0.25 0.25
0.25 1

0.5 0.5 0.5
λ λ λ = − λ + + β − λ − β β − λ − β + λ 

, 

 1 1
3,1 2

2 1 1 2 1 1

0.25 0.25
0.25 1

0.5
λ λ λ = λ − − β − β + λ β − β + λ 

, 

 1 1
4,1 2

2 2 1 1 2 2 1 1

0.25 0.25
0.25 1

0.5 0.5 0.5
λ λ λ = λ − − β − λ − β + λ β − λ − β + λ 

, 

 1,1 1 1 2,1 1 1 3,1 2 4,1 2 2,     0.5 ,     ,      0.5β = β − λ β = β − λ β = β β = β − λ . 

Отже, похибка цього розшифрування обчислюється за формулою 

 
4

,1
3 1 2

1 1 2 ,11

1 1( ) 1 1 i

ii

r k∗

=
β −λ β

λ
= + λ − λ +

β∑ . 

Тепер обчислимо у третьому наближенні другий з коренів (32): 
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0 0
,1 ,1 1 1 1 1 10
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i i i
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i j i j
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β − β + =β − β − β + β 
, 

,3iβ  – корені рівняння  

5
,2

,21

1k

kk=

λ
= −

β − β∑ . 

Похибка розшифрування другого з коренів (32) обчислюється за фор-
мулою: 

 
1 2

1 2 1
3 1

1 1 2 1 1
( ) 1 1 1 1 2g

g
r n∗ λλ λ λ     = + − + + − − ν −     β − λ β β − λ β     

/

 

 
5 5

,3 ,3

,2 ,2 ,31 1

0.25 0.25
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i i

i i ii i= =

′λ λ
− −

β β + β∑ ∑ . 

У табл. 1 наведено результати обчислень похибки розшифрування ко-
ренів (32) для матеріалу, в’язкопружні властивості якого описуються інтег-
ральними операторами з ядром Ю. М. Работнова [7]: 

 
(1 )

0

( )
( , )

( 1)(1 )

n n
i

i
n

t
R t

Г n

−α −α∞

=

β − τ
β − τ =

+ − α∑ [ ]
, 

реологічні параметри матеріалу (склопластика на основі епоксидного з’єд-
нувача) [4, 5] є такими: 
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 0 3
1 23.0 10E = ⋅ Мпа, 1 0.0323λ = с 1α − , 1 0.1570β = − с 1α − , 

 0 3
2 16.0 10E = ⋅ Мпа, 2 0.1295λ = с 1α − , 1 0.2745β = − с 1α − , 

 0 33.08 10G = ⋅ Мпа, 0.0717gλ = с 1α − , 1 0.0276β = − с 1α − , 

 1 2 0.11,        0.846ν = ν = α = . 

 Таблиця 1 
0 1.19896k = , 1.32464k∞ =  

Номер 
наближення  

i  

Похибка 

( )ir k∗  

Відносна похибка 

( )/ir k k∗ ∞  

1   0.03072 0.02320 
2 –0.00210 0.00159 
3   0.00024 0.00019 

0 3.10572n = , 4.97111n∞ =  

Номер 
наближення 

i  

Похибка 

( )ir n∗  

Відносна похибка 

( )/ir n n∗ ∞  

1 –0.68147 0.13709 
2   0.07642 0.01538 
3 –0.03987 0.00803 
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О МАКСИМАЛЬНОЙ ПОГРЕШНОСТИ ПРИ АППРОКСИМАЦИИ 
НЕРАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ ОТ РЕЗОЛЬВЕНТНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
ОПЕРАТОРОВ ЦЕПНЫМИ ДРОБЯМИ 
 
При построении решений задач линейной теории вязкоупругости возникает по-
требность в расшифровке нерациональных функций от резольвентных интег-
ральных операторов. В этой работе разработан способ вычисления максимальной 
погрешности с помощью метода операторных цепных дробей, что позволяет 
оценивать точность построения решений задач вязкоупругости. Приведен чис-
ленный пример расчета погрешности. 
 
ON MAXIMUM ERROR AT APPROXIMATION OF 
NON-RATIONAL FUNCTIONS FROM RESOLVENT INTEGRAL  
OPERATORS BY BRANCHED CONTINUED FRACTIONS 
 
During construction of solutions of linear viscoelasticity problems the necessity of 
decoding the non-rational functions from resolvent integral operators appears. In this 
work the technique of calculation the maximum error using the method of operator 
branched continuous fractions is developed which allows to estimate accuracy of 
construction of solutions for the viscoelasticity problems. A numerical example of 
calculation of an error is given. 
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