
186 ISSN 0130–9420. Мат. методи та фіз.-мех. поля. 2012. – 55, № 2. – С. 186-201. 

УДК 539.3 
 
Р. Ф. Терлецький, О. П. Турій 
 
МОДЕЛЮВАННЯ І ДОСЛІДЖЕННЯ ТЕПЛОПЕРЕНОСУ У ПЛАСТИНАХ З 
ТОНКИМИ ПОКРИТТЯМИ ЗА ВРАХУВАННЯ ВПЛИВУ ВИПРОМІНЮВАННЯ 
 

Отримано наближені співвідношення, що базуються на використанні узагаль-
нених граничних умов (умов теплообміну через покриття) для опису процесів 
теплопереносу в опромінюваних пластинах з покриттями. Досліджено їх за-
стосовнісь залежно від радіаційних властивостей покриття та основи. 

 
Розвиток і вдосконалення сучасних приладобудування, електронної, кос-

мічної, авіаційної та інших галузей техніки неможливі без застосування нових 
конструкційних елементів, виготовлених з кераміки, скла, ситалів, кварцу та 
подібних неметалевих матеріалів. Їх часто використовують у поєднанні між со-
бою чи з металевими матеріалами. Такі шаруваті елементи отримують, зокре-
ма, шляхом нанесення на неметалеву або металеву основу зміцнюючих, захис-
них чи іншого функціонального призначення покрить з металів або неметалів. 
Під час виготовлення та експлуатації згадані шаруваті елементи конструкцій і 
приладів можуть перебувати за умов теплового опромінення або високих тем-
ператур, а їх компоненти – мати різну прозорість для теплового випроміню-
вання. Непрозорість (повне поглинання енергії випромінювання в дуже тонко-
му приповерхневому шарі, порядку100 1000÷ ангстрем) характерна для мета-
левих, а часткова прозорість (повне поглинання енергії випромінювання при 
товщинах від часток міліметра до декількох метрів) – для неметалевих матері-
алів [1, 14]. 
 Вплив теплового випромінювання в шаруватих тілах з компонентами з 
різними радіаційними властивостями, зокрема різної прозорості, проявляється 
на поверхнях, в частково прозорих областях і межах контакту складових [16, 
17, 24]. Він визначається особливостями поширення і поглинання як зовнішньо-
го теплового випромінювання, так і випроміненого в тілі власного, оскільки на-
гріте тіло саме є джерелом випромінювання. Поглинання і випромінення тепло-
вої енергії компонентами залежно від їх прозорості має поверхневий або 
об’ємний характер [6, 20, 21, 23], а процеси теплообміну випромінюванням мо-
жуть суттєво впливати на тепловий стан шаруватого тіла.  
 Реальний розгляд тонких приповерхневих шарів (покрить) при дослід-
женні теплової поведінки тіл (особливо з урахуванням впливу випромінюван-
ня) ускладнює постановку контактно-крайових задач теплопереносу та засто-
сування аналітичних і числових методів їх розв’язування через необхідність 
спряження розв’язків в областях з істотно різними характерними розмірами. 
Тому переважно їх виключають з розгляду, замінюючи фізичною поверхнею зі 
зведеними тепловими характеристиками, а їхній вплив враховують узагаль-
неними граничними тепловими умовами. Такий підхід вперше запропоновано 
Я. С. Підстригачем і П. Р. Шевчуком при розробці теорії механодифузії [10, 
11] і термопружності [13] для тіл з покриттями. При отриманні теплових 
умов використовують певні припущення щодо розподілу температури чи пото-
ків тепла за товщиною шару [8, 12] або формальний операторний метод, який 
стосовно задач теплопровідності для тонких однорідних оболонок з нелінійни-
ми умовами (за законом Стефана – Больцмана) і шаруватих оболонок з 
тонкими покриттями за лінійних теплових крайових умов застосовано в ро-
ботах [18, 25].  
 У теорії теплопровідності тіл з покриттями отримано узагальнені граничні 
умови теплообміну через покриття лише за спрощених умов теплообміну 
випромінюванням з зовнішнім середовищем за законом Стефана – Больцмана 
фактично для непрозорого покриття на непрозорій основі [3]. Таких узагаль-
нених теплових умов для опромінюваних тіл при різних радіаційних влас-
тивостях (прозорості) основи і покриття з урахуванням особливостей ви-
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промінення, поглинання і поширення теплової енергії в області контакту не 
знайдено. Шляхом порівняння точних і наближених розв’язків у літературі 
обґрунтовано застосовність методики дослідження теплопереносу в тілах з 
покриттями, що базується на використанні узагальнених умов теплообміну че-
рез покриття, лише для випадку конвективного теплообміну із зовнішнім сере-
довищем [25].  
 У цій роботі з застосуванням операторного методу знайдено наближені 
співвідношення, що базуються на використанні узагальнених граничних умов, 
для опису процесів теплопереносу в опромінюваних пластинах з покриттями. 
При цьому розглянуто різні комбінації радіаційних властивостей покриття і 
основи та варіанти опромінення. Порівнянням точних (на основі співвідношень 
для двошарових пластин) і наближених розв’язків досліджено застосовність 
методики опису теплопереносу, що базується на використанні узагальнених 
умов теплообміну через покриття, при визначенні температури. 

За вихідні приймемо співвідношення для опису поширення випромінюван-
ня і теплопереносу в опромінюваних двошарових плоскопаралельних тілах 
(пластинах) з компонентами різної прозорості в припущенні досконалого кон-
такту між складовими шарами, коли межу контакту моделюємо плоскою по-
верхнею з заданими на обох її сторонах радіаційними характеристиками мате-
ріалу шарів, а умови теплового контакту є ідеальними. Їх отримаємо, базую-
чись на співвідношеннях феноменологічної теорії випромінювання для част-
ково прозорих і непрозорих тіл і теорії теплопровідності [6, 14, 22, 23]. 
 У феноменологічній теорії випромінювання за характером поглинання і 
випромінення теплової енергії (теплового випромінювання) – об’ємним або 
приповерхневим – тіла поділяють на частково прозорі та непрозорі. Тому 
розглядаємо складові пластин, які є непрозорими або частково прозорими 
тілами в усьому діапазоні спектра теплового випромінювання. 
 При дослідженні теплового стану частково прозорих або непрозорих 
твердих тіл, спричиненого тепловим опроміненням, зовнішнє теплове ви-
промінювання, як випромінювання нагрітого тіла, наближено може бути за-
дане у зовнішньому середовищі (яке вважається прозорим) спектральною 
інтенсивністю 0( , , )sI tλ x g  падаючого на тіло випромінювання від реального 

джерела ( λ  – довжина хвилі). Ця інтенсивність на поверхні тіла є функцією 
точки (що характеризується радіусом-вектором x ), часу t  і напрямку ( 0g  – 

орт в напрямку поширення променя), і її приймають пропорційною до спект-
ральної інтенсивності bI λ  випромінювання абсолютно чорного тіла при темпе-

ратурі sT  джерела [4]: 

 0 0 s( , , ) ( , ) ( , )s bI t k I Tλ λ λ= λx g x g , (1) 

де 0( , )kλ x g  – задана функція, вигляд якої встановлюють залежно від 

енергетичних і спектральних характеристик реального джерела випроміню-
вання і його розташування відносно тіла. Теплове випромінювання від всіх 
джерел імпульсного або неперервного типу, що застосовують для нагріву 

(обробки) тіл, задовольняє умову квазістаціонарності 1
0s sI t c I−

λ λ∂ ∂ λ=/ , де 

0c  – електродинамічна стала. Співвідношення (1) використовуємо при задан-

ні поля опромінення на поверхні двошарової пластини. 
 Поширення теплового випромінювання в частково прозорому шарі плас-
тини описуємо квазістаціонарним рівнянням переносу. Таке рівняння, що пе-
редбачає променевий характер поширення випромінювання, отримане на ос-
нові закону Бугера, враховує також власне теплове випромінення у частково 
прозорому тілі [14]: 

 0
0

( , , )
[ ( ) ( , , )]m

I t
a I T I t

g
λ

λ λ λ
∂

= −
∂
x g

x g . (2) 
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Тут 0( , , )I tλ x g  – спектральна інтенсивність випромінювання в шарі; g  – від-

даль у напрямку поширення променя, яка відраховується від межі поділу з 
непрозорим шаром або від границі пластини, яка межує із зовнішнім сере-
довищем; aλ  – спектральний коефіцієнт поглинання, який визначає послаб-

лення випромінювання і який знаходять з експерименту; 2 ( , )m bI n I T tλ λ λ= x[ ]  
– спектральна інтенсивність власного теплового випромінювання, яка зале-
жить від значення спектрального показника заломлення nλ  матеріалу і 

температури ( , )T tx  в шарі. 
 Розв’язок рівняння (2) подаємо у вигляді [5, 22] 

 ef
0 0

0

( , , ) ( , , ) exp ( ) ( , ) exp ( )mI t I t I T d
λθ

∗ ∗
λ λ λ λ λ λ λ λθ = − θ + λ − θ − θ θ∫g x g [ ] , (3) 

де 
( )

0

( ) ( )
ig x

a g dg∗ ∗
λ λθ = ∫x  – оптична товщина шляху в шарі ( ix  – прямокут-

ні декартові координати); efIλ  – інтенсивності ефективного випромінювання, 

яке відходить від поверхні поділу з непрозорим шаром або від границі 
пластини в точці x  в напрямку 0g  усередину шару. Ефективні інтенсив-

ності на границях частково прозорого шару знаходимо (при експеримен-
тально визначених показнику заломлення і коефіцієнтах відбивання), вико-
ристовуючи граничні умови, які виражають баланс усіх потоків випромі-
нювання, що підводяться до границі (у тому числі й перевідбитих всередині 
шару). Такі умови є системою двох інтегральних рівнянь типу Фредгольма 
другого роду. В загальному випадку кожне з рівнянь можна записати у 
вигляді 

 ·
0

ef rfr inc
0 0 0 0 0 0

1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) cos ,I t I t R I t d ′λ λ λ λ
Γ

′′ ′ ′ ′= + Γ
π ∫ gx g x g x g g x g g n( ) . 

 (4) 

Тут rfrIλ  – спектральна інтенсивність заломленого із зовнішнього середовища 

чи випроміненого з поверхні контактуючого непрозорого шару випромінюван-

ня; inc
0( , )Iλ
′x g  – інтенсивність випромінювання, що падає на границю зсереди-

ни шару в напрямку 0
′g ; 0 0( , , )Rλ

′′ ′x g g  – двоспрямована спектральна відби-

вальна здатність границі; n  – вектор нормалі до границі. Інтегрування про-
водиться по тілесному куту 2Γ = π  (

0
d ′Γg  – його елемент в напрямку 0

′g ). 

Якщо частково прозорий шар межує із прозорим зовнішнім середовищем, 
показник заломлення якого 1nλ ≈ , тоді 

 rfr 2
0 0 0( , , ) 1 ( , ) ( , , )sI t n R I tλ λ λ λ
′ ′ ′′ ′′= −x g x g x g[ ] , 

де 0( , )Rλ
′ ′′x g  – односпрямована відбивальна здатність границі тіла. Напрям-

ки 0
′g  і ′′g  пов’язані співвідношенням · ·

0 0sin , / sin , nλ
′ ′′ =g n g n( ) ( ) . На межі 

контакту з непрозорим шаром rfr op
0 0( , , ) ( , , )I t I tλ λ
′ ′=x g x g , де op

0( , , )I tλ
′x g  – ін-

тенсивність власного теплового випромінювання з поверхні непрозорого ша-
ру в частково прозорий. Її визначаємо через інтенсивність mI λ  випроміню-

вання в частково прозоре середовище абсолютно чорного тіла і характери-
зуємо односпрямованим спектральним ступенем чорноти 0( , )λ

′ε x g  поверхні: 

 op 2
0 0( , , ) ( , ) [ ( , )]bI t n I T tλ λ λ λ

′= εx g x g x . (5) 
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В умовах теплової рівноваги поверхні її поглинальні властивості теж 
визначаються параметром 0( , )λ

′ε x g . Тоді спектральну інтенсивність 
abs

0( , , )I tλ x g  поглинутого непрозорою поверхнею теплового випромінювання 

при інтенсивності падаючого на неї inc
0( , , )I tλ x g  випромінювання, враховуючи 

закон Кірхгофа [6] 0 0( , ) 1 ( , )Rλ λ
′ ′ε = −x g x g , виразимо так: 

 abs inc
0 0 0( , , ) 1 ( , ) ( , , )I t R I tλ λ λ

′= −x g x g x g[ ] . (6) 

 Якщо температура sT  джерела випромінювання істотно перевищує 

температуру T  в досліджуваному однорідному частково прозорому тілі, у 
літературі для опису поширення зовнішнього теплового випромінювання ви-
користовують квазістаціонарне рівняння переносу в наближенні невипромі-
нюючого матеріалу [6]. Його отримуємо з (2) при 0mI λ = . Розв’язок (2) у 

цьому випадку спрощується: 

 ef
0 0( , , ) ( , , ) exp ( )I t I tλ λ λ λθ = − θg x g . (7) 

Використання такого наближення дозволяє відокремити задачі визначення 
поля випромінювання і температури в частково прозорому тілі. Для частково 
прозорого шару пластини як «зовнішнє» виступає або випромінювання дже-
рела, якщо цей шар межує з зовнішнім середовищем зі сторони опромінення, 
або випромінювання з поверхні контактуючого непрозорого шару. Таке на-
ближення, за згаданих обмежень на температуру, застосовуємо і в другому 
випадку, оскільки максимум енергії теплового випромінювання непрозорого 
шару припадає на ближню і далеку область інфрачервоного діапазону, коли 
характер її поглинання є приповерхневим [4]. 
 Вплив «зовнішнього» випромінювання на частково прозорий шар можна 
охарактеризувати через тепловий чинник – об’ємні тепловиділення [4]. У на-
ближенні невипромінюючого матеріалу тепловиділення в частково прозорому 
шарі визначають поглинуту енергію «зовнішнього» теплового випромінюван-
ня, а їх вираз за відомими з розв’язку системи інтегральних рівнянь типу 

Фредгольма другого роду ефективними інтенсивностями efIλ  випромінюван-

ня на поверхнях буде 

 
0

ef
0

0

( , ) ( ) ( , , ) exp ( )Q t a I t d d
∞

λ λ λ
Γ

= − θ Γ λ∫ ∫ gx x x g . (8) 

 У непрозорому шарі процеси випромінювання і поглинання теплової 
енергії згідно з феноменологічною теорією вважаємо поверхневими, а ви-
промінену і поглинуту енергії характеризуємо відповідними потоками opq  і 

absq  на поверхнях. Їх вирази отримуємо інтегруванням співвідношень (5), (6) 

за спектром і в межах кута 2Γ = π : 

 
0

2
op 0

0

( , ) ( , )( ) ( , )mq t n I T t d d
∞

λ λ λ
Γ

′= ε Γ λ∫ ∫ gx x g x[ ] , (9) 

 
0

inc
abs 0 0

0

( , ) 1 ( , ) ( , , )q t R I t d d
∞

λ λ
Γ

′= − Γ λ∫ ∫ gx x g x g[ ] . (10) 

 Якщо ступінь чорноти поверхні вважати незалежною від напрямку 0g  

( ( )λ λ
′ε = ε x ) і довжини хвилі λ  (дифузно-сіра поверхня [4]), а показник за-

ломлення – незалежним від λ  (зокрема, рівними середньоінтегральним 
значенням в реальному спектральному діапазоні ( ) ( )λε = εx x , constn nλ = = ), 

то з (9) отримуємо вираз Стефана – Больцмана 2 4
op ( ) ( , ) ( , )q t n T t= ε σx x x  ( σ  

– стала Стефана – Больцмана) для потоку випроміненої теплової енергії. 
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Зауважимо, що для дифузно відбиваючих поверхонь (і непрозорих, і част-
ково прозорих тіл) справджуються співвідношення 0 0( , ) ( , )R Rλ λ

′ ′′= π =x g x g  

( )Rλ= x , де ( )Rλ x  – коефіцієнт дифузного відбивання, а для дифузно-сірих 

маємо ( ) ( )R Rλ =x x . Тоді вираз (10) теж спрощується. 

 Тепловий стан двошарової пластини визначаємо із системи рівнянь 
теплопровідності, які описують теплоперенос у шарах. При цьому тепловиді-
лення (8) у частково прозорому шарі розглядаємо як об’ємні джерела тепла: 

 , sem op,    sem, op ,    ,    0iі

T
T Q c Q Q Q

tε
∂

+ = ρ ∈ = =
∂

æ l
l l l l l l { } , (11) 

де ρl , læ , cεl  – густина, коефіцієнт теплопровідності та питома теплоєм-

ність шарів. Індекси « sem » і « op » стосуються відповідно частково прозоро-
го і непрозорого шарів. Тут і надалі кома означає диференціювання за 
відповідними координатами ix , а повторювані індекси – підсумовування. 
 Систему рівнянь теплопереносу доповнюємо граничними і контактними 
умовами, які формулюємо на основі умов неперервності нормальних скла-
дових векторів ( )q l  потоків тепла на поверхнях пластини і на межі поділу 

шарів (умов балансу теплових потоків), приймаючи на межі поділу припу-
щення про локальну теплову рівновагу між шарами (рівність їх темпера-
тур). При цьому на межі поділу шарів різної прозорості або на поверхні 
непрозорого шару розглядаємо також потоки opq  і absq , зумовлені випро-

міненням і поглинанням теплової енергії. Вигляд граничної умови на опро-
мінюваній поверхні пластини залежить від радіаційних властивостей шару 
зі сторони опромінення. Для непрозорого і частково прозорого шару такі 
умови відповідно будуть 

 ( ) ext ( ) ext
(op) op abs (sem)0,       0T Tq q q q q q+ + − = + = . (12) 

Тут ( )
( ) ,
T

i iq T n=l l læ , extq  – потоки, зумовлені теплопровідністю і теплообмі-

ном із зовнішнім середовищем (зокрема, конвективним за законом Ньютона 
ext ext( , ) ( ) ( , ) ( )q t T t T t= α −x x x[ ]l l , де ( )α xl  – коефіцієнти тепловіддачі з 
поверхонь шарів). Потоки випроміненої і поглинутої енергії визначаються 

згідно з (9), (10) (при inc
0 0( , , ) ( , , )sI t I tλ λ=x g x g ). Зауважимо, що на неопро-

мінюваній поверхні abs 0q = . 

 Контактні умови на межі поділу непрозорого і частково прозорого ша-
рів мають вигляд 
 op op, op abs sem sem, op sem( ) ( ) ,       i i i iT n q q T n T T+ − = =æ æ . (13) 

Назвемо їх умовами ідеального теплового контакту за врахування впливу 
випромінювання. 

Розглянемо двошарову нескінченну пластину (рис. 1), утворену шарами 
1 і 2 (з товщинами 1h  і 2h ). Пластина 
знаходиться під дією теплового випромі-
нювання інтенсивності ( )sIλ ν  від пара-

лельної до шарів нагрітої ізотермічної по-
верхні, температуру sT  якої вважаємо за-

даною. Тут cosν = ξ , а ξ  – гострі кути, 
що утворюють напрями падіння променів 
від поверхні з додатним напрямом осі Oz , 
спрямованої в напрямку зовнішньої норма-
лі до шару 2. Області 0z <  і z h>  (де 

1 2h h h= + ) зовнішнього середовища (по-
 

Рис. 1 
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вітря при сталій температурі 0T ) приймаємо прозорими для теплового ви-

промінювання (непоглинаючими), а поверхні пластини 0z =  і z h=  та ме-
жу поділу шарів 1z h=  – дифузно відбиваючими. 
 Будемо вважати, що теплове випромінювання нагрітої ізотермічної по-
верхні має дифузний характер (інтенсивність не залежить від кута ξ ), а 
згідно з (1) цю інтенсивність можна описати співвідношенням [4] 

 1
5

2 s

2
,             const

exp ( /( ) 1)
s

c
I k k

c T
λ

π
= =

λ λ −
. (14) 

Межу контакту 1z h=  моделюємо плоскою поверхнею із заданими на обох 
її сторонах радіаційними характеристиками матеріалів шарів. 
 При описі поширення випромінювання і теплового стану в пластині ви-
користовуємо підходи, запропоновані вище, зокрема, наближення невипро-
мінюючого матеріалу для частково прозорого шару. Вихідні співвідношення, 
що описують поширення випромінювання і теплоперенос в пластині, сфор-
мулюємо для двох варіантів опромінення двошарової пластини. 

Опромінення зі сторони непрозорого шару (див. рис. 2). У цьому 
випадку система інтегральних рівнянь (4), сформульована відносно ефек-

тивних інтенсивностей випромінювання (2)
1( , )I h+

λ ν , (2) ( , )I h−
λ ν , на поверхнях 

частково прозорого шару з дифузно відбиваючими поверхнями має вигляд 

 (2) (op) (rf) (2) (rf)
1 1 1( , ) ( , ) ( , ),    ( , ) ( , )I h I h t I h t I h I h t+ + − −

λ λ λ λ λν = + ν = , (15) 

де 

 
1

(rf) (2) (2) (2)
1

0

( , ) 2 ( , ) exp ( )I h t R I h d+ + −
λ λ λ ∗ ∗ λ ∗ ∗= ν ν − θ ν ν∫ / , 

 
1

(rf) (2) (2) (2) (2)
1 2

0

( , ) 2 ( , ) exp ( ) ,      I h t R I h d a h− − +
λ λ λ ∗ ∗ λ ∗ ∗ λ λ= ν ν − θ ν ν θ =∫ / , 

а інтенсивність теплового випромінення (op)
1( , )I h tλ  з поверхні непрозорого 

шару 1 в частково прозорий 2 задаємо, як і в (5): 

 (op) (1) 2 (1) (1)
1 1( , ) ( , ) ,     1bI h t n I T h t R+ + +

λ λ λ λ λ λ= ε ε = −[ ] . (16) 

Тут (2)R+
λ , (2)R−

λ  – коефіцієнти ди-

фузного відбивання на межі контакту 
та внутрішньої поверхні частково про-

зорого шару; (1)R+
λ , (1)+

λε  – коефіцієнти 

дифузного відбивання і ступінь чорно-
ти внутрішньої поверхні непрозорого 
шару. 
 Розв’язок системи (15) з ураху-
ванням однократного перевідбивання 
випромінювання в шарі 2 має ви-
гляд [7] 

 (2) op (2) op
1 1 1 1 1 2 1( , ) ( , ),      ( , ) ( , )I h A I h t I h A A I h t+ −

λ λ λ λν = ν = , (17) 

де 

 (2) (2)
1 2 3(2) (2) 2 (2)

3

1 ,       2 ( )
1 4 ( )

A A R E
R R E

−
λ λ+ −

λ λ λ

= = θ
− θ

, 

1

3
0

( ) exp ( )E x x d= µ − µ µ∫ /  – інтегро-експоненціальна функція. 

Рис. 2 
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Тепловиділення Q  в шарі 2 визначаємо зі співвідношення (8): 

 
1

(2)
1 1

0 0

( , ) 2 ( , ) exp ( )Q z t a I h a z h
∞

+
λ λ ∗ λ ∗= π ν − − ν +∫ ∫ /[ ]{  

 (2) ( , ) exp ( )I h a h z d d−
λ ∗ λ ∗ ∗+ ν − − ν ν λ/[ ]} . (18) 

 Теплові потоки abs (0)q , op (0, )q t  на поверхні 0z =  непрозорого шару, 

пов’язані з поглинанням випромінювання зовнішнього джерела та з ви-
проміненням з поверхні теплової енергії, задаємо виразами (9) і (10): 

 (s) abs
abs

0

(0) (1 ) sq R I d
∞

λ λ= π − λ∫ ,  

 (s)
op

0

(0, ) (0, )bq t I T t d
∞

λ λ= π ε λ∫ [ ] . (19) 

Тут (s)Rλ , (s)
λε  – коефіцієнт дифузного відбивання і ступінь чорноти цієї 

поверхні. Якщо поверхню розглядати як дифузно-сіру ( (s) (s)R Rλ = =  

const= , (s) (s) constλε = ε =  – середньо-інтегральні значення в реальному 

спектральному діапазоні), то враховуючи вирази (14) спектральної інтен-

сивності sIλ  випромінювання джерела та abs (s)(1 )s sI R Iλ λ λ= −  для спект-

ральної інтенсивності поглинутого випромінювання з (19) отримаємо 

 ( ) 4(s) 4 (s)
abs s op(0) (1 ) ,     0, (0, )q k R T q t T t= − σ = ε σ [ ] . (20) 

 Аналогічні теплові потоки op 1( , )q h t , abs 1( )q h  на межі контакту 1z h= , 

які визначаємо також з використанням (9) і (10), мають вигляд 

 (1) 2
op 1 1

0

( , ) ( , )bq h t n I T h t d
∞

+
λ λ λ= π ε λ∫ [ ] , (21) 

 
1

(1) (2) (2)
abs 1

0 0

( ) (1 ) ( , ) exp ( )q h R I h d d
∞

+ −
λ λ ∗ λ ∗ ∗ ∗= π − ν − θ ν ν ν λ∫ ∫ / , (22) 

де вираз для інтенсивності (2) ( , )I h−
λ ν  ефективного випромінювання з по-

верхні z h=  частково прозорого шару задається формулою (17). При се-
редньо-інтегральних значеннях у спектральному діапазоні ступеня чорноти 

(1) (1)+ +
λε = ε  та показника заломлення n nλ =  отримуємо випромінення за 

законом Стефана – Больцмана 

 
4(1) 2

op 1 1( , ) ( , )q h t n T h t+= ε σ[ ] . (23) 

 Тепловий стан пластини за сталих густин jρ  і теплофізичних харак-

теристик матеріалів шарів (коефіцієнти теплопровідності jæ , теплоємності 

jcε , 1, 2j = ) описуємо системою рівнянь (11), яка відносно відхилень 

0j jT Tθ = −  температури в пластині від початкової 0 constT =  має вигляд 

 
2

1 22

( , ) ( , ) ( , )1 ,   ( , ) 0,   ( , ) ( , )j j j

j j

z t z t Q z t
Q z t Q z t Q z t

tz

∂ θ ∂θ
− = − = =

ϖ ∂∂ æ
 (24) 

( j j j jcεϖ = ρ/æ  – коефіцієнти температуропровідності матеріалів шарів) з 

такими (при конвективному теплообміні, коли ext
0T T= ) контактно-крайо-

вими умовами: 
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 (s) 4 (s) 41
1 1 1 s

(0, )
(0, ) (1 ) (0, )

t
t k R T T t

z
∂θ

− α θ = − − σ + ε σ
∂

[ ]æ , 

 1 1 2 1
1 2

( , ) ( , )h t h t
z z

∂θ ∂θ
= +

∂ ∂
æ æ  

 ( )
1

(1) (2) (2)

0 0

(1 ) , exp ( )R I h d d
∞

+ −
λ ∗ λ ∗ ∗ ∗+ π − ν −θ ν ν ν λ −∫ ∫ /  

 (1) 2 4
1( , )n T h t+− ε σ [ ] , 

 1 1 2 1( , ) ( , )h t h tθ = θ , 

 2
2 2 2

( , )
( , ) 0

h t
h t

z
∂θ

+ α θ =
∂

æ . (25) 

 Опромінення зі сторони частково прозорого шару (див. рис. 3). Наве-
демо основні співвідношення, які необхідні для опису поширення випромі-
нювання в шарі 1 та теплопереносу в пластині у цьому випадку:  

 
Рис. 3 

• система інтегральних рівнянь для визначення ефективних інтенсив-
ностей (1) (0, )I+

λ ν , (1)
1( , )I h−

λ ν  на поверхнях частково прозорого шару 1: 

 (1) (rf) (rfr) (1) op (rf)
1 1 1(0, ) (0, ) ( ),    ( , ) ( , ) ( , )sI t I t I t I h t I h t I h t+ + − −

λ λ λ λ λ λ− = = + , (26) 

де (rfr) ( )sIλ ν  – інтенсивність заломленого зовнішнього випромінювання: 

 
2 (s)

(rfr) sem,1 sem,1

sem,1

(1 ) ( ),       0 ,
( )

0, 1,
s

s

n R I
I λ λ λ ∗

λ
∗

 − ξ ≤ ν ≤ νν =  ν < ν ≤
 

 
1

(rf) (1) (1) (1)
1

0

(0, ) 2 ( , ) exp ( )I t R I h d+ + −
λ λ λ ∗ ∗ λ ∗ ∗= ν ν −θ ν ν∫ / , 

 
1

(rf) (1) (1) (1) (1)
1 1

0

( , ) 2 (0, ) exp ( ) ,     I h t R I d h− − +
λ λ λ ∗ ∗ λ ∗ ∗ λ λ= ν ν −θ ν ν θ = α∫ / , 

 op (2) 2
1 1( , ) ( , )bI h t n I T h t−

λ λ λ λ= ε [ ] , 

 
2

cr cr
sem,1 sem,1 sem,1 sem,12

1 1cos 1 ,    cos ,    sin
nn

∗
λλ

− νξ = − ν = ξ ξ = , 

(1)R−
λ , (1)R+

λ , (s)Rλ  – коефіцієнти дифузного відбивання на межі контакту та 

внутрішньої і зовнішньої поверхонь частково прозорого шару 1; (2)R−
λ  – 

коефіцієнт дифузного відбивання та (2) (2)1 R+ −
λ λε = −  – ступінь чорноти 
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внутрішньої поверхні непрозорого шару 2. Розв’язок (26) за врахування од-
нократного перевідбивання випромінювання в шарі 1 буде [17] 

 (1) (rfr) op (1) op (rfr)
1 2 1 1 1 1 2(0, ) ( , ) ,    ( , ) ( , )I B I B I h t I h B I h t B I+ −

λ λ λ λ λ λν = + ν = +[ ] [ ] , 

 (1) (1)
1 2 3(1) (1) 2 (1)

3

1 ,      2 ( )
1 4 ( )

B B R E
R R E

−
λ λ+ −

λ λ λ

= = θ
− θ

; (27) 

• вирази теплових потоків, що характеризують випромінення з повер-
хонь 1z h=  і z h=  непрозорого шару 2 у частково прозорий шар 1: 

 (2) 2
op 1 1

0

( , ) ( , )bq h t n I T h t d
∞

−
λ λ λ= π ε λ∫ [ ] , (28) 

і в зовнішнє середовище: 

 (s)
op

0

( , ) ( , )bq h t I T h t d
∞

λ λ= π ε λ∫ [ ] , (29) 

де (s)
λε  – ступінь чорноти зовнішньої поверхні z h=  непрозорого шару; 

• вираз теплового потоку на межі контакту 1z h= , зумовленого погли-
нанням випромінювання непрозорим шаром 2: 

 
1

(2) (1) (1)
abs 1

0 0

( ) (1 ) (0, ) exp ( )q h R I d d
∞

− +
λ λ ∗ ∗ λ ∗ ∗= π − ν ν − θ ν ν λ∫ ∫ / . (30) 

Тут інтенсивність ( )(1) 0,I+
λ ν  ефективного випромінювання з поверхні 0z =  

частково прозорого шару визначаємо за формулою (26); 
• рівняннями теплопереносу в пластині є рівняння теплопровідності (24) 
з джерелами ( 2 0Q = ): 

 
1

(1)
1

0 0

( , ) 2 (0, ) exp ( )Q Q z t a I a z
∞

+
λ λ ∗ λ ∗= = π ν − ν +∫ ∫ /{  

 (1)
1 1( , ) exp ( )I h a h z d d−

λ ∗ λ ∗ ∗+ ν − − ν ν λ/[ ]} ; (31) 

• контактно-крайові умови (коли ext
0T T= ): 

 1
1 1 1

(0, )
(0, ) 0

t
t

z
∂θ

− α θ =
∂

æ , 

 1 1 2 1
1 2

( , ) ( , )h t h t
z z

∂θ ∂θ
= +

∂ ∂
æ æ  

 
1

(2) (1) (1)
1

0 0

(1 ) ( , ) exp ( )R I h d d
∞

− +
λ λ ∗ ∗ λ ∗ ∗+ π − ν ν − θ ν ν λ −∫ ∫ /  

 (2) 2
1

0

( , )bn I T h t d
∞

−
λ λ λ− π ε λ∫ [ ] , 

 1 1 0 1( , ) ( , )h t h tθ = θ , 

 ( )(s)2
2 2 2

0

( , )
( , ) , 0b

h t
h t I T h t d

z

∞

λ λ
∂θ

+ α θ + π ε λ =
∂ ∫ [ ]æ , (32) 

які, як і в попередньому випадку, можна записати в наближенні дифузно-
сірих поверхонь в пластині, враховуючи вирази для теплових потоків: 

 (2) 2 4 (s) 4
op 1 1 op( , ) ( , ) ,      ( , ) ( , )q h t n T h t q h t T h t−= ε σ = ε σ[ ] [ ] . (33) 



195 

Зазначимо, що за наявності в пластині непрозорого шару сформульовані 
контактно-крайові задачі про визначення температури в ній є нелінійними. 

Запишемо наближені співвідношення, що базуються на використанні 
узагальнених граничних умов для опису процесів теплопереносу в опромі-
нюваних пластинах з покриттями, в яких покриття та основа з товщинами 
відповідно 0h  та h  мають різну прозорість. 

 Будемо розглядати два варіанти: частково прозора пластина з непрозо-
рим покриттям (варіант 1) та непрозора пластина з частково прозорим по-
криттям (варіант 2). За вихідні вибираємо отримані вище співвідношення, 
які описують перенос випромінювання і теплоперенос в двошарових плас-
тинах з відповідними до варіантів 1 та 2 радіаційними властивостями 
складових. 

Для варіанту 1 перенос випромінювання досліджуємо лише в частко-
во прозорій основі. При цьому аналітичні вирази для ефективних інтенсив-
ностей випромінювання мають вигляд (17), а тепловиділення Q  в основі за 
ефективними інтенсивностями отримуємо за формулою (18) (тут і надалі 
нижній індекс «1» і верхній «(1)» замінюємо на «0» та «(0)», а індекси «2» та 
«(2)» опускаємо). Систему співвідношень (24), (25), що описує теплоперенос, 
розглядаємо в наближенні дифузно-сірих поверхонь основи і покриття при 
рівномірному за напрямком опроміненні. Тоді контактно-крайові умови 
будуть 

 (s) 4 (s) 40
0 0 0 s
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∂ ∂
æ æ  

 
1

(0)

0 0

(1 ) ( , ) exp ( )R I h a h d d
∞

+ −
λ λ ∗ λ ∗ ∗ ∗+ π − ν − ν ν ν λ −∫ ∫ /  

 (0) 2 4
0( , )n T h t+− ε σ [ ] , 

 0 0 0
( , )

( , ) ( , ),     ( , ) 0
h t

h t h t h t
z
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∂

æ . (34) 

Тут 0h h h= + , а величини та характеристики матеріалу без числових 

індексів стосуються пластини (основи). 
 Для варіанту 2, використовуючи аналітичні вирази (27) для ефектив-
них інтенсивностей випромінювання на поверхнях покриття, знаходимо 
згідно з (31) тепловиділення в ньому. Рівняннями теплопереносу є (24). Кра-
йові та контактні умови, отримані згідно з (32) в тому ж наближенні, що й 
для варіанту 1, мають вигляд 
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∂
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 Щоб отримати узагальнені граничні умови (умови теплообміну через 
покриття) для згаданих варіантів прозорості покриття та основи, застосує-
мо операторний метод. Здійснивши стандартні процедури цього методу, ви-
кладені в роботах [10, 13, 17, 18], отримаємо умови такого вигляду 
 – для варіанту 1 (непрозоре покриття на частково прозорій основі): 

 
4(0) 20 0

0 abs 0

( , ) ( , )
( , ) ( )

h t h t
n T h t q h

t z
+∂θ ∂θ λ − + σε − − ∂ ∂

[ ]æ  

 
4(0) (0) 4

0 0 0 s( , ) ( , ) 0h t T h t k T− −− α θ + σε − σε =[ ] ,  (36) 

де 0 0hλ = æ  – зведена термо(тепло)провідність; 

 – для варіанту 2 (частково прозоре покриття на непрозорій основі): 
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0 0
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. 

В обох випадках для визначення температури в пластині отримуємо 
нелінійні граничні задачі. 

Застосовність отриманих тут наближених співвідношень для визначен-
ня температури в опромінюваних пластинах з покриттями з урахуванням 
поглинання і випромінення теплової енергії потребує додаткових дослід-
жень, зокрема, залежно від радіаційних властивостей покриття і основи. Їх 
проведемо для опромінюваної непрозорої пластини з частково прозорим 
покриттям (варіант 2), порівнюючи в числовому експерименті розраховані 
значення температури зі знайденими з розв’язку точної задачі про дослід-
ження теплопереносу у відповідній двошаровій пластині (тобто із розв’язку 
контактно-крайової задачі (24), (32)). При цьому нелінійну крайову задачу 
розв’язуватимемо за тією ж методикою, що й контактно-крайову в роботі [17] 
(метод скінченних різниць із застосуванням процедури квазілінеаризації 
граничних і контактних умов).  

Для числових досліджень розподілів тепловиділень і температури в 
пластині (в усталеному тепловому режимі) за матеріал основи вибирали 
сталь Х18Н9ТЛ, а покриття – скло С95-3 або скло BS-37A. Товщину основи 

вважали сталою – 10h = мм, а товщину покриття змінювали – 4
0 3 10h −= ⋅ , 

4 35 10 , 10− −⋅ м.  
Спектральні коефіцієнти поглинання згаданих видів скла апроксимува-

ли кусково-сталими функціями [4] 1 th

2 th

, 0 ,

, ,

  a
a

aλ
< λ < λ=  λ < λ < ∞

 де thλ  – порого-

ві довжини хвиль. Спектральні коефіцієнти дифузного відбивання повер-

хонь шарів 1 та 2 (покриття та основи) приймали однаковими: (s)Rλ =  
(1) (1)R R+ −

λ λ= = . Ці характеристики та показники заломлення nλ  вважали 

рівними їх середньоінтегральним значенням R  і n  у спектральному діапа-

зоні 50 10−÷ м. Розглядали температури випромінюючої поверхні s 1000T = , 

2000, 3000К. В усіх випадках інтегральний потік випромінювання від неї в 

напрямку шарів s
0

sI I d
∞

λ= λ∫  вибирали однаковим і таким, що дорівнює 

потоку при 1000 К, за рахунок вибору коефіцієнта k  у виразі (14) для ін-
тенсивності випромінювання поверхні (джерела випромінювання): k =  

0.04, 0.0025, 0.0005=  відповідно при s 1000, 2000, 3000T = К. При цьому 
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температури в шарах за дії випромінювання розглядуваної інтенсивності 
протягом 4 год не перевищували температур трансформації вибраних видів 
скла – 730  і 720К [2, 19].  

Теплофізичні jæ , jϖ , jα  характеристики матеріалів шарів вважали 

сталими (середньоінтегральними на проміжку 20 400÷ °С). 
Згідно з [2, 4, 7, 9, 15, 19] теплофізичні та радіаційні характеристики 

матеріалів шарів вибирали наступними 
– скло С95-3: 

 0.02R = , 6
th 2.73 10−λ = ⋅ м, 1 150a = м–1, 2 900а = м–1, 

 1.6=æ Вт/(м ⋅ К),  78 10−ϖ = ⋅ м2/с,  26.4α = Вт/(м2
 ⋅ К), 

– скло BS-37A: 
0.02R = , 1.66n = , 6

th 4.8 10−λ = ⋅ м, 1 70a = м–1, 2 900а = м–1, 

1.38=æ Вт/(м ⋅ К),  75.7 10−ϖ = ⋅ м2/с, 22.4α = Вт/(м2
 ⋅ К),  

– сталь Х18Н9ТЛ: 
0.2ε = , 16.7=æ Вт/(м ⋅ К), 64.22 10−ϖ = ⋅ м2/с, 50α = Вт/(м2

 ⋅ К). 
 На рис. 4 показано розподіли тепловиділень 0 0( ) ( ) (0)Q z Q z Q∗ = /  в част-

ково прозорому покритті з товщинами 4
0 3 10h −= ⋅ м (рис. 4а, рис. 4б) і 

3
0 10h −= м (рис. 4в, рис. 4г) при температурах джерела опромінення 

s 1000, 3000T = К для скла С95-3 суцільними лініями, а для скла BS-37A – 
штриховими. Криві обчислено при значеннях коефіцієнта відбивання на 

межі контакту (0) 0.02R+ =  і (0) 0.8R+ = . 

  
 а) б) 

  
 в) г) 

Рис. 4 
Бачимо, що нерівномірність розподілу тепловиділень зростає зі змен-

шенням температури джерела опромінення і суттєво залежить від значен-
ня коефіцієнта відбивання на межі контакту. Вона більша в покритті зі скла 
С95-3. При нагріві джерелами з температурою 3000К за значення коефіці-

єнта відбивання на межі контакту (0) 0.8R+ = , що відповідає коефіцієнту 
відбивання поверхні сталевої основи, тепловиділення розподілені практично 
рівномірно. 
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 На рис. 5 – рис. 7 показано розподіли температури в пластині з по-

криттям зі скла BS-37A з товщинами 3 4 4
0 10 , 5 10 , 3 10h − − −= ⋅ ⋅ м при темпе-

ратурах джерела опромінення s 1000, 3000T = К. Штрихові лінії розраховані 

за наближеними, а суцільні – за точними співвідношеннями при значенні 

коефіцієнта відбивання на межі контакту (0) 0.02R+ = .  

  
 Рис. 5  Рис. 6 

 
Рис. 7 

Розподіли температури в пластині з покриттям зі скла С95-3 для тих 
самих товщин покриття зображені на рис. 8 – рис. 10 відповідно. 

  
 Рис. 8  Рис. 9 

 
Рис. 10 
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Рис. 5 – рис. 10 демонструють, що точність визначення температури в 
основі опромінюваної пластини за наближеними співвідношеннями зростає 
зі зменшенням товщини покриття, як і у випадку конвективного нагрівання 
[25]. За фіксованої товщини покриття з вибраних матеріалів вона незначно 
залежить від температури джерела випромінювання (різниця між точними 
та наближеними значеннями зростає при зменшенні температури джерела 
від 3000  до 1000 К). Більші різниці отримуємо для покриття зі скла С95-3, 
яке інтенсивніше поглинає теплову енергію, ніж скло BS-37A. Найбільшу 
різницю при визначенні температури маємо на тильній поверхні основи. 

При досліджуваних товщинах покриття з розглядуваних матеріалів і 
температур джерела випромінювання перепад температури в покритті не 

перевищує 3 К при (0) 0.02R+ =  і 0.5К при (0) 0.8R+ =  (розрахунок за точ-
ною задачею). Тому оцінку температури в частково прозорому покритті 
можна наближено проводити без використання формул відновлення за тем-
пературою фізичної поверхні основи. 

Вище розглянуто покриття з поглинальними властивостями скла С95-3: 
6

th 2.73 10−λ = ⋅ м, 1 150a = м–1, 2 900а = м–1 і скла BS-37A: 6
th 4.8 10−λ = ⋅ м, 

1 70a = м–1, 2 900а = м–1. Встановлено, що різниця між точними та наближе-
ними значеннями при визначенні температури в основі опромінюваної 
пластини більша, якщо матеріал покриття (фіксованої товщини) має вищі 
поглинальні властивості. З метою більш детального дослідження цієї тен-
денції слід розглянути сильнопоглинаючі покриття. Зважаючи на те, що 
дані про поглинальні властивості частково прозорих матеріалів у довідковій 
літературі обмежені, розглянемо покриття з гіпотетичного матеріалу, теп-
лофізичні властивості якого (окрім радіаційних) приймемо такими ж, як у 
скла BS-37A, а радіаційні наступними:  

 (0) 0.02R+ = , 1.66n = , 6
th 4.8 10−λ = ⋅ м, 1 400a = м–1, 2 900а = м–1.  

Тобто значення коефіцієнта поглинання у спектральному діапазоні нижче 

порогової довжини хвилі 6
th 4.80 10−λ = ⋅ м збільшили від 70м–1 до 400м–1. 

   

 Рис. 11  Рис. 12 

 

Рис. 13 
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Для пластини з такими властивостями покриття розраховані за набли-
женими та точними співвідношеннями розподіли температур для покриття з 

товщинами 3 4 4
0 10 , 5 10 , 3 10h − − −= ⋅ ⋅ м зображено на рис. 11 – рис. 13 при 

температурах джерела опромінення s 1000, 3000T = К (позначення кривих 

такі ж, як на рис. 8 – рис. 10).  
Бачимо, що отримано значні різниці при розрахунку температури в 

основі навіть у випадку пластин з дуже тонким покриттям товщини 0h =  
45 10−= ⋅ м чи 4

0 3 10h −= ⋅ м. Це свідчить про незастосовність методики до-

слідження теплопереносу в тілах з покриттями, що базується на вико-
ристанні узагальнених умов теплообміну через покриття для опромінюва-
них пластин з сильнопоглинаючим покриттям. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ И ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕПЛОПЕРЕНОСА В ПЛАСТИНАХ 
С ТОНКИМИ ПОКРЫТИЯМИ ПРИ УЧЕТЕ ВЛИЯНИЯ ИЗЛУЧЕНИЯ  
 
Выведены приближенные соотношения, которые базируются на использовании 
обобщенных граничных условий (условий теплообмена через покрытие) для опи-
сания процессов теплопереноса в облучаемых пластинах с покрытиями. Исследо-
вана их применимость в зависимости от радиационных характеристик покры-
тия и подложки. 
 
MODELING AND INVESTIGATION OF HEAT TRANSFER IN PLATES WITH THIN 
COATINGS IN VIEW OF RADIATION EFFECT  
 
Approximate relations obtained with use of generalized boundary conditions (conditions 
of heat exchange through the cover) to describe the heat transfer processes in irradiated 
plates with coatings are written. Boundary conditions applicability dependent on 
radiative properties of coating and base are investigated. 
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ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів 28.07.11 
 


