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ПРО ЧАСТКОВУ ПОПЕРЕДНЮ ГРУПОВУ КЛАСИФІКАЦІЮ НЕЛІНІЙНОГО 
П’ЯТИВИМІРНОГО РІВНЯННЯ Д’АЛАМБЕРА 
 

З використанням неспряжених підгруп групи Пуанкаре (1, 4)P  проведено 
часткову попередню групову класифікацію нелінійного п’ятивимірного рів-
няння Д’Аламбера. Наведено короткий огляд отриманих результатів. 

 
На сьогодні опубліковано багато наукових праць, присвячених груповій 

класифікації диференціальних рівнянь, які широко використовуються в 
теоретичній і математичній фізиці, механіці, газовій динаміці тощо. З дета-
лями стосовно цього питання можна ознайомитись у [4, 7, 8, 13–15, 17, 20, 
24–33] (див. також цитовану там літературу). 

Започаткована ця тематика у 1881 р. працею S. Lie [26], у якій була 
розв’язана проблема групової класифікації лінійного двовимірного рівняння 
гіперболічного типу. 

Л. В. Овсянніков в [7] запропонував регулярний метод для класифікації 
диференціальних рівнянь з нетривіальною симетрією і провів повну групо-
ву класифікацію класу рівнянь нелінійної теплопровідності. 

Лінійні та нелінійні рівняння Д’Аламбера в просторах різних розмір-
ностей використовуються при розв’язуванні різних задач диференціальної 
геометрії, теорії нелінійних хвиль, теоретичної і математичної фізики (див., 
наприклад, [1–3, 5, 6, 18, 21–23]). 

Ця праця присвячена попередній груповій класифікації певного класу 
нелінійних п’ятивимірних рівнянь Д’Аламбера в просторі (1, 4) ( )M R u×  з 
використанням неспряжених підгруп [9, 10, 19] групи Пуанкаре (1, 4)P . Тут 
і надалі (1, 4)M  – п’ятивимірний простір Мінковського, ( )R u  – дійсна вісь 
змінної u . 

1. Алгебра Лі групи (1, 4)P . Група Пуанкаре (1, 4)P  є групою поворотів 

і зсувів простору (1, 4)M . Вона використовується при розгляді різних задач 
теоретичної і математичної фізики (див., наприклад, [6, 12]). 

Алгебра Лі групи (1, 4)P  задається 15 базисними елементами Mµν =  

,  , 0,1,2,3, 4Mνµ= − µ ν = , і , 0,1,2,3, 4Pµ
′ µ = , які задовольняють комутаційні 

співвідношення 

 , 0P Pµ ν
′ ′ =[ ] , 

 ,M P g P g Pµν σ µσ ν νσ µ
′ ′ ′ ′= −[ ] , 

 ,M M g M g M g M g Mµν ρσ µρ νσ νσ µρ νρ µσ µσ νρ
′ ′ ′ ′ ′ ′= + − −[ ] , 

де ,  , 0,1,2,3, 4gµν µ ν = , – метричний тензор з компонентами 00 11g g= − =  

22 33 44 1g g g= − = − = − =  і 0gµν =  при µ ≠ ν . Тут і надалі M iMµν µν
′ = . 

У цій роботі розглядатимемо таке зображення для алгебри Лі групи 
(1, 4)P : 

 0 1 2
0 1 2

,         ,         P P P
x x x
∂ ∂ ∂′ ′ ′= = − = −

∂ ∂ ∂
, 

 3 4
3 4

,      ,      ( )P P M x P x P
x x µν µ ν ν µ
∂ ∂′ ′ ′ ′ ′= − = − = − −

∂ ∂
. 
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Надалі перейдемо від Mµν
′  і Pµ

′  до таких лінійних комбінацій: 

 40 1 32 2 31 3 21,       ,       ,      G M L M L M L M′ ′ ′ ′= = = − = , 

 4 0 4 0,        ,       1,2,3a a a a a aP M M C M M a′ ′ ′ ′= − = + = , 

 0 4 0 4
0 4,       ,      1,2,3,      

2 2k k

P P P P
X X P k X

′ ′ ′ ′− +′= = = = . 

2. Попередня групова класифікація нелінійного п’ятивимірного рів-
няння Д’Аламбера. Розглянемо клас нелінійних п’ятивимірних рівнянь 
Д’Аламбера вигляду 

 5 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4( , , , , , , , , , , )u F x x x x x u u u u u u=W , (1) 

де 
2 2 2 2 2

5 2 2 2 2 2
0 1 2 3 4x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂≡ − − − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

W  – оператор Д’Аламбера в просторі 

(1, 4)M ; F  – довільна гладка функція, 0 1 2 3 4( , , , , )u u x x x x x= ; uu
xµ

µ

∂=
∂

, 

0,1,2,3, 4µ = . 
Метою цієї праці є попередня групова класифікація класу рівнянь (1). 
Кожне перетворення з конформної групи (1, 4)C  простору (1, 4)M  нале-

жить до групи еквівалентності класу (1). Для попередньої групової класифі-
кації обмежимося підгрупою (1, 4)P  групи (1, 4)C : використаємо неспряжені 
підалгебри [9, 10, 19] алгебри Лі групи (1, 4)P  (спряження розглядаємо від-
носно групи (1, 4)P ) та нееквівалентні функціональні базиси диференціаль-
них інваріантів першого порядку [11, 16] цих підалгебр. 

На сьогодні описані класи рівнянь вигляду (1), інваріантні відносно всіх 
неспряжених підгруп групи (1, 4)P . Неспряжені підгрупи групи (1, 4)P  
мають нееквівалентні функціональні базиси диференціальних інваріантів 
першого порядку розмірностей 2,3 ,10… . Побудовані класи рівнянь можна 
записати у такому вигляді: 

 
15 1 2( , , , )tu J J J= Φ …W , (2) 

де Φ  – довільна гладка функція, 
11 2, , , tJ J J…{ } , 1 2,3, ,10t = … , – нееквіва-

лентні функціональні базиси диференціальних інваріантів першого порядку 
неспряжених підгруп групи (1, 4)P . 

Наводимо короткий огляд отриманих результатів. 
Існує один двовимірний нееквівалентний функціональний базис дифе-

ренціальних інваріантів першого порядку неспряжених підгруп групи 
(1, 4)P . Йому відповідає клас рівнянь вигляду (2). Нижче для цього класу 

наведемо базисні елементи відповідної йому неспряженої підалгебри алгеб-
ри Лі групи (1, 4)P  та побудований клас рівнянь 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3 0 1 2 3 4, , , , , , , , , , , , , ,G C C C L L L P P P X X X X X : 

 2 2 2 2 2
5 0 1 2 3 4( , )u u u u u u u= Φ − − − −W , 

 ,        0,1,2,3, 4uu
xµ

µ

∂= µ =
∂

. 

Існує 7 тривимірних нееквівалентних функціональних базисів дифе-
ренціальних інваріантів першого порядку неспряжених підгруп групи 

(1, 4)P . Їм відповідає 7 класів рівнянь виду (2). Нижче для деяких з цих 
класів наведемо базисні елементи відповідних їм неспряжених підалгебр 
алгебри Лі групи (1, 4)P  та побудовані класи рівнянь 
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 1. 3 3 3 0 1 2 3 4, , , , , , , ,G P C L X X X X X : 

 2 2 2 2 2
5 1 2 0 3 4( , , )u u u u u u u= Φ + − −W , 

 2. 3 1 2 0 1 2 3 4, , , , , , , ,G L P P X X X X X : 

 2 2 2 2
5 3 0 1 2 4( , , )u u u u u u u= Φ − − −W , 

 3. 1 2 3 0 1 2 3 4, , , , , , , ,G L L L X X X X X : 

 2 2 2 2 2
5 0 4 1 2 3( , , )u u u u u u u= Φ − + +W , 

 4. 1 2 3 1 1 2 2 3 3 0 1 2 3 4, , , , , , , , , ,L L L P C P C P C X X X X X− − − : 

 2 2 2 2
5 4 0 1 2 3( , , )u u u u u u u= Φ − − −W , 

 5. 1 2 3 1 2 3 0 1 2 3 4, , , , , , , , , ,L L L P P P X X X X X : 

 2 2 2 2 2
5 0 4 0 1 2 3 4( , , )u u u u u u u u u= Φ − − − − −W . 

Існує 23 чотиривимірні нееквівалентні функціональні базиси диферен-
ціальних інваріантів першого порядку неспряжених підгруп групи (1, 4)P . 
Їм відповідає 23 класи рівнянь вигляду (2). Нижче для деяких з цих класів, 
наведемо базисні елементи відповідних їм неспряжених підалгебр алгебри 
Лі групи (1, 4)P  та побудовані класи рівнянь 

 1. 3 3 1 2 3 4, , , , , ,G P L X X X X : 

 2 2 2 2 20 4
5 1 2 0 3 4

0 4
, , ,
x x

u u u u u u u
u u

+ = Φ + − − − 
W , 

 2. 1 2 3 1 2 3 4, , , , , , ,G L L L X X X X : 

 2 2 2 2 2
5 0 4 0 4 0 4 1 2 3( , ( )( ), , )u u x x u u u u u u u= Φ + + − + +W , 

 3. 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , ,G C C C L L L P P P : 

 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2
5 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4( ) , ,u x x x x x u u u u u u= Φ − − − − − − − −( /W , 

 0 0 1 1 2 2 3 3 4 4x u x u x u x u x u+ + + + ) , 

 4. 3 0 2 3 1 2 3 4, , , , , ,P X P P X X X X+ : 

 2 2 2 2 2
5 1 0 4 0 4 0 4 0 1 2 3 4, ( )( ), ,u u u x x u u u u u u u u u= Φ + + − − − − − −( )W , 

 5. 3 3 0 1 2 3 4, , , , , ,L P X X X X X : 

 2 2 2 2 2 2 2
5 0 4 1 2 0 1 2 3 4( , , , )u u u u u u u u u u u= Φ − + − − − −W . 

Існує 62 п’ятивимірні нееквівалентні функціональні базиси дифе-
ренціальних інваріантів першого порядку неспряжених підгруп групи 

(1, 4)P . Їм відповідає 62 класи рівнянь виду (2). Нижче для деяких з цих 
класів наведемо базисні елементи відповідних їм неспряжених підалгебр 
алгебри Лі групи (1, 4)P  та побудовані класи рівнянь 
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 1. 1 2 3 0 4, , , , ,G L L L X X : 

 2 2 2 1 2 2 2
5 1 2 3 1 1 2 2 3 3 0 4( ) , , ,u x x x u x u x u x u u u= Φ + + + + −( /W , 

 2 2 2
1 2 3u u u+ + ) , 

 2. 3 3 3 0 1 2 3 4, , , , , , 2P C eL X X X X X e+ + > : 

 2 2 2 2 1 3
5 0 1 2 3 4

2 4
, , , , 2 arctan arctan

u u
u u u u u u u e

u u
 = Φ + + − 
 

W , 

 3. 3 3 3 3 1 2 4 3, , , , , , 0G a X L P X X X a+ < : 

 2 2 2 2 20 4
5 0 3 4 1 2

0 4
, , ,
u u

u u u u u u u
x x

−= Φ − − + +
W , 

 0 4
3 3 0 4 3

0 4
ln ( )

x x
x a x x u

u u
+ − + + − 

, 

 4. 1 3 2 3 1 2 4, , , , ,P X P P X X X+ : 

 5 0 4 1 0 4 3 0 4 3 0 4, , ( ) ( ) ,u x x u u u u x x x u u u= Φ + − − − + −(W , 

 2 2 2 2 2
0 1 2 3 4u u u u u− − − − ) , 

 5. 3 3 3 1 2, , , , ,G P C L X X : 

 2 2 2 1 2
5 0 3 4 0 0 3 3 4 4( ) , ,u x x x u x u x u x u= Φ − − + +(W / , 

 2 2 2 2 2
1 2 0 3 4,u u u u u+ − − ) . 

Існує 108 шестивимірних нееквівалентних функціональних базисів ди-
ференціальних інваріантів першого порядку неспряжених підгруп групи 

(1, 4)P . Їм відповідає 108 класів рівнянь виду (2). Нижче для деяких з цих 
класів наведемо базисні елементи відповідних їм неспряжених підалгебр 
алгебри Лі групи (1, 4)P  та побудовані класи рівнянь. 

 1. 3 3 1 2 4, , , , , 0L eG P X X X e+ > : 

 0 4 0 4 1
5 3 3 0 4

0 4 0 4 2
, , , arctan ln( )
x x u u u

u u x u e x x
u u x x u

+ −= Φ + + + − +
W , 

 2 2 2 2 2
1 2 0 3 4,u u u u u + − − 


, 

 2. 3 3 1 2, , , ,G P C X X : 

 2 2 2 1 2
5 0 3 4 0 0 3 3 4 4( ) , ,u x x x u x u x u x u= Φ − − + +( /W , 

 2 2 2
1 2 0 3 4, ,u u u u u− − ) , 

 3. 3 3 1 2 1 4 3, , , , , 0G a X P P X X a+ < : 

 0 4 0 4
5 3 3 0 4 2 2

0 4 0 4
ln ( ), , ,

x x u u
u x a x x u x u

u u x x
+ −= Φ − + + − +

W , 

 2 2 2 2
3 0 1 2 4,u u u u u − − − 


, 
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 4. 3 3 3 0 4 1 2 3 0 42 ( ), , , , , 0P C L X X X X X X X+ + + α + − α < : 

 2 2 2 23
5 0 0 1 2 3 4 1 4 2 3

4
, arctan 2 , , , ,

u
u u x u u u u u u u u u

u
 = Φ α − + + − 
 

W , 

 5. 1 2 3 1 4, , , ,P P P X X : 

 2 2 3 3
5 0 4

0 4 0 4 0 4 0 4
, , ,

x u x u
u x x u

x x u u x x u u
= Φ + + + + − + −

W , 

 2 2 2 2 2
0 4 0 1 2 3 4,u u u u u u u − − − − − 


. 

Існує 136 семивимірних нееквівалентних функціональних базисів ди-
ференціальних інваріантів першого порядку неспряжених підгруп групи 

(1, 4)P . Їм відповідає 136 класів рівнянь виду (2). Нижче для деяких з цих 
класів наведемо базисні елементи відповідних їм неспряжених підалгебр 
алгебри Лі групи (1, 4)P  та побудовані класи рівнянь 

 1. 1 2 3, , ,G L L L : 

 2 2 1 2 2 2 2 1 2
5 0 4 1 2 3 1 1 2 2 3 3( ) , ( ) , ,u x x x x x u x u x u x u= Φ − + + + +( / /W , 

 2 2 2 2 2
0 4 0 4 0 4 1 2 3( )( ), ,x x u u u u u u u+ + − + + ) , 

 2. 3 1 2 3, , , , 0L eG X X X e+ > : 

 2 2 1 2 2 2 2 2
5 0 4 0 4 0 4 3 0 4 1 2( ) , , ( )( ), , ,u x x u x x u u u u u u u= Φ − + + − +


/W , 

 1
0 4

2
arctan ln ( )

u
e u u

u
− + 

, 

 3. 3 3 3, , ,G P C L : 

 2 2 1 2 2 2 2 1 2
5 1 2 0 3 4 1 2 2 1( ) , ( ) , ,u x x x x x u x u x u= Φ + − − −( / /W , 

 2 2 2 2 2
0 0 3 3 4 4 1 2 0 3 4, ,x u x u x u u u u u u+ + + − − ) , 

 4. 1 1 1 2 2 2 3 3 3 3 3 3
1 1 1 1( ), ( ), ( ), ( )
2 2 2 2

L P C L P C L P C L P C+ + + + + + − + : 

 2 2 2 2 1 2
5 0 0 1 2 3 4 1 1 2 2 3 3 4 4, , , ( ) ,u x u u x x x x x u x u x u x u= Φ + + + + + +( /W , 

 2 2 2 2
1 2 2 1 4 3 3 4 1 2 3 4,x u x u x u x u u u u u− + − + + + ) , 

 5. 1 2 3, , ,G P P P : 

 2 2 2 2 2 1 2 0 4 0 4
5 0 1 2 3 4 1 1

0 4 0 4
( ) , , ,

x x x x
u x x x x x u x u

u u u u
+ += Φ − − − − + − −

/W , 

 2 2 2 2 20 4 0 4
2 2 3 3 0 1 2 3 4

0 4 0 4
, ,

x x x x
x u x u u u u u u

u u u u
+ + + + − − − − − − 

. 

Існує 89 восьмивимірних нееквівалентних функціональних базисів ди-
ференціальних інваріантів першого порядку неспряжених підгруп групи 

(1, 4)P . Їм відповідає 89 класів рівнянь виду (2). Нижче для деяких з цих 
класів наведемо базисні елементи відповідних їм неспряжених підалгебр 
алгебри Лі групи (1, 4)P  та побудовані класи рівнянь 
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 1. 3 3, ,G P L : 

 2 2 1 2 2 2 2 1/2 0 4
5 1 2 0 3 4 1 2 2 1

0 4
( ) , ( ) , , ,

x x
u x x x x x u x u x u

u u
+= Φ + − − − −

/W , 

 2 2 2 2 20 4
3 3 1 2 0 3 4

0 4
, ,

u u
x u u u u u u

x x
− + + − − + 

, 

 2. 3 3 4, , , 0L eG P X e+ > : 

 2 2 1 2 0 4 0 4
5 1 2 1 2 2 1 3 3

0 4 0 4
( ) , , , ,

x x u u
u x x u x u x u x u

u u x x
+ −= Φ + − + − +

/W , 

 2 2 2 2 21
0 4 1 2 0 3 4

2
arctan ln ( ), ,

u
d x x u u u u u

u
+ + + − − 

, 

 3. 3 3 3 0 4, ,P C L X X+ + : 

 2 2 1 2 2 2 1 2
5 1 2 3 4 1 2 2 1 3 4 4 3( ) , ( ) , , ,u x x x x u x u x u x u x u= Φ + + − −( / /W , 

 2 2 2 2
0 1 2 3 4, ,u u u u u+ + ) , 

 4. 3 3 3 1 2, , , 2P C eL X X e+ + > : 

 2 2 1 2 3 1
5 0 3 4 3 4 4 3

4 2
, ( ) , , , arctan 2arctan

x u
u x x x u x u x u e

x u
= Φ + − −


/W , 

 2 2 2 2
0 1 2 3 4, ,u u u u u+ + ) , 

 5. 3 3, ,G L X : 

 2 2 1 2 2 2 1 2
5 0 4 1 2 1 2 2 1 0 4 0 4( ) , ( ) , , , ( )( )u x x x x u x u x u x x u u= Φ − + − + +( / /W , 

 2 2 2 2
3 0 4 1 2, ,u u u u u− + ) . 

Існує 49 дев’ятивимірних нееквівалентних функціональних базисів ди-
ференціальних інваріантів першого порядку неспряжених підгруп групи 

(1, 4)P . Їм відповідає 49 класів рівнянь виду (2). Нижче для деяких з цих 
класів наведемо базисні елементи, відповідних їм неспряжених підалгебр 
алгебри Лі групи (1, 4)P  та побудовані класи рівнянь. 

 1. 1 2,P P : 

 2 2 2 2 1 2
5 3 0 4 0 1 2 4, , ( ) ,u x x x x x x x u= Φ + − − −( /W , 

 1 0 4 1 0 4 2 0 4 2 0 4( ) ( ), ( ) ( )u x x x u u u x x x u u+ + − + + − , 

 2 2 2 2
3 0 4 0 1 2 4, ,u u u u u u u− − − − ) , 

 2. 3 3 3 0 42 ,P C L X X+ + + : 

 2 2 1 2 2 2 1 2
5 1 2 3 4 1 4 2 3 1 2 2 1( ) , ( ) , , ,u x x x x x x x x u x u x u= Φ + + − −( / /W , 

 2 2 2 2
3 4 4 3 0 1 2 3 4, , ,x u x u u u u u u− + + ) , 
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 3. 3 3 4,L P X− : 

 2 2 1 2 1 3
5 0 4 1 2 1 2 2 1

2 0 4
, ( ) , arctan , ,

x x
u x x x x u x u x u

x x x
= Φ + + + − +

/W , 

 2 2 2 2 23 3
0 4 1 2 0 3 4

0 4 0 4
, , ,

x u
u u u u u u u

x x u u
+ − + − − + − 
, 

 4. 3 3,L P : 

 2 2 1 2 2 2 2 1 2
5 0 4 1 2 0 3 4 1 2 2 1, ( ) , ( ) , ,u x x x x x x x u x u x u= Φ + + − − −( / /W , 

 2 2 2 2 2
0 4 3 0 4 3 0 4 1 2 0 3 4( ) ( ) , , ,x x u u u x u u u u u u u+ + − − + − − ) , 

 5. 3,G P : 

 2 2 2 1 2 0 4 0 4
5 1 2 0 3 4 3 3

0 4 0 4
, , ( ) , , ,

x x u u
u x x x x x u x u

u u x x
+ −= Φ − − + − +

/W , 

 2 2 2
1 2 0 3 4, ,u u u u u− − ) . 

Існує 20 десятивимірних нееквівалентних функціональних базисів ди-
ференціальних інваріантів першого порядку неспряжених підгруп групи 

(1, 4)P . Їм відповідає 20 класів рівнянь виду (2). Нижче для деяких з цих 
класів наведемо базисні елементи відповідних їм неспряжених підалгебр 
алгебри Лі групи (1, 4)P  та побудовані класи рівнянь. 

 1. 3 , 0L eG e+ > : 

 2 2 1 2 2 2 1 2 1
5 3 0 4 1 2 0 4

2
, ( ) , ( ) , ln ( ) arctan

x
u x x x x x x x e

x
= Φ − + + +


/ /W , 

 2 2 2 2
0 4 0 4 1 2 2 1 3 0 4 1 2, ( )( ), , , ,u x x u u x u x u u u u u u+ + − − + ) , 

 2. 3 3 3 , 2P C eL e+ + > : 

 2 2 1 2 2 2 1 2 1 3
5 0 1 2 3 4

2 4
, ( ) , ( ) , 2 arctan arctan ,

x x
u x x x x x e u

x x
= Φ + + −


/ /W , 

 2 2 2 2
1 2 2 1 3 4 4 3 0 1 2 3 4, , , ,x u x u x u x u u u u u u− − + + ) , 

 3. 3P : 

 2 2 2 1 2
5 1 2 0 4 0 3 4 0 4, , , ( ) , ,u x x x x x x x u u u= Φ + − − −( /W , 

 2 2 2
0 4 3 0 4 3 1 2 0 3 4( ) ( ) , , ,x x u u u x u u u u u+ + − − − ) , 

 4. G : 

 2 2 1 2
5 1 2 3 0 4 0 4 0 4 1, , , ( ) , , ( )( ),u x x x x x u x x u u u= Φ − + +(W / , 

 2 2
2 3 0 4, ,u u u u− ) , 

 5. 3 3 0 0 0, 0L P X− + α α < : 

 2 2 1 2 2 1
5 1 2 0 4 0 3 0 0 4

2
( ) , ( ) 2 , arctan

x
u x x x x x x x

x
= Φ + + + α α − −


W / , 

 3 2
0 4 0 3 0 4 0 0 4 1 2 2 12( ) 6 ( ) 3 ( ), ,x x x x x x x u x u x u+ + α + + α − − , 

 2 2 2 2 23
0 4 0 0 4 1 2 0 3 4

0 4
, , ,

u
x x u u u u u u u

u u
+ − α − + − − − 
. 
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О ЧАСТИЧНОЙ ПРЕДВАРИТЕЛЬНОЙ ГРУППОВОЙ КЛАССИФИКАЦИИ 
НЕЛИНЕЙНОГО ПЯТИМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ Д’АЛАМБЕРА 
 
С использованием несопряженных подгрупп группы Пуанкаре (1, 4)P  выполнена 
частичная предварительная групповая классификация нелинейного пятимерного 
уравнения Д’Аламбера. Представлен краткий обзор полученных результатов. 
 
ON PARTIAL PRELIMINARY GROUP CLASSIFICATION OF NON-LINEAR 
FIVE-DIMENSIONAL D’ALLEMBERT EQUATION  
 
Using the non-conjugate subgroups of the Poіncaré group (1, 4)P  the partial pre-
liminary group classification of non-linear five-dimensional d’Allembert equation has 
been performed. A short review of the results obtained has been presented. 
 
Ін-т прикл. проблем механіки і математики Одержано 
ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів 29.12.11 
 


