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ВПЛИВ БІЧНОЇ ЗОНИ ПЕРЕДРУЙНУВАННЯ БІЛЯ ВЕРШИНИ 
МІЖФАЗНОЇ ТРІЩИНИ НА КОНТАКТ БЕРЕГІВ 
 

В умовах плоскої деформації методом Вінера – Гопфа виконано розрахунок 
маломасштабної контактної зони біля вершини міжфазної тріщини за умо-
ви утворення в її околі бічної зони передруйнування. В області контакту 
передбачається сухе тертя берегів за законом Кулона. Визначено розміри 
контактної зони, знайдено вираз для контактного напруження та рівняння 
для розрахунку показника сингулярності напружень біля вершини тріщини. 
Досліджено вплив навантаження, коефіцієнта тертя і пружних характе-
ристик з’єднаних матеріалів на розміри контактної зони. Показано, що при 
наявності зони передруйнування довжина контактної зони стає залежною 
не лише від конфігурації, але й від величини зовнішнього навантаження. 

 
Дослідження класичної моделі міжфазної тріщини [22, 23, 25, 26] ви-

явили протиріччя між вихідним припущенням про розкриття берегів трі-
щини по всій її довжині і передбачуваним у кінцевому розв’язку їх частко-
вим перекриттям. Для усунення цієї суперечності M. Comninou запропону-
вала модель, у якій вводиться область контакту берегів біля вершини трі-
щини [2, 12, 19–21, 24]. Розрахунки параметрів області контакту показали, 
що її довжина визначається конфігурацією зовнішнього навантаження (спів-
відношенням дотичного і нормального напружень) і практично не залежить 
від його абсолютної величини. При цьому концентрація напружень у вер-
шині тріщини призводить до утворення в її околі зони передруйнування. 

У рамках комплексної моделі зони передруйнування [6, 7], у якій вра-
ховано наявність контакту берегів міжфазної тріщини, встановлено [3], що 
в той час, як довжина контактної зони зі збільшенням величини зовнішньо-
го навантаження при збереженні його конфігурації залишається сталою, 
розміри зони передруйнування зростають. Одночасно змінюється напруже-
но-деформований стан в околі вершини тріщини, що, в свою чергу, повинно 
впливати на розміри контактної зони. При подальшому збільшенні наванта-
ження довжина зони передруйнування може значно перевищити довжину 
контактної зони. Метою роботи є розрахунок параметрів маломасштабної 
контактної зони на цьому етапі та дослідження їх залежності від наванта-
ження. Зона передруйнування відповідно до гіпотези локалізації [10, 13, 14] 
моделюється бічною лінією розриву нормального переміщення, яка вихо-
дить з вершини тріщини у менш тріщиностійкий матеріал під певним ку-
том до плоскої межі поділу матеріалів, який визначається згідно з [4, 5] 
незалежно від наступного розрахунку контактної зони. 

Постановка задачі. В умовах плоскої деформації розглядається задача 
про розрахунок області фрикційного контакту берегів міжфазної тріщини, 
яка лежить на прямолінійній межі поділу двох однорідних ізотропних 
пружних матеріалів з модулями Юнґа 1E , 2E  і коефіцієнтами Пуассона 1ν , 

2ν . Контактна зона моделюється розрізом, береги якого взаємодіють за за-
коном сухого тертя Кулона. На розрізі передбачається стискувальне нор-
мальне напруження і допускається стрибок лише дотичної складової пере-
міщення. Довжина контактної зони і контактне напруження визначаються в 
ході розв’язання задачі. 

З огляду на концентрацію напружень біля вершини тріщини передба-
чається існування вузької бічної зони передруйнування у матеріалі з 
пружними сталими 1E , 1ν , який припускаємо менш тріщиностійким. Від-
повідно до моделі Леонова – Панасюка [10, 13] зону передруйнування пода-
мо прямою лінією розриву нормального переміщення, що виходить з вер-
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шини тріщини під кутом α  до межі поділу матеріалів. На лінії розриву 
нормальне напруження дорівнює опору відриву першого матеріалу 1σ . 

У цій роботі дослідимо випадок, коли довжина контактної зони s  є 
значно меншою і від довжини тріщини 
L , і від довжини зони передруйнуван-
ня l  та всіх інших суттєвих розмірів 
тіла. Це дає змогу розглядати тіло як 
кусково-однорідну площину з напівне-
скінченним розрізом на межі поділу, 
частина берегів якого, прилегла до вер-
шини, перебуває у контакті з тертям, а з вершини виходить напівнескін-
ченна лінія розриву (рис. 1). На нескінченності реалізується асимптотика, 
яка є розв’язком аналогічної задачі без зони контакту [4, 5]. В результаті 
приходимо до статичної задачі теорії пружності з крайовими умовами: 
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f  – стрибок величини f ; µ  – коефіцієнт тертя між берегами тріщини; 

iC  – сталі, визначені з розв’язку задачі [4, 5]: 
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Рис. 1 
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Тут I IIK K iK= +  – комплексний коефіцієнт інтенсивності напружень, який 
характеризує величину і конфігурацію зовнішнього навантаження [25] і 
який вважаємо заданим за умовою задачі; 1 1( ) ( )D p D p p′ = ∂ ∂/ ; iλ  – корені 

рівняння 1( 1 ) 0D x− − =  зі смуги 1 Re 0x− < < , яких за числовими розра-

хунками згідно з [4, 5] є два і вони є дійсними; ( )zΓ  – ґамма-функція. На 
коефіцієнт інтенсивності K  накладаємо вимогу стискувального характеру 
нормального напруження на берегах тріщини ( ( , ) 0rθσ ± π <  при r s< ) після 

утворення зони передруйнування, яка є необхідною для контакту берегів. 
Згідно із загальними положеннями про поведінку напружень і дефор-

мацій біля концентраторів [15, 18] вони мають сингулярний характер в кінці 
контактної зони: 
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де 1M , 2M  – деякі сталі, 1 1arctg ( )− −λ = − π µβ . 
Розв’язок сформульованої крайової задачі шукаємо у вигляді суми 

розв’язків наступних двох задач. Перша задача відрізняється від початко-
вої тим, що замість останніх умов в (1) і (2) використовуємо умови 
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Друга задача – аналогічна задача, але без зони контакту, розв’язок якої 
відомий [4, 5]. Тому достатньо знайти розв’язок першої задачі. 

Розв’язання задачі методом Вінера – Гопфа. Застосувавши до рівнянь 
рівноваги, умови сумісності деформацій, закону Гука і граничних умов (1) 
інтегральне перетворення Мелліна [17] і використовуючи умови (2) і (5), 
приходимо до функціонального рівняння Вінера – Гопфа першої задачі у 
смузі 1 2Rep− ε < < ε  (де 1ε , 2ε  – достатньо малі додатні числа): 
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З властивостей ґамма-функції [16] отримаємо також подання 
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де функція ( )Q p+  аналітична і не має нулів у півплощині Rep < − λ , а 

( )Q p−  – у півплощині Re 1p > − − λ . Використовуючи наведені вище фак-
торизації, перепишемо рівняння (6) у вигляді 
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Ліва частина рівняння (7) є аналітичною функцією у півплощині 
Re 0p < , а права – у півплощині Re 0p > . Тоді відповідно до принципу 
аналітичного продовження повинна існувати єдина функція, яка є аналітич-
ною в усій комплексній площині і дорівнює лівій і правій частинам цього 
рівняння у відповідних півплощинах. Для її знаходження дослідимо асимп-
тотичну поведінку функцій, що входять у рівняння (7), в околі нескінченно 
віддаленої точки. 

Застосувавши до асимптотик (4) теорему абелевого типу [11], отримуємо 

 1 1
1 2( ) ( ) ,   ( ) ( ) ( ) ,    p M s p p M s p p− − −λ λ + − −λ λΦ Γ − λ Φ Γ − λ − → ∞∼ ∼ . (8) 

Формула Стірлінга [16] для ´амма-функції приводить при p → ∞  до асимп-

тотик 1( ) ( )Q p p+ +λ−∼  і ( )Q p p− −λ∼ . З означення функції 1 ( )G p±  також ви-

пливає, що 1 ( ) 1G± ∞ = . Враховуючи знайдені вище асимптотики у рівнянні 
(7), отримаємо, що ліва і права його частини на нескінченності прямують до 
нуля, тому за теоремою Ліувілля єдина аналітична функція тотожно до-
рівнює нулеві в усій комплексній площині. Прирівнюючи обидві частини 
рівняння (7) до нуля, отримуємо його точний розв’язок: 
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Розрахунок параметрів контактної зони. З формул (9) при p → ∞  
випливає асимптотика 
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Порівнюючи цей вираз з (8), отримаємо 
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Оскільки в кінці контактної зони нормальне напруження дорівнює нулеві 
( ( , ) 0sθσ ± π = ) і концентрація напружень відсутня, то повинна виконуватись 

умова 1 0M = , з якої випливає рівняння для визначення довжини s  кон-

тактної зони: 

 0

1 1

0
( 1) ( 1) ( 1 ) ( 1 )

i
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i i i
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Q G Q G
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+ + + ++ =
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Розв’язок (9) рівняння Вінера – Гопфа (6) дає змогу знайти трансфор-
манти Мелліна від напружень, застосувавши до яких зворотне перетворен-
ня Мелліна [17], за допомогою теореми про лишки отримаємо вирази для 
компонент тензора напружень біля вершини тріщини в матеріалах з’єд-
нання у вигляді розвинень за степенями r : 

 0( , ) ( ) ( , ) ,    0k
mn mn mn k

k

r g r r
′λ′σ θ = σ θ + θ λ →∑ , 

де 0 ( )mnσ θ , ( , )mn kg ′θ λ  – відомі функції, k
′λ  – корені рівняння 

 ( 1 ) 0D x− − = , (11) 

що задовольняють умову Re 1k
′λ > − . Зокрема, для контактного напружен-

ня на берегах тріщини маємо 
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Аналіз числових результатів. Відповідно до запропонованої вище мо-
делі визначення параметрів контактної зони здійснюємо у два етапи. 
Спочатку згідно з [4, 5] розраховуємо орієнтацію і довжину зони передруй-
нування і напружено-деформований стан в околі вершини тріщини після її 
появи. Отримані результати використовуємо далі для розрахунку за фор-
мулами (10)–(12) довжини контактної зони, показника сингулярності напру-
жень у вершині тріщини та контактного напруження на її берегах. 

Для визначеності приймемо, що кусково-однорідна площина з міжфаз-
ною тріщиною довжини L  навантажена на нескінченості однорідними нор-
мальним 0p >  і дотичним q  напруженнями. Комплексний коефіцієнт ін-
тенсивності напружень визначається за формулами [25, 26] 

 
2 2

,    ( 2 ) ,    (2 )
ch chI II I II

L L
K K iK K p q K p q

π π
= + = − ω = ω +

πω πω
/ /

. 

Результати числових розрахунків наведено на рис. 2 – рис. 4 для окре-
мих параметрів задачі при 1 2 0.3ν = ν = . Згідно з рис. 2а, з утворенням зони 
передруйнування появляється залежність довжини контактної зони від ве-

личини навантаження, заданого безрозмірним параметром 2 2
1f p q= + σ/ : 

розмір області контакту берегів зростає зі збільшенням навантаження, при-
чому зростання виявляється тим більшим, чим меншим є відношення 

1 2E E/ . Розрахунки виконано при 1 2 0.2, 0.5, 0.8E E =/  для 0.5µ = −  і p q= − . 
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З появою бічної зони передруйнування відбувається зміна характеру 
залежності розмірів контактної зони від конфігурації навантаження, зада-
ної відношенням n q p= / . Якщо при відсутності зони передруйнування дов-
жина контактної зони експоненціально зростає зі збільшенням вкладу у 
повне навантаження дотичного напруження q  порівняно з нормальним на-
пруженням p  [7] (рис. 2б, пунктирні лінії), то при наявності зони передруй-
нування швидкість зростання довжини контактної зони помітно сповільню-
ється (рис. 2б, суцільні лінії). Розрахунки виконано при 1 2 0.2, 0.5, 0.8E E =/  

для 0.5µ = −  і = 0.3f . 

  
 a) б) 

Рис. 2. Залежність довжини контактної зони від безрозмірного параметра 
навантаження f  і його конфігурації n . 

На розміри контактної зони суттєво впливає співвідношення 1 2E E/  мо-
дулів Юнґа з’єднаних матеріалів (рис. 3а): вона майже експоненціально спа-
дає при наближені 1 2E E/  до одиниці. Обчислення виконано при 0.5µ = − , 

0.3f = . У той же час вплив коефіцієнта тертя µ  на параметри зони при 

1n = −  є незначним (див. рис. 3б): при збільшенні тертя її довжина зростає 
незначно.  

  
 a) б) 

Рис. 3. Залежність довжини контактної зони від відношення 1 2E E/  і коефіцієнта 
тертя µ . 

Одночасне утворення зони передруйнування і маломасштабної контакт-
ної зони суттєво змінює напружено-деформований стан в околі вершини 
тріщини. На рис. 4 наведено графіки залежності від 1 2E E/  показників сте-
пеня сингулярності напружень у вершині при наявності лише контактної 
зони ( )λ , лише зони передруйнування 1 2( , )λ λ , а також при наявності одно-

часно як зони передруйнування, так і маломасштабної контактної зони 1( ′λ , 

2 )′λ . Порівняння λ  і 1λ  з 1
′λ  показує, що одночасне існування обох зон при-
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зводить до підвищення концентрації напружень в околі вершини 1 1( , )′λ < λ λ , 
яке відповідно до комплексної моделі усувається завдяки утворенню в ній 
області деструкції [9]. Обчислення виконано при 0.5µ = − , 0.3f = , 1n = − . 

 
Рис. 4. Залежність показника сингулярності напружень від 1 2E E/  біля верши- 

ни тріщини при наявності контактної зони ( )λ , зони передруйнування 

1 2( , )λ λ  і обох зон 1 2( , )′ ′λ λ . 

Зауважимо, що числові розрахунки були здійснені при переважаючих 
розтягувальних навантаженнях p q≥( ) , оскільки саме при такій конфігу-
рації зовнішнього навантаження забезпечувалось виконання вимоги мало-
масштабності контактної зони ( )s = l  та нерівності 1(0) 0G > , які лежать в 
основі розв’язання задачі, сформульованої у рамках запропонованої вище 
моделі міжфазної тріщини з прилеглими до її вершини областю контакту 
берегів та бічною зоною передруйнування. 

Висновки. Побудовано комплексну модель зони передруйнування біля 
вершини міжфазної тріщини, яка передбачає існування в її околі мало-
масштабної області контакту берегів, взаємодіючих за законом сухого тер-
тя, та більш розвинутої бічної зони передруйнування, представленої в рам-
ках моделі Леонова – Панасюка лінією розриву нормального переміщення. 
Методом Вінера – Гопфа для умов плоскої деформації отримані рівняння 
для визначення довжини контактної зони і показника сингулярності напру-
жень біля вершини тріщини, знайдено вираз для контактного напруження. 
Проведено числовий аналіз параметрів контактної зони, який виявив за-
лежність розмірів зони від зовнішнього навантаження, тертя і пружних 
характеристик з’єднаних матеріалів. Встановлено, що довжина контактної 
зони суттєво зростає при збільшенні величини навантаження, особливо його 
дотичної складової, а при зближенні модулів пружності з’єднаних матеріа-
лів експоненціально зменшується. У той же час її залежність від коефіці-
єнта тертя є менш вираженою: зі збільшенням тертя берегів довжина кон-
тактної зони слабо зростає. Виявлено посилення концентрації напружень 
біля вершини тріщини при одночасній появі бічної зони передруйнування 
та контакту берегів, яке може бути усунено шляхом утворення зони де-
струкції матеріалу у прилеглій до вершини тріщини частині зони перед-
руйнування. 

Автор виражає глибоку вдячність проф. Л. А. Кіпнісу за цінні поради і заува-
ження по статті. 
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ВЛИЯНИЕ БОКОВОЙ ЗОНЫ ПРЕДРАЗРУШЕНИЯ ВБЛИЗИ ВЕРШИНЫ 
МЕЖФАЗНОЙ ТРЕЩИНЫ НА КОНТАКТ БЕРЕГОВ 
 
В условиях плоской деформации методом Винера – Хопфа выполнен расчет мало-
масштабной контактной зоны возле вершины межфазной трещины при условии 
образования в ее окрестности боковой зоны предразрушения. В области контак-
та предполагается сухое трение берегов по закону Кулона. Определены размеры 
контактной зоны, найдено выражение для контактного напряжения и уравнение 
для расчета показателя сингулярности напряжений у вершины трещины. Иссле-
довано влияние нагрузки, коэффициента трения и упругих характеристик соеди-
ненных материалов на размеры контактной зоны. Показано, что при наличии 
зоны предразрушения длина контактной зоны становится зависимой не только 
от конфигурации, но и от величины внешней нагрузки. 
 
EFFECT OF THE SIDE PREFRACTURE ZONE NEAR THE TIP OF INTERFACIAL 
CRACK ON THE CONTACT OF ITS FACES  
 
The calculation of the small scale contact zone near the interfacial crack tip under 
condition of formation in its vicinity of side prefracture zone is fulfilled by the Wiener 
– Hopf method for the plain strain conditions. The crack faces are in dry friction 
contact according to the law of Coulomb. The sizes of contact zone are determined. The 
expression for contact stress and equation for the calculation of the index of singularity 
of stresses near the crack tip are found. The effect of loading, the coefficient of friction 
and elastic parameters of joined materials on the contact zone sizes are investigated. It 
is shown that at the presence of prefracture zone the length of contact zone depends on 
the configuration as well on magnitude of the external loading. 
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