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ОЗНАКА ЗБІЖНОСТІ ГІЛЛЯСТОГО ЛАНЦЮГОВОГО ДРОБУ 
З ДОДАТНИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ 
 

Доведено одну нерівність для середніх гармонічних, яку використано для 
встановлення достатньої ознаки збіжності та оцінки швидкості збіжності 
гіллястого ланцюгового дробу з додатними компонентами. 

 
Питання збіжності неперервних дробів з додатними елементами повніс-

тю вирішує критерій Зейделя [2, 6–8]. 
Критерій Зейделя. Неперервний дріб 
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де 0kb > , 1,2,k = … , збігається тоді і тільки тоді, коли ряд 
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k
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=
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ним. 
Серед розмаїття багатовимірних узагальнень неперервних дробів важ-

ливе місце посідають гіллясті ланцюгові дроби (ГЛД), означені В. Я. Скоро-
богатьком [4]. Гіллястий ланцюговий дріб – аналог неперервних дробів для 
функцій багатьох змінних. 

Для ГЛД 
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де ( ) 0i kb > , 1, ,ki N= … , 1,2,k = … , встановлено необхідні, достатні, а та-

кож необхідні й достатні ознаки збіжності [1, 5]. 

Зокрема, було встановлено, що дріб (1) розбігається, якщо ряд 
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збігається, де ( )max ( , 1, , , 1, , )k i k pb i N p kβ = = =… …  – максимальний еле-

мент на k -му поверсі. Якщо ж позначити ( )min ( , 1, ,k i k pb i Nα = = … , 

1, , )p k= … , то питання збіжності ГЛД (1) при умові, що ряд 
1

k
k

∞

=

α∑  є роз-

біжним, залишається до цього часу (вже понад 40  років) відкритим. 
При доведенні збіжності ГЛД з додатними елементами використову-

ються спеціальні нерівності для середніх гармонічних, для яких у роботах 
Р. І. Михальчука встановлено континуальні аналоги і застосовано до дослід-
ження збіжності інтегральних ланцюгових дробів [3]. 

Нерівність [1] 
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де 0δ ≥ , 0γ ≥ , 0µ ≥ , 0ix > , 0iy > , 1, ,i n= … , 1n > , яка використовува-
лася при дослідженні збіжності ГЛД, потребує уточнення. 

Якщо, наприклад, 1 2 nx x x≤ ≤ ≤…  і 1 2 ny y y≥ ≥ ≥…  чи навпаки, то 

праву частину в (2) можна замінити на 
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. Якщо ж послі-
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довності ix{ } , iy{ }  одночасно монотонно зростають або спадають, то нерів-
ність (2) слід замінити на протилежну. 

Посилення нерівності (2) у загальному випадку є можливим за рахунок 
більш точної оцінки зверху для функції 
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Лема 1. Для довільних невід’ємних дійсних чисел δ , γ , µ  і додатних 

x , X  ( )x X< , y , Y  ( )y Y<  при умові, що 1 1( , , , , , )n nz x x y y D= ∈… … , 

1n > , де  

 0 ,  0 ,  1, ,i iD x x X y y Y i n= < ≤ ≤ < ≤ ≤ = …{ } , 

справджується нерівність 
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nε  – найменше ціле число, що задовольняє нерівність 
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Д о в е д е н н я.  Знайдемо найбільше значення функції ( )f z  в D  у 

припущенні, що 1n > . Точки z D∈  такі, що ix u= , iy v= , 1, ,i n= … , 

причому x u X< < , y v Y< < , є екстремальними. Оскільки квадратична 
форма, складена з похідних другого порядку в цих точках: 
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не є знакосталою, то всередині області D  функція f  екстремуму не має. 

Для вивчення поведінки функції f  на межі D  розглянемо множини 
індексів: 

 |x i iI i x x∗= ∈ ={ N , де ix x∗ =  або ix X∗ = } , 

 |y i iI i y y∗= ∈ ={ N , де iy y∗ =  або iy Y∗ = } , 

 1 21,2, , ,     ,     \ ( )x y x x yI N I I I I I I I= = =… ∩ ∩{ } , 

 3 4\ ( ),      \ ( )y x y x yI I I I I I I I= =∩ ∪ . 

Кожна точка z D∈ ∂  належить одній із граней 

 1 2 3 4| ,z D I I IΓ = ∈ ∂ = = ∅ ≠ ∅{ } , 

 2 4 2| ,z D I IΓ = ∈ ∂ ≠ ∅ ≠ ∅{  або 3I ≠ ∅} , 

 3 4 3| ,z D I IΓ = ∈ ∂ = ∅ ≠ ∅{  і 2I ≠ ∅} , 

 4 4 2 3 2| , ,z D I I I IΓ = ∈ ∂ = ∅ ≠ ∅ = ∅∪{  або 3I = ∅} , 

 5 2 3 4|z D I I IΓ = ∈ ∂ = = = ∅{ } . 
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Якщо 1z ∈ Γ , то 
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логічно, як і всередині D , квадратична форма, складена з других похідних 
у критичних точках, не є знакосталою. Отже, на грані 1Γ  функція f  екс-
тремуму не має. 

У випадку, коли 2z ∈ Γ  або 3z ∈ Γ , критичні точки лежать на ме-
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Покажемо, що на грані 5Γ  функція f  набуває не меншого значення. 

У випадку, коли 5z ∈ Γ , f  є функцією дискретного аргументу 1(z x∗ ∗= , 

1, , , , )n nx y y∗ ∗ ∗… …  де ix x∗ =  або ix X∗ = , iy y∗ =  або iy Y∗ = . Нехай u  штук 

ix∗  дорівнює x , v  штук iy∗  дорівнює y , w  – кількість індексів i  таких, 

що одночасно ix x∗ =  і iy y∗ = . Тоді 
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Максимальне значення за w  досягається тоді, коли min ( , )w u v= . По-

значимо через ( , )h u v  функцію ( )f z∗ , де замість w  вибрано min ( , )u v . Лег-

ко показати, що ( , ) ( , )h u u h u v≥ . Функція ( , )h u u  як функція дискретного 
аргументу u , 0 u n≤ ≤ , u ∈ Z , досягає свого найбільшого значення у точ-
ці u nε= . 

Використовуючи нерівність [1] 
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з урахуванням оцінки зверху для функції f  одержуємо нерівність (3). 
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Теорема. Гіллястий ланцюговий дріб (1), де ( ) 0i kb > , 1,2,k = … , pi =  

1, ,N= … , 1, ,p k= … , збігається, якщо 1( )a m → ∞  при m → ∞  і 
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де kf  – k -й підхідний дріб ГЛД (1), f  – значення дробу (1), 1( )a m  – пер-

ша компонента вектора 

 

1 1
1 1 1 2 2 1

2 1 1
1 2 1

1 22 1 1

1

( ) 1 0 0
( ) 0 0
( ) 0 0
( ) 0 0 1

i i i m m
m

mi

mi i i i i

i

a m N N
b m N N
c m NN
d m N

− −
− − +
− −

+

= − −

 α α + α α α   
    αα =   α α α + α          α   

∏ , 

kα  – мінімальний, kβ  – максимальний елементи ( )i kb  на k -му поверсі 

дробу (1), 

 
(2 ) (2 ) (2 1) (2 1)

(2 ) (2 1) (2 ) (2 1)

( ) ( )

( )

m m m m
i i i i i i i i

i m m m m
i i i i i i

N n n N n n
N

N n n

+ +

+ +

− β + α − β + α
=

− β β + α α

[ ][ ]
, 

in  – найменше ціле число, яке задовольняє нерівність 
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Д о в е д е н н я.  Використаємо формулу різниці двох підхідних 
дробів (1) [1] 
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Застосовуючи метод математичної індукції, можемо довести [1], що 
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Розписавши 
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1 11 1p p p p p p pi p i p i p i p i p i p ia P b R c R P d S T

− −− −Ω = + + + α + + α( ) ( ) , 

де 1, ,k m= … , 2, ,2p m= … , pa , pb , pc , pd  – скорочений запис відповідних 

координат вектора 

 

( )
( )
( )
( )

2

2
1

,      1, ,2 1

p
m

p
p j m

j pp

p

a m

b m
g G g p m

c m

d m
= +

 
 
 = = = −
 
 
 

∏ … , (11) 

і 

 

1 1
1 1 2 2 1
1 1

2 1
2

21 1

1 0 0

0 0 ,
0 0

0 0 1

 
j j j m m

mj
j m

mj j j j

N N

N NG g
NN

N

− −
− − +
− −

+

− −

 α α + α α α    αα = =  α α α + α       

. 

Таким чином, оцінка (10) після елементарних перетворень набуде 
вигляду 

 
1 2

1 2 2

1 1
2 1 2

, , , 1

( )
m

m

N

m m i i
i i i

f f N Q − −
+

=

′− ≤ Ω∑
…

. 

Для оцінки зверху виразу 
2

2

1

1
m

m

N

i
i

−

=

Ω∑  застосуємо нерівність (3). Попе-

редньо запишемо значення 
2mil  і 

2mi
′l  на підставі формул (7) і (8), а також 

2miξ  і 
2mi

′ξ  згідно з раніше введеними позначеннями. Змінними jx , jy , що 

містяться у нерівності (3), у цьому випадку є (2 1)
(2 1)
m

j i m jx Q +
−= , (2 )

(2 1)
m

j i m jy Q −= , 

1, ,j N= … . Тому параметри x , y , X , Y , які визначають область D , 
мають вигляд 

 (2 1)
2 (2 1) 2

2 1 2 1

m
m i m j m

m m

N Nx Q X+
−

+ +
= α + ≤ ≤ β + =

β α
, 

 (2 )
2 (2 1) 2

m
m i m j my Q Y−= α ≤ ≤ β = . 
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З метою уникнення громіздких записів прослідкуємо, у що перетвориться 
кожен доданок в 

2miΩ  після застосування нерівності (3). Вираз 

 2

2 2 2 1 2 2 2 1 2 12 1 2 2
1

m

m m m m m m

N
i

i i i m m i m i i
jj

x
P

x− − − −−
=

  ′ ′= = α α + + α    
∑l l l l l  

після застосування (3) до суми 
2

2

1

1
m

m

N

i
i

−

=

Ω∑  перетвориться до вигляду 

 
2 1 2 1

1 1
2 1 2 2( 1)

m mm m i m iN P N R
− −

− −
−α α + + α . 

Аналогічно 

 
2 2 2 2 22 1 2 2 2 2( )
m m mi m m m m i iR N P R

− −− −→ α α + α + +( )  

 
2 1 2 12 2 2m mm i m iS T

− −−+ α + α( ) , 

 
2 2 1 2 1 2 2 2 2 22 2 2 2,     
m m m m m mi i m i i m i iS S T T P R

− − − −− −→ + α → α + . 

Нехай 

 1 1
2 1 2 1 2 2 2 1 2( 1)m m m m m ma N a N c− −

− − −= α α + + α , 

 1 1
2 1 2 1 2 2m m m mb N a N c− −

− −= α + , 

 2 1 2 1 2 2 2 2 1 2( )m m m m m m mc N b d− − −= α α + + α , 

 2 1 2 2 2m m m md b d− = α +  

або з урахуванням позначень (11) 2 1 2 2m m mg G g− = . Перегрупувавши додан-

ки у знаменнику дробу, який утворюється після застосування нерівності (3) 

до суми 
2

2

1

1
m

m

N

i
i

−

=

Ω∑ , на першому кроці одержимо оцінку 

 
2 2 1

2

1 1

1
m m

m

N

i i
i

−

− −

=

Ω ≤ Ω∑ . 

Нехай 

 (2 1) (2 )
(2 2) (2 2),     ,     1, ,m m

j i m j j i m jx Q y Q j N+
− −= = = … , 

 2 1 2 1

2 2
2 1 2 1

,     m m

m m
m m

N Nx X
N N− −

+ +

= α + = β +
β + α +

α β

, 

 2 1 2 1
2 2

,       m m
m m

N Ny Y− −= α + = β +
β α

. 

Повторно застосовуючи (3) до суми 
2 1

2 1

1

1
m

m

N

i
i

−
−

−

=

Ω∑ , на другому кроці одержи-

мо нерівність 

 
2 1 2 2

2 1

1 1

1
m m

m

N

i i
i

− −
−

− −

=

Ω ≤ Ω∑ , 

де 2 2 2 1 2 1 2 1 2 2m m m m m mg G g G G g− − − −= = , і т. д. 

Методом математичної індукції легко довести, що, послідовно застосо-
вуючи нерівність (3), одержимо оцінку 
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1 2

1 2

1 1
2 1 2

, 1

( )
N

m m i i
i i

f f N Q − −
+

=

′− ≤ Ω∑ . 

З урахуванням початкових значень ( )i kl  і ( )i k
′l  маємо 

 
2 2 1 2 2 1 1 1 02 2 2 1( ) ( ) ( )i i i i i i i i ia m b m c m′ ′ ′ ′Ω = + + + α +( )l l l l l l l l  

 
1 2 2 0 22 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )i i i i id m a m c m′ ′+ + α = α α + ξ + α( ) ( )l l l l . 

Застосувавши нерівність (9) для оцінки зверху виразу 
2

2

1

1

N

i
i

−

=

Ω∑ , одержимо 

 
2

2

1

2 1 2 2 1 11

1
( )( ) ( ) ( )

N

i
i

N
a m N c m a m

−

=

Ω ≤ =
α α + + α∑ . 

Отже, 
1 1

2 1 2 (2 )
11

1
( )

N

m m m
i i

Nf f
a mQ

+
=

− ≤ ⋅∑ , звідки випливає оцінка (4).  
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ПРИЗНАК СХОДИМОСТИ ВЕТВЯЩЕЙСЯ ЦЕПНОЙ ДРОБИ С 
ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ 
 
Доказано одно неравенство для средних гармонических, которое использовано для 
установления достаточного признака сходимости и оценки скорости сходи-
мости ветвящейся цепной дроби с положительными компонентами. 
 
CONVERGENCE CRITERIA OF BRANCHED CONTINUED 
FRACTION WITH POSITIVE ELEMENTS 
 
An inequality for harmonic average was proven and used to establish a sufficient 
criteria of convergence and to estimate the rate of convergence of branched continued 
fractions with positive components. 
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