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ТРИАНГУЛЯРИЗАЦІЯ ПАРИ МАТРИЦЬ НАД ОБЛАСТЮ ГОЛОВНИХ 
ІДЕАЛІВ З МІНІМАЛЬНИМИ КВАДРАТИЧНИМИ МНОГОЧЛЕНАМИ 
 

Встановлено необхідні та достатні умови одночасної триангуляризації пари 
матриць над областю головних ідеалів з мінімальними квадратичними 
многочленами. 

 
Нехай , ( )m nM R  – множина ( )m n× -матриць над областю головних іде-

алів R  з одиницею 0e ≠ . Позначимо через nI  одиничну матрицю порядку 

n , а через ,0n k  – нульову ( )n k× -матрицю. Надалі для пари матриць 

,, ( )n nA B M R∈  через [ ],A B  позначатимемо комутатор цих матриць, тобто 

[ ],A B AB BA= − . 

Кажуть, що пара матриць A  і B  із , ( )n nM R  триангуляризується, як-

що існує матриця ( , )T GL n R∈  така, що 
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– нижні трикутні матриці. Задача про триангуляризацію пар матриць над 
комутативними кільцями з одиницею на сьогодні не розв’язана. Зрозуміло, 
що необхідною умовою триангуляризації пари матриць над комутативними 
кільцями з одиницею є розкладність їхніх характеристичних многочленів у 
добуток лінійних множників. У роботі [4] ця задача досліджується для пар 
матриць простої структури над областю головних ідеалів з мінімальними 
квадратичними многочленами. У [6] встановлено необхідні та достатні умови 
триангуляризації наборів матриць другого порядку над комутативною 
областю. 
 Повне розв’язання цієї задачі для пар матриць над алгебраїчно замк-
неним полем дає теорема N. Y. McCoy [5, с. 118; 7]. Проте умови теореми 
McCoy не можуть бути перевірені раціональним способом. Конструктивні 
методи триангуляризації пар матриць над полем комплексних чисел за-
пропоновано у працях [1, 2]. 
 У цій роботі встановлено умови, за яких пара матриць A  і B  із , ( )n nM R  

з мінімальними квадратичними многочленами, які розкладаються у добуток 
лінійних множників, одним і тим самим перетворенням подібності зводиться 
до трикутного вигляду. Як наслідок, встановлено необхідні та достатні умо-
ви триангуляризації пари інволютивних матриць над областю головних 
ідеалів. 

Очевидно, що триангуляризація пари матриць містить задачу про на-
явність у розглядуваної пари спільних власних векторів. Нагадаємо, що 
матриці ,, ( )n nA B M R∈  мають спільний лівий власний вектор, якщо для них 

існує ненульовий вектор 1, ( )nu M R∈  такий, що 
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 uA u= α  і uB u= β , 

де , Rα β ∈ . Аналогічно вводиться поняття спільного правого власного век-

тора матриць A  і B . Очевидно, якщо матриці A  і B  мають спільний лівий 
власний вектор, то вони мають і спільний правий власний вектор. Надалі 
під терміном «спільний власний вектор» матриць A  і B  будемо розуміти, 
що A  і B  мають спільний лівий власний вектор. Також очевидним є, що 
необхідною умовою існування спільного власного вектора для пари матриць 
A  і B  із , ( )n nM R  є умова, щоб характеристичні многочлени цих матриць 

можна було подати у вигляді добутків 

 1( ) det ( ) ( ) ( ) ( )n pa I Aλ = λ − = λ − α λ − α ϕ λ… , 

 1( ) det ( ) ( ) ( ) ( )n qb I Bλ = λ − = λ − β λ − β ψ λ… , 

де ,i j Rα β ∈ , 1,2, ,i p= … , 1,2, ,j q= … , 1 ,p q n≤ ≤ . 

 Якщо ж R F=  – алгебраїчно замкнене поле, то задача про наявність у 
пари матриць ,, ( )n nA B M F∈  спільного власного вектора була розв’язана в 

[8] (див. також [1]). Зазначимо, що в загальному випадку задача про спільні 
власні вектори пари матриць над комутативним кільцем залишається від-
критою. 
 Нижче встановимо умови, за яких для пари матриць ,, ( )n nA B M R∈  іс-

нує спільний власний вектор. Об’єктом дослідження будуть пари матриць із 

, ( )n nM R  з мінімальними квадратичними многочленами, які розкладаються 

у добутки лінійних множників. 

Теорема 1. Нехай ,, ( )n nA B M R∈  – матриці з мінімальними много-

членами 

 1 2 1 2( ) ( )( ),      Am λ = λ − α λ − α α ≠ α , 

і 

 1 2 1 2( ) ( )( ),       Bm λ = λ − β λ − β β ≠ β , 

відповідно, де ,i j Rα β ∈ . Матриці A  і B  мають спільний власний вектор 

над R  тоді й тільки тоді, коли комутатор [ ],A B  – особлива матриця. 

 Д о в е д е н н я.  Необхідність очевидна. 

 Достатність. Нехай для пари матриць ,, ( )n nA B M R∈  комутатор 

[ ],A B  – особлива матриця. Нехай, далі, F  – поле часток області R . Оскіль-

ки мінімальні многочлени ( )Am λ  та ( )Bm λ  матриць A  і B  відповідно не 

мають кратних коренів, то A  і B  над полем F  є матрицями простої струк-
тури. Очевидно, що комутатор [ ],A B  – особлива матриця над полем F . 

 Згідно з наслідком 3.1 із [3] для матриць A  і B  над полем F  існує 
спільний власний вектор 0 1, ( )nu M F∈ , який запишемо у вигляді 
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вектор ( )0 1,nu vu M R= ∈  є спільним лівим власним вектором матриць A  і 

B  над областю головних ідеалів R . Теорему доведено.  
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 Нагадаємо, що матрицю , ( )n nA M R∈  називають інволютивною, якщо 

2
nA I= . Очевидно, що многочлен ( ) ( )( )m e eλ = λ − λ +  є мінімальним много-

членом інволютивної матриці A . Таким чином, із теореми 1 отримуємо 

Наслідок 1. Інволютивні матриці A  і B  із , ( )n nM R  мають спільний 

власний вектор тоді й тільки тоді, коли хоча б одна з матриць ( )A B−  
або ( )A B+  є особливою. 

 Д о в е д е н н я.  Необхідність. Нехай 1, ( )nu M R∈  – спільний влас-

ний вектор інволютивних матриць A  і B , тобто  

 uA u= α  і uB u= β , 

де , ,e eα β ∈ −{ } . Якщо ,α = β  то 1,( ) 0 nu A B− = . Отже, ( )A B−  – особлива 

матриця. Якщо ж ,α = − β  то 1,( ) 0 nu A B+ = . Звідси отримуємо, що ( )A B+  

– особлива матриця. Необхідність доведено. 
Достатність. Нехай хоча б одна з матриць ( )A B−  або ( )A B+  є 

особливою. Розглянемо добуток цих матриць  

 ( )( ) [ , ]A B A B AB BA A B− + = − = . 

Отже, комутатор [ , ]A B  інволютивних матриць A  і B  є особливою матри-

цею. Згідно з теоремою 1 матриці A  і B  мають спільний лівий власний 
вектор. Наслідок доведено.   
 Використовуючи одержані вище результати, з’ясуємо умови, коли пара 
матриць із , ( )n nM R  триангуляризується. 

Теорема 2. Нехай ,, ( )n nA B M R∈  – матриці з мінімальними много-

членами відповідно 

 1 2 1 2( ) ( )( ),      Am λ = λ − α λ − α α ≠ α , 

і 

 1 2 1 2( ) ( )( ),       Bm λ = λ − β λ − β β ≠ β , 

де ,i j Rα β ∈ . Пара матриць A  і B  триангуляризується над R  тоді й 

тільки тоді, коли комутатор [ ],A B  – нільпотентна матриця. 

Д о в е д е н н я.  Необхідність очевидна. 

Достатність. Нехай для пари матриць A  і B  із , ( )n nM R  з мінімаль-

ними многочленами відповідно 

 1 2 1 2( ) ( )( ),      Am λ = λ − α λ − α α ≠ α , 

і 

 1 2 1 2( ) ( )( ),       Bm λ = λ − β λ − β β ≠ β , 

де ,i j Rα β ∈ , комутатор [ ],A B  є нільпотентною матрицею. Згідно з теоре-

мою 1 для пари матриць A  і B  існує спільний лівий власний вектор u ∈  

1, ( )nM R∈ , тобто 11uA u= α  і 11uB u= β , де 11α  і 11β  є коренями мінімаль-

них многочленів ( )Am λ  та ( )Bm λ  матриць A  і B  відповідно. Не обмежую-

чи загальності, будемо вважати, що вектор u  є примітивним, тобто най-
більший спільний дільник його елементів є дільником одиниці області R . 

Отже, існує матриця 1 ( , )
u

U GL n R= ∈∗ , першим рядком якої є вектор 

u  і для якої виконуються рівності 
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де 1 1 1, 1, ( )n nA B M R− −∈ . Так як комутатор [ ],A B  є нільпотентною матрицею, 

то очевидно, що матриця 
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є нільпотентною. З цієї рівності випливає, що комутатор 1 1[ ],A B  також є 

нільпотентною матрицею. Застосувавши до матриць 1A  і 1B  міркування, 

аналогічні, як до матриць A  і B , отримуємо, що для матриць 1A  і 1B  існує 

матриця 2 ( 1, )U GL n R∈ −%  така, що 
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де 2 2 2, 2, ( )n nA B M R− −∈ , а 22α  і 22β  є коренями многочленів ( )Am λ  і ( )Bm λ  

відповідно. Тоді для матриці 2 2 1diag ( , )T e U U= %  отримуємо рівності 
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 Продовжуючи подібні міркування далі, через скінченне число кроків 
отримуємо, що для матриць A  і B  існує матриця ( , )T GL n R∈  така, що 

1TAT−  і 1TBT−  – нижні трикутні матриці. Теорему доведено.  
Із теореми 2 випливають такі твердження. 
Наслідок 2. Нехай ,, ( )n nA B M R∈  – матриці з мінімальними много-

членами відповідно 
 1 2 1 2( ) ( )( ),      Am λ = λ − α λ − α α ≠ α , 
і 
 1 2 1 2( ) ( )( ),       Bm λ = λ − β λ − β β ≠ β , 

де ,i j Rα β ∈ . Також нехай комутатор [ ],A B  є нільпотентною матри-

цею. Якщо матриця A  має просту структуру, то для матриць A  і B  

існує матриця ( , )W GL n R∈  така, що 1WAW−  – діагональна матриця і 
1WBW−  – нижня трикутна матриця. 

 Д о в е д е н н я.  Так як комутатор [ ],A B  – нільпотентна матриця, 

то для матриць A  і B  існує матриця ( , )U GL n R∈  така, що 1
AUAU T− =  і 

1
BUBU T− =  – нижні трикутні матриці. Оскільки матриця A  є простої 

структури, то очевидно, що 1UAU−  теж є матрицею простої структури. 
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Неважко переконатись, що для 1UAU−  існує нижня трикутна матриця 

( , )T GL n R∈  така, що 1
AVT V−  – діагональна матриця. Зрозуміло, що 

1
BVT V−  є нижньою трикутною матрицею. Наслідок доведено.  

Наслідок 3. Інволютивні матриці A  і B  із , ( )n nM R  є триангуляри-

зовними тоді й тільки тоді, коли комутатор [ ],A B  є нільпотентною 
матрицею. 
 Якщо при умовах теореми 2 пара матриць A  і B  із , ( )n nM R  триангу-

ляризується, то з доведення достатності отримуємо метод зведення цієї 
пари до трикутних форм, який допускає скінченну процедуру перевірки. 
 Зауважимо також, що отримані результати справджуються для мат-
риць над областями елементарних дільників. Разом з тим зазначимо, що 
наслідок 1 та теорема 3.1 із [3] виконуються для матриць над комутатив-
ними областями.  
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