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На примере задачи об осесимметричном вдавливании кругового в плане 
штампа в трансверсально-изотропное полупространство с неподвижным 
параболоидальным основанием, соосным оси штампа, при отсутствии тре-
ния между штампом и полупространством, решенной обобщенным методом 
Фурье, проведен сравнительный анализ напряженно-деформированного со-
стояния тел из трансверсально-изотропных материалов с различными 
упругими свойствами. Результаты вычислений показывают, что распре-
деление напряжений в полупространстве под штампом зависит как от са-
мих упругих параметров, так и от корней характеристического уравнения. 

 
Изучение напряженно-деформированного состояния (НДС) пространст-

венных канонических тел с усложненными физико-механическими свойст-
вами, в том числе с трансверсальной изотропией материала тела, является 
важным направлением исследований [9–11], в частности, создания матема-
тических моделей композитных материалов [3]. В работах [1, 2] рассматри-
ваются односвязные трансверсально-изотропные тела. Актуальность такого 
типа задач обусловлена малой изученностью многосвязных тел, важностью 
аналитического и численного анализа НДС в зонах концентрации напря-
жений в зависимости от взаимного расположения концентраторов напря-
жений и граничных поверхностей. 

В работе проведен сравнительный анализ НДС тел из трансверсально-
изотропных материалов с различными упругими свойствами на примере 
задачи об осесимметричном вдавливании кругового в плане штампа в 
трансверсально-изотропное полупространство с неподвижным параболои-
дальным основанием, соосным оси штампа, при отсутствии трения между 
штампом и полупространством. Выполнены расчеты зависимости напряже-
ний между граничными поверхностями и перемещений под штампом в за-
висимости от упругих свойств трансверсально-изотропных материалов и 
геометрических параметров задачи (расстояния между граничными поверх-
ностями, формы параболоидального основания, диаметра штампа). 

Трансверсально-изотропный материал характеризуют пять различных 
упругих постоянных ijC , которые связаны с модулями Юнга, коэффициен-

тами Пуассона и модулями сдвига соотношениями: 
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Здесь ν  и ′ν  – коэффициенты Пуассона, характеризующие поперечное 
сжатие в плоскости изотропии при растяжении и в перпендикулярном ей 
направлении соответственно; E  и E′  – модули Юнга в плоскости изотро-
пии и перпендикулярном к ней направлении соответственно; G и G′  – 
модули сдвига в плоскости изотропии и перпендикулярном ей направлении 
соответственно. 



159 

Пусть 1ν  и 2ν  – действительные корни характеристического уравне-
ния 

 2 2
11 44 33 11 13 44 13 33 44( 2 ) 0C C C C C C C C Cν − − − ν + = , (1) 

которые, как известно, являются положительными. 
Корни jν , 1,2j = , определяют степень анизотропии материала. Чем 

больше они отличаются друг от друга, тем более выражены анизотропные 
свойства. При построении математического аппарата обобщенного метода 
Фурье (ОМФ) для решения задач теории упругости для многосвязных тел 
на каждой граничной поверхности вводится пара соответствующих криво-
линейных систем координат, зависящих от jν . В каждой такой паре систем 

координат строятся соответствующие базисные решения [4]. Для связи 
между различными криволинейными системами координат получают тео-
ремы сложения, позволяющие записывать общее решение задачи в каждой 
из рассматриваемых систем и удовлетворять граничным условиям на каж-
дой граничной поверхности [5]. 

Математический аппарат ОМФ для трансверсально-изотропных тел, 
ограниченных координатными поверхностями в цилиндрических и парабо-
лоидальных координатах разработан и обоснован автором совместно с 
А. Г. Николаевым в работах [6, 7]. Задача об осесимметричном вдавливании 
кругового в плане штампа в трансверсально-изотропное полупространство с 
неподвижным параболоидальным основанием при отсутствии трения между 
штампом и полупространством, где в качестве материала рассматривался 
песчаник, решена в [8]. Исследованы напряжения между плоскостью и па-
раболоидом вращения в зависимости от геометрических параметров (раз-
мер штампа, форма параболоида, расстояние между поверхностями). 

В данной работе построенный аппарат ОМФ использован для исследо-
вания НДС различных трансверсально-изотропных материалов. 

Рассмотрим осесимметричное вдавливание кру-
гового в плане штампа в трансверсально-изотропное 
полупространство с неподвижным параболоидаль-
ным основанием, соосным оси штампа [8] (рис. 1). 
Считаем, что трение между штампом и полупро-
странством отсутствует, радиус штампа равен a , 

уравнение 2
1 2z c c= ρ − , 0jc > , задает поверхность 

параболоидального основания в цилиндрической 
системе координат ( , , )zρ ϕ , соосной с осью штампа, 

начало которой расположено на расстоянии h  от 
границы полупространства. Ось анизотропии со-
впадает с осью симметрии рассматриваемого тела. 

Введем две параболоидальные системы коорди-
нат ( , , )j jβ α ϕ , 1,2j = , связанные с цилиндрической системой координат 

формулами 
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где 0ja > , jγ  – параметры параболоидальных координат. Уравнение пара-

болоидального основания можно представить в виде 0j jβ = β . При 12j ja cν =  

на поверхности основания выполняется условие jα = ρ . Уравнение границы 

полупространства z h= −  в переменных jz  имеет вид 
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Рис. 1 
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Решение поставленной задачи будем искать в виде 
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где (9) (2)
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λ λα β ϕ ρ ϕ =U U , – внутренние и внешние базис-

ные решения уравнений равновесия трансверсально-изотропных тел в па-
раболоидальных и цилиндрических координатах соответственно [5]. 

Теоремы сложения решений (2), полученные в [5], позволяют удовлет-
ворить условиям на граничных поверхностях: 
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Задача сводится к системе интегральных уравнений Фредгольма вто-
рого рода [8]. 

Напряжения при 2( ,z h c∈ − ]  можно вычислять по формуле 
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где 0 ( )J x  – функции Бесселя первого рода. 

Значения упругих свойств выбранных для исследования материалов 
представлены в табл. 1 – табл. 3. 
 Таблица 1. Упругие постоянные. 

 кварц песчаник алевролит стеклопластик 

11C , Па 1.184 1210⋅  5.8576 1010⋅  7.2924 510⋅  4318.1818 

12C , Па 0.19 1210⋅  2.5019 1010⋅  2.2023 510⋅  681.8182 

13C , Па 0.32 1210⋅  2.0793 1010⋅  2.2787 510⋅  2500 

33C , Па 1.07 1210⋅  6.1105 1010⋅  6.7738 510⋅  22500 

44C , Па 0.358 1210⋅  1.6584 1010⋅  2.29 510⋅  300 

 Таблица 2. Упругие модули. 

 кварц песчаник алевролит стеклопластик 

G , Па 4.97 1110⋅  1.67785 1010⋅  2.25 510⋅  4000 

G′ , Па 3.58 1110⋅  1.6584 1010⋅  2.29 510⋅  300 

E , Па 10.801 1110⋅  4.5249 1010⋅  6.21 510⋅  4000 

E′ , Па 9.209 1110⋅  5.0761 1010⋅  5.68 510⋅  20000 

ν  0.087 0.3484 0.22 0.1 
′ν  0.233 0.2487 0.24 0.5 

 Таблица 3. Корни характеристического уравнения. 

 кварц песчаник алевролит стеклопластик 

1ν  0.7371 0.7203 0.8399 0.2749 

2ν  1.2897 1.4181 1.1474 8.3031 

Характер распределения напряжений в зависимости от геометричес-
ких параметров (радиуса a  штампа, формы параболоидального основания 
– параметра cρ , и расстояния L  между граничными поверхностями) про-
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анализирован в работе [8] на примере песчаника. Зависимость распределе-

ния напряжений z

G

σ
σ = ′  от координаты ρ  между граничными поверхностя-

ми для различных трансверсально-изотропных материалов при выбранных 
значениях геометрических параметров показана на рис. 2 – рис. 5. Вычис-
ления выполнены для случая, когда форма параболоида и расстояние меж-
ду границей полупространства и вершиной параболоида постоянны: 1cρ = , 

5L = . Значения напряжений σ  в зависимости от ρ  на рис. 2 приведены в 
плоскости изотропии, параллельной граничной поверхности и располо-

женной на расстоянии 
5
L  от нее, а на рис. 3 – на расстоянии для 2

5
L  для 

случая, когда радиус штампа 2a = . На рис. 4, рис. 5 приведены аналогич-
ные напряжения при 1a = . На всех рисунках кривые 1 соответствуют 
напряжениям в кварце, кривые 2 – в песчанике, кривые 3 – в алевролите и 
кривые 4 – в стеклопластике. 

  
 Рис. 2  Рис. 3 

  
 Рис. 4  Рис. 5 

Анализируя приведенные графики, необходимо отметить, что распреде-
ление напряжений между граничными поверхностями в значительной сте-
пени зависит от значений корней jν , 1,2j = , характеристического уравне-

ния (1), которые определяют степень анизотропии материала: у кварца, 
песчаника и алевролита они близки, в отличие от стеклопластика. Также 
заметна зависимость напряжений в исследуемом теле от коэффициентов 

Пуассона в продольном и поперечном направлениях: у алевролита .1 09ν =′ν
, 

у песчаника .1 4ν =′ν
, у кварца .2 7ν =′ν

, а у стеклопластика 5ν =′ν
. Абсо-

лютные величины упругих констант, которые отличаются на несколько по-
рядков, отражены в меньшей мере, т. к. нормирующим множителем при 
расчетах напряжений выбран модуль сдвига 44G C′ = . 
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НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНИЙ СТАН ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНОГО ПІВПРОСТОРУ З 
ПАРАБОЛОЇДНОЮ ОСНОВОЮ З РІЗНИМИ ПРУЖНИМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 
 
На прикладі задачі про осесиметричне вдавлювання кругового в плані штампа у 
трансверсально-ізотропний півпростір з нерухомою параболоїдною основою, 
співвісною осі штампа, при відсутності тертя між штампом і півпростором, 
розв’язаної за допомогою узагальненого методу Фур’є, виконано порівняльний 
аналіз напружено-деформованого стану тіл із трансверсально-ізотропних мате-
ріалів з різними пружними властивостями. Результати обчислень показують, 
що розподіл напружень у півпросторі під штампом залежить як від пружних 
параметрів, так і від коренів характеристичного рівняння. 
 
STRESS-STRAIN STATE OF A TRANSVERSELY ISOTROPIC HALF-SPACE WITH 
PARABOLOIDAL BASIS WITH DIFFERENT ELASTIC CHARACTERISTIC 
 
The problem on the axially symmetric impression of circular stamp in a transversely 
isotropic half-space with unmoving paraboloidal basis coaxial with stamp axis in the 
absence of friction between the stamp and the half-space is solved by the generalized 
Fourier’s method. The comparative analysis of stress-strain state of solids of 
transversely isotropic materials with different elastic characteristics is carried out. 
Numerical results show that the stress distribution in the half-space under the stamp 
depends on the elastic parameters and on the roots of the characteristic equation. 
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