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УДК 517.98 
 
М. І. Дмитришин 
 
ТЕНЗОРНІ ДОБУТКИ АПРОКСИМАЦІЙНИХ ПРОСТОРІВ, АСОЦІЙОВАНИХ 
ІЗ РЕГУЛЯРНИМИ ЕЛІПТИЧНИМИ ОПЕРАТОРАМИ 
 

Доведено інтерполяційну теорему для тензорних добутків апроксимаційних 
просторів, асоційованих з регулярними еліптичними операторами, та пока-
зано її застосування до проблеми апроксимацій елементів тензорних добут-
ків pL -просторів. 

 
 Вступ. Проблемам наближення елементів банахового простору різними 
класами гладких векторів замкнених операторів присвячено праці [1, 2, 4, 
5, 7]. У праці [3] наведено застосування до згаданих проблем апроксимацій-
них просторів, асоційованих із замкненими операторами у банахових про-
сторах. У контексті застосування різних апроксимаційних класів функцій 
слід відзначити праці [8, 9]. 

У цій статті показано, що тензорний добуток апроксимаційних про-
сторів, асоційованих із регулярними еліптичними операторами, є проміж-
ним інтерполяційним простором між тензорними добутками просторів 

( )pL Ω  і цілих функцій експоненціального типу, звуження яких на обмеже-

ну область Ω  належить простору ( )pL Ω . Встановлено нерівності, які оці-

нюють відстань від заданого елемента тензорного добутку просторів ( )pL Ω  

до підпростору, що визначається тензорним добутком просторів цілих 
функцій експоненціального типу. 

 Означення і попередні відомості. На просторах 1( )
j

J
p jL =Ω{ } , 1 jp< < ∞ , 

комплексних сумовних функцій в обмеженій області nΩ ⊂ R  з границею 

∂Ω  класу C∞  розглянемо регулярно еліптичні оператори (див. означення 
5.2.1/4 з [10]) 
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 Нехай 
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J
j p p pL L L⊗ Ω = Ω ⊗ ⊗ Ω…  – тензорний добуток, на якому 

задаємо проективну норму 
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( )
j

J
j pL∈ ⊗ Ω . Поповнення простору ( )

j

J
j pL⊗ Ω  у проективній нормі позначи-

мо через ( )
j

J
j pL⊗ Ω% . 

 Для будь-яких чисел 0jν > , 1 jp< < ∞  означимо банахові простори ці-

лих векторів експоненціального типу оператора jA : 
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 Означимо об’єднання 
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= ∪ , на якому задамо квазінорму 
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Поповнення простору ( )
j

J
j p jE A⊗  у цій нормі позначимо через ( )

j

J
j p jE A⊗% . 

Використовуючи позначення праці [10], для пари квазінормованих про-
сторів ( , ),  ( , )X YX Y⋅ ⋅  і чисел 0 q< ≤ ∞ , 0 1< θ < , 0 t< < ∞  означимо 

інтерполяційний простір 
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qq X YX Y a X Y a

θθ = ∈ + < ∞{ }  з квазінормою 
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де ( , ; , ) inf ( )X Ya x y
K t a X Y x t y

= +
= + , x X∈ , y Y∈ . 

 Для чисел 0 < α < ∞  і 0 j< τ ≤ ∞  означимо апроксимаційні простори 
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 Означимо також простір 
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 Основні результати. 
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Переходячи до квазінорм, отримуємо нерівність 
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з якої випливає вкладення 
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З іншого боку, використовуючи інтерполяційні нерівності 
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та нерівність Гельдера, маємо 
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Вкладення (4) і (6) дають рівність (3), яка з урахуванням (2) набуває вигляду 
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Покажемо, що об’єднання 
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де сталі c , 0c  не залежать від k . Звідси отримуємо 
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На просторі ( )
jpE D  задамо квазінорму 
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Використовуючи нерівності (9), (11) і теорему Пелі – Вінера, отримуємо 
еквівалентність квазінорм 
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 Використовуючи теорему 4.2.2 з [10], теорему 7.1.7 з [6], а також не-
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Згідно з теоремою 5.4.3 з [10], для k ∈ N  існують додатні числа 1c  і 2c  такі, 
що 

 2 21 2( ) ( )( )
,       ( )mk mk

p ppj jj

k k k k
j jW WL

c f A f c f f D AΩ ΩΩ
≤ ≤ ∈ . 

Звідси маємо 

 
22

2 2( ) ( )2

( ( ) )
jj jj j

p pj jj

pp mkpp k sm k
j j jL Lk k s mk

c n A f ñ D f
+ +

−−

Ω Ω∈ ∈ =

′ν ≤ ν∑ ∑ ∑
Z Z

, 

а тому 

 ( ) : 0, 1, , , ( )j j

j j

k
ji j jp pf E D B A f j m k E A

ν µ
+∂Ω

∈ = = ∈ ⊂… Z{ } , 

де 2
2 ( ) m

j jc nµ = ν . 

З іншого боку, 

 1
1( ) ( )

( )
jjj j j

p pj jj

ppkp kp sk
j j jL Lk k s k

A f c D f
+ +

− −−
Ω Ω∈ ∈ =

ν ≥ ν∑ ∑ ∑
Z Z

, 

звідки маємо 

 
1

1( ) ( ) : 0, 1, , ,j j

j j

c k
j ji jp pE A f E D B A f j m k

−ν ν
+∂Ω

⊂ ∈ = = ∈… Z{ } , 

що й доводить (15). 

Рівність (8) отримуємо з (14) і (15). Ізоморфізм (1) випливає з (7) і (8).  

 Теорема 2. Існують числа 1 2( , ), ( , )j jc cα τ α τ  такі, що виконуються не-

рівності 

 1 ( 1)
, ,

1 1 ( 1)
1 , ,( )

( , ) ,     ( )J j j jij p Bj j ji

J
j p BB

E t w c t w w Bα α+
τ

α+−α α α+
τ⊗ Ω

≤ ∈ ⊗ Ω%
%

/
/

[ ]
[ ]

{ }
{ } , 

  (16) 

 1 ( 1)
, ,

1
2 ( )( ) ( )

,      ( )JJ J jj pjj j p jp B jj j ji

J
j p jLB E A

w c w w w E Aα α+
τ

α+ α
⊗ Ω⊗ Ω ⊗

≤ ∈ ⊗%% %
%

/[ ]{ }

, 

  (17) 
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де 

 ( ) ( )( , ) inf :J J
j p j p jj j
L E AE t w w u u t⊗ Ω ⊗= − ≤% %{ } , 

 ( ),     ( )
j j

J J
j p j j pu E A w L∈ ⊗ ∈ ⊗ Ω% % . 

Д о в е д е н н я.  Згідно з теоремою 3.11.4(b) з [6] для деякого числа 
0c >  маємо 

 
,

1
( ( ), ( )) ( ) ( )

J J J Jj p j j p qj j j p j j pj j
E A L E A L

w c w w
θ

−θ θ
⊗ ⊗ Ω ⊗ ⊗ Ω

≤% % % % , 

 ( )
j

J
j p jw E A∈ ⊗% . 

З цієї нерівності та ізоморфізму (1) при (1 )α = − θ θ/  випливає існування 

такої сталої 2 0c > , що виконується нерівність (17). 
З інтерполяційної нерівності (5) та ізоморфізму (1) випливає існування 

такої постійної 0 0c > , що 

 
, ,

0 ( ), , ( ), ( ) J
j j j p Bj j ji

J J
j p j j p BK t w E A L c t w α θ

τ

θ
⊗ Ω⊗ ⊗ Ω ≤ %% %

[ ]{ }
( ) , 

 , , ( )
j j ji

J
j p Bw Bα θ

τ∈ ⊗ Ω% [ ]{ } . 

Позначимо 

 ( ) ( ), , ( ), ( ) inf max ,J J
j j j p j j pj j

J J
j p j j p E A Lw u v

K t w E A L u t v∞ ⊗ ⊗ Ω= +

 ⊗ ⊗ Ω =  
 

% %% %( ) . 

Оскільки K K∞ ≤ , то 

 
, ,

0 ( ), , ( ), ( ) J
j j j p Bj j ji

J J
j p j j p BK t w E A L c t w α θ

τ

θ
∞ ⊗ Ω⊗ ⊗ Ω ≤ %% %

[ ]{ }
( ) , 

 , , ( )
j j ji

J
j p Bw Bα θ

τ∈ ⊗ Ω% [ ]{ } . (18) 

Згідно з лемою 7.1.2 з [6] для кожного 0t >  існує таке 0s > , що K s∞ =  

і ( 0, ) ( 0, )E s w s t E s w+ ≤ ≤ −/ . Звідси та з нерівності (18) маємо 

 
, ,

1
0 , ,( )( , ) ,      ( )J

j j jij p Bj j ji

J
j p BBs E s w c w w Bα θ

τ

−θ θ α θ
τ⊗ Ω≤ ∈ ⊗ Ω% %

[ ][ ] [ ]
{ }

{ } . 

При (1 )α = − θ θ/  отримуємо 

 1 ( 1)
, ,

11
0 ( )

( , ) J
j p Bj j ji

B
s E s w c w α α+

τ

α+α α+
⊗ Ω

≤ % /[ ]{ }

, 

 1 ( 1)
, , ( )

j j ji

J
j p Bw Bα α+

τ∈ ⊗ Ω% /[ ]{ } . (19) 

Поклавши в (19) 1
1 0c cα+= , отримаємо нерівність (16).  
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ТЕНЗОРНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ АППРОКСИМАЦИОННЫХ ПРОСТРАНСТВ, 
АССОЦИИРОВАННЫХ С РЕГУЛЯРНЫМИ ЭЛЛИПТИЧЕСКИМИ ОПЕРАТОРАМИ 
 
Доказана интерполяционная теорема для тензорных произведений аппроксима-
ционных пространств, ассоциируемых с регулярными эллиптическими операто-
рами, и показано ее применение к проблеме аппроксимаций элементов тензорных 
произведений pL -пространств. 

 
TENSOR PRODUCTS OF APPROXIMATION SPACES 
ASSOCIATED WITH REGULAR ELLIPTIC OPERATORS 
 
The interpolation theorem for tensor products of approximation spaces associated with 
regular elliptic operators is proved. Its application to the problem of approximations of 
elements of tensor products of pL -spaces is shown. 
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