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ЗАДАЧА З ІНТЕГРАЛЬНИМИ УМОВАМИ ЗА ЧАСОМ ДЛЯ СИСТЕМИ 
РІВНЯНЬ ДИНАМІЧНОЇ ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ 
 

В області, яка є декартовим добутком відрізка 0,T[ ]  і простору 3R , дослід-

жено задачу з інтегральними умовами за часовою координатою для системи 
рівнянь динамічної теорії пружності у класі майже періодичних за просто-
ровими змінними функцій. Знайдено критерій єдиності та достатні умови 
існування розв’язку задачі. Для розв’язання проблеми малих знаменників, які 
виникли при побудові розв’язку задачі, використано метричний підхід. 

 
Вступ. Математичне моделювання багатьох фізичних явищ та біоло-

гічних процесів призводить до задач із нелокальними (у тому числі – інтег-
ральними) умовами для рівнянь із частинними похідними. Інтегральні умо-
ви виникають у випадках, коли межа області є недоступною для проведен-
ня вимірювань або неможливо безпосередньо обчислити певні фізичні вели-
чини, однак відомі їхні усереднені значення. Дослідженню задач з інтег-
ральними умовами для рівнянь із частинними похідними присвячено багато 
робіт (див. [5, 6, 9, 11, 22] та бібліографію там), однак для систем таких рів-
нянь ці задачі досліджені мало. 

Для еволюційних рівнянь задачі з інтегральними умовами за часовою 
змінною, взагалі, є некоректними, а їх розв’язність часто пов’язана з проб-
лемою малих знаменників. Для однозначної розв’язності таких задач на 
шуканий розв’язок накладають певні додаткові умови за просторовими ко-
ординатами, зокрема умови періодичності чи майже періодичності. 

У роботах [16–20] у p -вимірному шарі досліджено задачу з інтеграль-
ними умовами за часом для системи рівнянь із частинними похідними пер-
шого порядку. Отримано критерій коректної розв’язності задачі у класах 
функцій скінченної гладкості зі степеневим зростанням за просторовими 
змінними, а також вивчено вплив параметрів задачі на властивості роз-
в’язку. 

У працях [8, 10] встановлено коректність задач із інтегральними умова-
ми за виділеною змінною у вигляді послідовних моментів від шуканої 
функції та умовами 2π -періодичності за іншими координатами для безтип-
ної системи рівнянь із частинними похідними n -го порядку зі сталими 
коефіцієнтами для майже всіх (стосовно ρ -міри Гаусдорфа на R ) верхніх 
меж інтегрування та для лінійної системи еволюційних рівнянь із частин-
ними похідними з відхиленням аргументу для майже всіх (стосовно міри 
Лебеґа) значень параметра відхилення. 

У [3] встановлено коректність задачі з інтегральними умовами за часо-
вою змінною для безтипної системи рівнянь із частинними похідними зі 
змінними за часом коефіцієнтами високого порядку. 

У [24, 27] розглядалися задачі з інтегральними умовами для систем 
звичайних диференціальних рівнянь другого порядку, а у [26] – для систе-
ми диференціальних рівнянь з дробовими похідними. 

У цій роботі вивчається задача знаходження майже періодичного [1, 
23] за просторовими координатами розв’язку системи рівнянь динамічної 
теорії пружності [12, с. 175] із загальними умовами за часовою змінною, 
частковими випадками яких є інтегральні умови у вигляді довільних мо-
ментів від шуканої функції, а також умови Діріхле. Задача Діріхле для та-
кої системи рівнянь у класах функцій, 2π -періодичних за просторовими 
змінними, вивчалась у [2]. Зауважимо також, що для одновимірної системи 
рівнянь динамічної теорії пружності у смузі в роботі [4] вивчалась задача 
Коші, а у [13] – задача Діріхле. 
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1. Постановка задачі. В області 4 3( , ) : (0, ),D t x t T x= ∈ ∈ ∈R R{ }  роз-

глядаємо задачу про знаходження майже періодичного за змінними 1 2,x x , 

3x  розв’язку системи диференціальних рівнянь, яка описує напружений 
стан ізотропного однорідного пружного тіла у переміщеннях (система Ляме) 
та має вигляд 

 2 2( , ) ( , ) : ( , ) ( , ) ( ) ( , )t x t x xL t x t x t x t x∗ ∗ ∗ ′∂ ∂ = σ∂ = µ ∆ + λ + µ ∂ ∂u u u u , 

 ( , )t x D∈ , (1) 

з такими умовами за часовою координатою: 

 3

0

: ( , ) ( , ) ( ),    1,2 ,    j
T

r
j j j j jU u t x t t x dt x j x= α + β = ∈ ∈∫u u R[ ] { } . (2) 

Тут 1 2 3: ( , ) col ( ( , ), ( , ), ( , ))t x u t x u t x u t x= =u u  – вектор переміщень; t  – час; 

0∗λ > , 0∗µ >  – коефіцієнти Ляме; 0σ >  – густина середовища, 

 
3 2

2
1 2 31

,        ,        , ,t x
j j

t x x xx=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∆ = ∂ = ∂ =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∑ , 

 
1 2 3

col , ,x x x x
∂ ∂ ∂ ′∂ =  ∂ ∂ ∂ 

, 

1 0t = , 2t T= ; ,j jα β ∈ R , 2 2 0j jα + β ≠ , 1,2j ∈ { } ; 1 2,r r +∈ Z , 1 2r r< ; вектор-

функції 1 2 3( ) col ( ( ), ( ), ( ))j j j jx x x x=    , 1,2j ∈ { } , є майже періодичними 

за x  із заданим спектром 

 
1 2 3

3: ( , , ) : ,  k k k k k kM −= µ = µ µ µ ∈ µ = − µ µ =0 0R{ , 

 1 2 3
1 2 1 2 1 2,  0 ,  0 ,  kd k d k d d kθ θ≤ µ ≤ < ≤ < θ ≤ θ ∈ Z } , 

 
1 2 3k k k kµ = µ + µ + µ , 

і розвиваються у векторні ряди Фур’є 

 
3

( ) exp ( , )j jk k
k

x i x
∈

= µ∑
Z

  , 

 1, 2, 3,col ( , , ),       1,2jk j k j k j k j= ϕ ϕ ϕ ∈ { } , (3) 

де 

 
3

3
0,

1lim ( ) exp ( , )jk j k
H

H

x i x dx
H→∞

= − µ∫
[ ]

  , 

 
1 2 31 2 3( , )k k k kx x x xµ = µ + µ + µ . 

Характеристичне рівняння, яке відповідає системі (1): 

 2 32
3 , 1

det ( ) ( ) 0j j

∗ ∗ ∗
=

σγ − µ η − λ + µ η η =I l l
, 

де 3I  – одинична матриця розміру 3 3× , 3
1 2 3( , , ) \η = η η η ∈ 0R { } , 2η =  

2 2 2
1 2 3= η + η + η , може бути записане у такій формі: 

 2 43 6 2 4 2( 4 ) (2 5 )∗ ∗ ∗ ∗ ∗σ γ − σ λ + µ η γ + σµ λ + µ η γ −  

 62( 2 )( ) 0∗ ∗ ∗− λ + µ µ η = . (4) 



42 

При цьому γ -корені рівняння (4) визначаються формулами 

 1 2 3
2

( ) ( ) ,         ( )
∗ ∗ ∗µ λ + µγ η = γ η = η γ η = η

σ σ
, 

 4 5 6
2

( ) ( ) ,       ( )
∗ ∗ ∗µ λ + µγ η = γ η = − η γ η = − η

σ σ
. (5) 

Із (5) видно, що система (1) є гіперболічною за Петровським у широкому 
сенсі. 

Надалі будемо використовувати такі очевидні нерівності: 

 
1 2 3

2 2 2     3 ,      k k k k k k k kM∀µ ∈ µ ≤ µ ≤ µ µ = µ + µ + µ . (6) 

2. Єдиність розв’язку задачі. Майже періодичний за x  зі спектром M  
розв’язок задачі (1), (2) шукаємо у вигляді векторного ряду 

 
3

( , ) ( ) exp ( , )k k
k

t x t i x
∈

= µ∑u u
Z

, 

 1 2 3( ) col ( ( ), ( ), ( )),       k k k k kt u t u t u t M= µ ∈u . (7) 

Підставивши ряди (3), (7) у систему (1) та умови (2), для знаходження кож-

ної з вектор-функцій ( )k tu , 3k ∈ Z , отримуємо таку задачу: 

 
2 2

2
32 2

, ( ) :k k k
d dL i t
dt dt

∗   µ = σ + µ µ +   
   

u I  

 3

, 1
( ) ( )

jk k k
j

t∗ ∗

=

+ λ + µ µ µ =

u 0

l l
, (8) 

 
0

: ( ) ( ) ,        1,2j
T

r
j k j k j j k jkU t t t dt j= α + β = ∈∫u u u[ ] { } . (9) 

При k = 0  ( )µ =0 0  система (8) має вигляд 

 
2 2

32 2
, ( ) : ( )d dL t t

dt dt
  = σ = 
  0 00 u I u 0 , 

а кожна компонента , ( )qu t0 , 1,2,3q ∈ { } , розв’язку 1, 2,( ) col ( ( ), ( )t u t u t=0 0 0u , 

3, ( ))u t0  задачі (8), (9) є розв’язком такої відповідної задачі для скалярного 

рівняння: 

 
2

,2
( ) 0q

d u t
dt

=0 , (10) 

 , , , ,
0

: ( ) ( ) ,       1,2j
T

r
j q j q j j q jqU u u t t u t dt j= α + β = ϕ ∈∫0 0 0 0[ ] { } . (11) 

Характеристичний визначник задачі (10), (11) має вигляд 

 

1 1

2

2 2

1 2

1 1 1 2
1 1

1 2 1 21 2
2

2 2 2 2
2 2

1 2
( , ) :

2
1 2

r r

r

r r

T T
r r TT T

rT TT
r r

+ +

+

+ +

α + β β
+ +

∆ = = α α + α β +
+

α + β α + β
+ +

0  

 
1 2 11 3

2 1 1 2 2 1

1 1 1 1 2 2

( )
( 1)( 2) ( 1)( 2)( 1)( 2)

r r rT r r T
r r r r r r

+ + +α β β β −
+ +

+ + + + + +
. 
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За умови ( , ) 0T∆ ≠0  завжди існує єдиний розв’язок задачі (10), (11) для 

кожного 1,2,3q ∈ { } . Ці розв’язки зображаються формулами 

 
2

1
, ,

, 1

( , )
( ) ,       1,2,3

( , )
j j

q q
j

T
u t t q

T
−

=

∆
= ϕ ∈

∆∑0 0

0

0
{ }l

l
l

, (12) 

де ( , )j T∆ 0l  – алгебричне доповнення елемента l -го рядка та j -го стовпця 

у визначнику ( , )T∆ 0 . 

Тепер розглянемо задачу (8), (9) для всіх \k Mµ ∈ 0{ } . Характеристич-

не рівняння, яке відповідає системі (8), має вигляд 

 2 43 6 2 4 2( 4 ) (2 5 )k k
∗ ∗ ∗ ∗ ∗σ γ + σ λ + µ µ γ + σµ λ + µ µ γ +  

 62( 2 )( ) 0k
∗ ∗ ∗+ λ + µ µ µ = , 

а його γ -корені зображаються формулами 

 1 2 3
2

,          k k k k ki i
∗ ∗ ∗µ λ + µγ = γ = µ γ = µ

σ σ
, 

 4 5 6
2

,        k k k k ki i
∗ ∗ ∗µ λ + µγ = γ = − µ γ = − µ

σ σ
. (13) 

Для коренів (13) з урахуванням (6) справджуються такі оцінки: 

 1 1(1 ),     ( 2 ) ,      1, ,6jk kC C j∗ ∗γ ≤ + µ = λ + µ σ ∈ …/ { } . (14) 

Надалі через Cν , 1,2,ν = … , позначатимемо сталі величини, що не за-

лежать від k  та kµ . 

Фундаментальна система розв’язків системи (8) має такий вигляд 
(див. [2]): 

 3 ,( ) exp ( ),  ( ) exp ( ),   1,2,3jk jk jk j k jk jkt t t i t j+= γ = − γ ∈u h u h { }{ } , 

 3 \k ∈ 0Z { } , 

де вектор jkh , 1,2,3j ∈ { } , – деякий ненульовий розв’язок системи алгеб-

ричних рівнянь 

 2
1 2 3( , ) 0,        col ( , , )jk kL i h h hγ µ = =h h . 

Припустимо, що множина \M 0{ }  є такою, що 0
jkµ ≠ , \jk ∈ {0}Z , для 

деякого 1,2,3j ∈ { } . Не обмежуючи загальності, вважатимемо, що 
3

0kµ ≠ , 

3 \k ∈ Z {0} . Тоді вектори jkh , 1,2,3j ∈ { } , можемо вибрати так: 

 3 1 3 2
1 2col , 0, ,       col 0, ,

k k k k
k k

k k k k

µ µ µ µ   = − = −   µ µ µ µ   
h h , 

 1 2 3
3 col , ,

k k k
k

k k k

µ µ µ =  µ µ µ 
h . (15) 

Загальний розв’язок системи (8) має вигляд 

 
3

3
3 ,

1

( ) ( exp ( ) exp ( )),     \k jk jk jk j k jk jk
j

t C t C t k+
=

= γ + − γ ∈∑u h h 0Z { } , 

де сталі jkC , 1, ,6j ∈ …{ } , визначаємо із системи алгебричних рівнянь 
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3

1 2
1 3 , 1 1

1

( (0, ) (0, ))jk jk j k j k jk j k k
j

C g C g+
=

µ + µ =∑ h h  , 

 
3

1 2
2 3 , 2 2

1

( ( , ) ( , ))jk jk j k j k jk j k k
j

C g T C g T+
=

µ + − µ =∑ h h  . (16) 

Тут 

 ( , ) exp ( ) ( ),     1,2,3 ,     , 1,2qj k q jk q q jkg t t I j qµ = α γ + β γ = ={ } { }l
l l , 

 1 1

0

( ) exp (( 1) ) ( , ) exp (( 1) ) ( ,0)q
T

r
q q qI z t zt dt Q z T zT Q z+ += − = − −∫ l l
l l l , (17) 

 
( 1)1 1

1

( 1) !
( , ) ,       , 1,2

( 1) !

q q
nr r n

q
q n

qn

r tQ z t q
r n z

++ − +

=

−
= =

− +∑
l

l l . (18) 

Визначник ( , ),  \k kT M∆ µ µ ∈ 0{ } , системи (16) співпадає з характерис-

тичним визначником задачі (8), (9) і має такий вигляд: 

 1 2( , )k T∆ µ = M M , 

де  

 

3 1

3 2

1 2 3

3 1

3 2

1 2

1 1
11 13

1 1
12 13

1 1 1
11 12 13

1

1 1
21 23

1 1
22 23

1 1
21 22

(0, ) 0 (0, )

0 (0, ) (0, )

(0, ) (0, ) (0, )

( , ) 0 ( , )

0 ( , ) ( , )

( , )

k k
k k

k k

k k
k k

k k

k k k
k k k

k k k

k k
k k

k k

k k
k k

k k

k k
k

k k

g g

g g

g g g

g T g T

g T g T

g T g

µ µ
µ µ

µ µ

µ µ
µ µ

µ µ

µ µ µ
− µ − µ µ

µ µ µ
=

µ µ
µ µ

µ µ

µ µ
µ µ

µ µ

µ µ
− µ −

µ µ

M

3 1
23( , ) ( , )

k
k k

k

T g T
µ

µ µ
µ

, 

 

3 1

3 2

1 2 3

3 1

3 2

1 2

2 2
11 13

2 2
12 13

2 2 2
11 12 13

2

2 2
21 23

2 2
22 23

2
21

(0, ) 0 (0, )

0 (0, ) (0, )

(0, ) (0, ) (0, )

( , ) 0 ( , )

0 ( , ) ( , )

( , )

k k
k k

k k

k k
k k

k k

k k k
k k k

k k k

k k
k k

k k

k k
k k

k k

k k
k

k

g g

g g

g g g

g T g T

g T g T

g T

µ µ
µ µ

µ µ

µ µ
µ µ

µ µ

µ µ µ
− µ − µ µ

µ µ µ
=

µ µ
− µ − µ

µ µ

µ µ
− µ − µ

µ µ

µ µ
− − µ −

µ µ

M

32 2
22 23( , ) ( , )

k
k k

k k

g T g T
µ

− µ − µ
µ

. 
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Задача (8), (9) не може мати двох різних розв’язків тоді й лише тоді, 
коли ( , ) 0k T∆ µ ≠  [15]. 

При дослідженні розв’язності задачі (1), (2) використовуватимемо такі 
функціональні простори: 

3: ( ; )B BH H Mα α= R , α ∈ R , – простір, отриманий шляхом поповнення 

простору скінченних тригонометричних поліномів вигляду ( )v x =  

exp ( , )k k
k N

v i x
≤

= µ∑ , k Mµ ∈ , за нормою [21] 

 
3

1 2
2 2; (1 )B k k

k

v H vα α

∈

 = + µ 
 ∑

Z

/

; 

( 0, , )q
BC T Hα[ ]  – простір функцій 

3

( , ) ( ) exp ( , )k k
k

u t x u t i x
∈

= µ∑
Z

, k Mµ ∈ , 

( ) ( 0, )q
ku t C T∈ [ ] , таких, що для довільного фіксованого 0,t T∈ [ ] похідні 

3

( )( , ) ( ) exp( , ),  0,1, ,j j j
kk

k

d u t dt u t i x j q
∈

⋅ = µ ∈∑ …
Z

/ { } , належать простору BHα  і 

є неперервними за t  у нормі цього простору 

 
0,1

; ( 0, , ) max ;
q j

q
B Bjt Tj

d uu C T H H
dt

α α

∈=
= ∑

[ ]
[ ] ; 

,3BHα  – простір вектор-функцій 1 2 3( ) col ( ( ), ( ), ( ))x v x v x v x=v  таких, що 

( )j Bv x Hα∈ , 1,2,3j ∈ { } , з нормою 

 
3

,3
1

; ;B j B
j

H v Hα α

=
= ∑v ; 

( 0, , )q
BC T Hα[ ]  – простір вектор-функцій 1 2( , ) col ( ( , ), ( , )t x u t x u t x=u , 

3 ( , ))u t x  таких, що ( , ) ( 0, , )q
j Bu t x C T Hα∈ [ ] , 1,2,3j ∈ { } , з нормою 

 
3

1

; ( 0, , ) ; ( 0, , )q q
B j B

j

C T H u C T Hα α

=
= ∑u [ ] [ ] ; 

,3 ( )n
BC D  – простір вектор-функцій ( , )t xu , які є n  раз неперервно ди-

ференційовними в області D  за всіма змінними і майже періодичними за x  
рівномірно по 0,t T∈ [ ] , з нормою 

 
1 2 303

3

,3
[0, ]1 0 1 2 3

( , )
; ( ) max sup

s
jn

B s s sst T xj s n

u t x
C D

t x x x∈ ∈= ≤ ≤

∂
=

∂ ∂ ∂ ∂
∑ ∑u

R
; 

3
,3 ( )n

BC R  – підпростір вектор-функцій із ,3 ( )n
BC D , які не залежать від t . 

Якщо 13 (2 )α > θ/ , то справджуються такі вкладення (див. [25] і бібліо-
графію там): 

 3
,3 ,3 ,3( ),     ( 0, , ) ( ),     q q q q q

B B B BH C C T H C D q+α +α⊂ ⊂ ∈ ∪R N[ ] {0} . (19) 

Теорема 1. Для того щоб задача (1), (2) мала не більше одного майже 
періодичного за x  зі спектром M  розв’язку у шкалі просторів 

2( 0, , )BC T Hα[ ] , необхідно та достатньо, щоб виконувалась умова  

       ( , ) 0k kM T∀µ ∈ ∆ µ ≠ . (20) 

Д о в е д е н н я  проводиться за схемою доведення теореми 1 з [5].  
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Зауваження 1. Якщо в умовах (2) 1 2 0β = β = , то 

 1 2( , )T T∆ = α α0 , 

 3

2
2

1 2 1 12
( , ) (exp ( ) exp ( ))

k
k k k

k

T T T
µ

∆ µ = α α − γ − γ ×
µ

 

 3 3(exp ( ) exp ( )),   \k k kT T M× − γ − γ µ ∈ 0{ } . 

Тоді умова (20) справджується, якщо для довільного \k Mµ ∈ 0{ }  рівняння 

 2 22 2 2 2
1 2

2
( ) 0,       ( ) 0k kT m T m

∗ ∗ ∗µ λ + µµ − π ≠ µ − π ≠
σ σ

 

не мають розв’язків у цілих числах 1 2,  m m . 
3. Існування розв’язку задачі. Надалі будемо вважати, що виконується 

умова (20). Тоді для кожного k Mµ ∈  існує єдиний розв’язок ( )k tu  задачі 

(8), (9), а формальний розв’язок ( , )t xu  задачі (1), (2) зображається рядом 

 
3

3

1\

( , ) ( ) ( exp ( )jk jk jk
jk

t x u t C t
=∈

= + γ +
∑ ∑0

0

u h
Z { }

 

 3 , exp ( )) exp ( , )j k jk jk kC t i x+
+ − γ µ


h , (21) 

у якому вектори ,  1,2,3jk j ∈h { } , визначені формулами (15), а 

 
3

1 , 2 , 3 ,

1

( , ) ( , )
,       1, ,6

( , )
k q k k q k

qk
k

T T
C q

T
+

=

ϕ ∆ µ + ϕ ∆ µ
= ∈

∆ µ∑ …{ }l l l l

l
, (22) 

де ( , )rq k T∆ µ  – алгебричне доповнення r -го рядка та q -го стовпця у ви-

значнику ( , )k T∆ µ . 

Ряд (21), взагалі кажучи, є розбіжним, оскільки вираз ( , )k T∆ µ , як від-

мінний від нуля, може набувати як завгодно малих значень для нескінчен-
ної кількості векторів k Mµ ∈ . 

Теорема 2. Нехай справджується умова (20) та існує стала 0η >  

така, що для всіх (крім скінченної кількості) векторів k Mµ ∈  викону-

ється нерівність 

 ( , ) (1 )k kT −η∆ µ ≥ + µ . (23) 

Якщо 2
,3( ) ,  1,2j Bx H jη+α+∈ = , то існує розв’язок задачі (1), (2) із простору 

2( 0, , )BC T Hα[ ] , який зображається формулою (21) і неперервно залежить 

від функцій ( ),  1,2j x j = . 

Д о в е д е н н я.  На підставі формули (21) отримуємо 

 
3 2 22 ( )

,
0,1 0

; ( 0, , ) max ( )m
B q

t Tq m

C T H u tα

∈= =

= +
∑ ∑ 0u

[ ]
[ ]  

 
3

1 2 3 22 2( ) 2 ( )
,

0,1 0\

( ) (1 ) max ( )m m
qk k q

t Tq mk

u t u tα

∈= =∈

 + + µ ≤ + 
 ∑ ∑ ∑ 0

0

/

[ ]Z { }

 

 
3

1 22( ) 2

0,
\

max ( ) (1 )m
qk k

t T
k

u t α

∈
∈

+ + µ 
∑

0{ }Z

/

[ ]
, (24) 

де 
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3

, 3 , ,
1

( ) ( exp ( ) exp ( ))qk jk jq k jk j k jq k jk
j

u t C h t C h t+
=

= γ + − γ∑ , 

 1,2,3 ,         \kq M∈ µ ∈ 0{ } { } , (25) 

де ,jq kh  – компонента під номером q  вектора jkh , а сталі qkC  визначені 

формулами (22). 
З формули (12) випливає, що 

 
22 2( )

, 2 ,
0, 1

max ( ) ,       1,2,3m
q q

t T
u t C q

∈ =
≤ ϕ ∈∑0 0[ ]

{ }l
l

, 

 2 2 1 2 1 2 1 2( , , , , , , )C C r r T= α α β β . (26) 

Із (15), (22), (25) отримуємо 

 
6 3

1 , 2 , 3 ,( )
1

0, 1 1

( , ) ( , )
max ( )

( , )
k j k k j km

qk
t T kj

T T
u t C

T
+

∈ = =

ϕ ∆ µ + ϕ ∆ µ
≤ ×

∆ µ∑ ∑
[ ]

l l l l

l
 

 (1 )mk× + µ , (27) 

де 0,1,2m ∈ { } . 
Із формул (15), (17) і (18) випливає, що 

 3( , ) ,      , 1, , 6 ,      \rq k kT C r q M∆ µ ≤ ∈ µ ∈ 0…{ } { } , (28) 

де  

 2
3 1 2 1 2 2max , max , ! rC r T= α α + β β{ } { } . 

Враховуючи (23), (27), (28), отримуємо такі оцінки: 

 
3

( )
1 3 1 , 2 ,

0, 1

max ( ) 6 ( )(1 )m m
qk k k k

t T
u t C C +η

∈ =
≤ ϕ + ϕ + µ∑ l l

l[ ]
, 

 1,2,3 ,        0,1,2q m∈ ∈{ } { } . (29) 

З нерівностей (24), (26) і (29) випливає така оцінка: 

 2; ( 0, , )BC T Hα ≤u [ ]  

 
3

1 22 3
2 2(2 )

2 1 3 ,
1 1

3max ,6 (1 )j k k
j k

C C C +η+α

= = ∈

 ≤ ϕ + µ = 
 ∑ ∑ ∑

/

Z
{ } l

l
 

 
2

2
4 ,3

1

;j B
j

C Hη+α+

=
= ∑  . 

З отриманої нерівності отримуємо доведення теореми.  

Зауваження 2. Якщо в теоремі 2 прийняти, що 12 3 (2 )α > + θ/ , то 

згідно з (19) справджується вкладення 2 2 3
,3( 0, , ) ( )B BC T H C Dα ⊂[ ] , і тоді роз-

в’язок задачі (1), (2) є класичним. 

4. Метричні оцінки малих знаменників. Вияснимо можливість вико-
нання нерівності (23), скориставшись методикою роботи [9]. Покажемо спо-
чатку, що ( , )k T∆ µ , як функція змінної T , є квазімногочленом. 

Введемо позначення: nS  – симетрична група всіх перестановок пер-

ших n  натуральних чисел; ωρ  – кількість інверсій у перестановці ω =  

1( , , )n ni i S= ∈… ; 1 1 1 2 2 2( , , , , , )A = α α α α α α ; 1 1 1 2 2 2( , , , , , )B = β β β β β β ; R =  



48 

1 1 1 2 2 2( , , , , , )r r r r r r= ; 6ℑ  – множина всіх векторів 1 6( , , )J j j= … , 0,1qj ∈ { } , 

1, ,6q ∈ …{ } ; 1 2 3 1 2 3( , , , , , )k k k k k k kΓ = γ γ γ − γ − γ − γ ; , , ,q q q qkA B R Γ  – q -компо-

ненти векторів ,  ,  A B R  та kΓ  відповідно, 1, ,6q∈ …{ } ; 
1 6, , ,( , , )k i k i kωΓ = Γ Γ… , 

1 6 6( , , )i i Sω = ∈… ; (1, 1, 1, exp ( ), exp ( ), exp ( ))q qk qk qkV T T T= Γ Γ Γ , 1, ,6q ∈ …{ } ; 

H  – матриця розміру 6 6× , складена з векторів jkh , 1,2,3j = , таким 

чином: 

 
6 1 2 3 1 2 3

, 1
1 2 3 1 2 3

k k k k k k

qj q j
k k k k k k

H H
=

 
= =   

 

h h h h h h

h h h h h h
. 

Надалі знадобиться таке твердження. 

Лема 2. Для довільних ,q qx y ∈ C , 1, ,q n∈ …{ } , справджується рів-

ність 

 
1

1 1
1

0 01 1 1

( ) q s

n

n n n
j j

q q q s
j jq q s

x y x y −

= == = =

+ = ∑ ∑∏ ∏ ∏… . 

Д о в е д е н н я  наведено в роботі [6].   

Для кожного \k Mµ ∈ 0{ }  визначник ( , )k T∆ µ  можна зобразити форму-

лою [7] 

 
6

6

, , ,
1

( , ) ( 1) ( ( , ))
q q qk i q q i q q q i k

S q

T H A V B I Rωρ

ω∈ =

∆ µ = − + Γ∑ ∏ , (30) 

де ,qi qV  – q -компонента вектора 
qi

V , а 

 
0

( , ) exp ( )q
T

R
q sk skI R t t dtΓ = Γ =∫  

 ( , ) exp ( ) ( ,0)
q qR sk sk R skQ T T Q= Γ Γ − Γ , (31) 

 
11 1

1

( 1) !
( , ) ,       , 1, ,6

( 1) ! ( )

q q

q

nR R n
q

R sk n
qn sk

R tQ t q s
R n

++ − +

=

−
Γ = ∈

− + Γ
∑ …{ } . (32) 

На підставі (30)–(32) та леми 2 отримуємо 

 
6

1
6

, , 1
1 ,

( 1) !
( , ) ( 1)

( )

q

q q q

q

R
q

k i q q i q q R
S q i k

R
T H A V Bω

+
ρ

+
ω∈ =

− 
∆ µ = − + +  

Γ  
∑ ∏  

 , ,( , ) exp ( )
q q qq R i k i kB Q T T


+ Γ Γ =


 

 
6 6

1 2( 1) ( , , ) ( , , )k k
S J

J T J Tωρ

ω∈ ∈ℑ
= − ∆ ω ∆ ω∑ ∑ , (33) 

де 

 
6

1 , ,
1

( , , ) ( ( , ) exp ( )) q
q q q

j
k q R i k i k

q

J T B Q T T
=

∆ ω = Γ Γ =∏  

 , ,( ) ( , ) exp (( , ) )J k kB J Q T J Tω ω= Γ Γ , (34) 
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6 6

, ,
1 1

( ) ( ) ,        ( , ) ( ( , ))q q

q q

j j
q J k R i k

q q

B J B Q T Q Tω
= =

= Γ = Γ∏ ∏ , (35) 

 
6

, , 6 6
1

( , ) ,       ,       
qk q i k

q

J j J Sω
=

Γ = Γ ∈ ℑ ω ∈∑ , (36) 

 
6

1 ( 1) 1
2 , ,

1

( , , ) ( ( 1) !( ) )s s s
s s

R R j
k s i s s s i k

s

J T A V B R+ − + −

=

∆ ω = + − Γ∏ . (37) 

Формулу (37) подамо у вигляді 

 
6

2 1 , 2
4

( , , ) ( , ) exp (1 ) ( , )
sk k s i k k

s

J T P J j T P J
=

 ∆ ω = ω − Γ + ω 
 ∑ , (38) 

де величини 

 
3 6

1 ( 1) 1 1
1 ,

1 4

( , ) : ( ( 1) !( ) ) ( )s s s s
s

R R j j
k s s s i k s

s s

P J A B R A+ − + − −

= =

ω = + − Γ∏ ∏ , 

 
3

1 ( 1) 1
2 ,

1

( , ) : ( ( 1) !( ) )s s s
s

R R j
k s s s i k

s

P J A B R+ − + −

=

ω = + − Γ ×∏  

 
6

1 ( 1) 1
,

4

( ( 1) !( ) )s s s
s

R R j
s s i k

s

B R+ − + −

=

× − Γ∏  

не залежать від T . 
Із (33), враховуючи (34), (38), отримуємо таке зображення для ( , )k T∆ µ : 

 
6 6

, ,( , ) ( 1) ( , ) exp (( , ) )k J k k
S J

T Q T J Tωρ
ω ω

ω∈ ∈ℑ
∆ µ = − Γ Γ∑ ∑ , (39) 

де ,( , )J kQ TωΓ , 6J ∈ ℑ , – многочлен за змінною T  із комплексними коефіці-

єнтами. При цьому для степеня многочлена ,( , )J kQ TωΓ  маємо оцінку 

 
6

6

, , ,
1

deg ( , ) max deg ( , ) deg ( , )
q qJ k J k R i k

J q

Q T Q T Q Tω ω∈ℑ =
Γ ≤ Γ = Γ =∑{ }  

 
6

1 2 6 6
1

3( ),       ,       q
q

R r r S J
=

= = + ω ∈ ∈ ℑ∑ . (40) 

З (39) випливає, що ( , )k T∆ µ  є квазімногочленом за змінною T . Для 

встановлення оцінки (40) використано формули (18), (32), (35). 
Для кожного \k Mµ ∈ 0{ }  розглянемо функцію ( , )k∆ µ τ , визначену на 

інтервалі (0, )∞  формулою (39), у якій T  замінено на τ . На підставі фор-

мули (39) і нерівностей (40) ( , )k∆ µ τ  можна зобразити у вигляді 

 
6

( , ) ( ) exp (( , ) )k J k
J

F J
∈ℑ

∆ µ τ = τ Γ τ∑ , (41) 

де ( )JF τ  – многочлен з комплексними коефіцієнтами степеня 1JN − , де 

1 21 3( )JN r r≤ + + , а кількість доданків із різними експонентами не переви-

щує 17 . З формули (41) випливає, що функція ( , )k∆ µ τ  є аналітичною на 

інтервалі (0, )∞ . Продовжимо її аналітично на ¡  і отриману функцію 

позначимо через : ( , )kD D= µ τ . Множину тих 0,bτ ∈ [ ] , для яких викону-
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ється нерівність ( , )kD µ τ ≤ ε , позначимо через ( , , 0, )E D bε [ ] . За теоремою 

2.1 ³ç [9], враховуючи, що Re ( , ) 0kJ Γ =  (це випливає із (13)), для кожного 

\k Mµ ∈ 0{ }  маємо 

 
1 1

7
4mes ( , , 0, ) ( )
( )

N

k
k

E D b C B
G

−ε ε ≤ µ  µ R
/

[ ] , 

де 

 
6

1 2: 17(1 3( ))J
J

N N r r
∈ℑ

= ≤ + +∑ , (42) 

 
6

( ) : 1 max ( , ) ,       \k k k
J

B J M
∈ℑ

µ = + Γ µ ∈ 0{ } , (43) 

 
1

1 0
( ) max ( , ) ( ( )) ,       \

j
j

k k k k
j N

G D B M
−

−

≤ ≤ τ=

 ∂ µ = µ τ µ µ ∈  ∂τ  
0{ } . (44) 

На підставі (14), (36) і (43) отримуємо оцінку 

 8 8 1( ) (1 ),         6k kB C C Cµ ≤ + µ = . (45) 

Оцінимо тепер знизу ( )kG µ . Нехай 1 2 1 2( , , , )δ = δ α α β β ∈ N  таке, що 

 
0

0, ,( , )

( ), .

q
k
q

k

qd D

d W qτ=

< δµ τ = 
τ µ = δ

 (46) 

Використовуючи очевидні розвинення в околі точки 0τ = : 

 2
1exp ( ) 1 ( ),       1, ,6sk sk k sΓ τ = + Γ τ + τ ν τ ∈ …{ } , 

 
1 2 3

2
0

1exp ( ) ( )
1 1

q q q qR R R Rsk
sk k

q q
t t dt

R R

τ
+ + +Γ

Γ = τ + τ + τ ν τ
+ +∫ , 

 , 1, ,6s q ∈ …{ } , 

де 1 2( ), ( )k kν τ ν τ  – деякі аналітичні в околі 0τ =  функції, безпосередньо 

встановлюємо, що для ( , )kD µ τ  справджується розвинення 

 2 1 1
3

2 13 3
9 1 2 2 1 2 1 2 2( , ) ( ( ) ( 1)( 2)r r r

k k kD C r r r r+ + +µ τ = µ µ τ β β − τ + α β + + τ +  

 2 1
1 2 1 1 2( 1)( 2)( 1) rr r r ++ α β + + + τ +  

 2 13( 4)3
1 2 1 1 2 2 3( 1)( 2)( 1)( 2)) ( )r r

kr r r r + ++ α α + + + + + τ ν τ , (47) 

де 
2

9 3 3
1

18
(( 1)( 2))s s s

C
r r

∗ ∗
∗

=

λ + µ= µ
σ + +

∏ , 3 ( )kν τ  – аналітична в околі 0τ =  

функція. 
Із (47) випливає, що величини δ  і ( )kW µ  з формули (46) набувають, 

відповідно, таких значень: 

 

1 2

1 1 2

2 2 1

2 1 1 2

3, 0,  0,

3( 2), 0,  0,

3( 2), 0,  0,

3( 3), 0,  0,

r

r

r r

α ≠ α ≠


+ α = α ≠δ = 
+ α = α ≠


+ + α = α =

 (48) 
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 ( )kW µ =  

 

3

3

3

3

3 3
9 1 2 1 1 2 2 1 2

3 3
9 2 1 2 2 1 2

3 3
9 1 2 1 1 2 1 2

3 3
9 1 2 2 1 1 2

( ( 1)( 2)( 1)( 2)) , 0,  0,

( ( 1)( 2)) , 0,  0,

( ( 1)( 2)( 1)) , 0,  0,

( ( )) , 0,  0.

k k

k k

k k

k k

C r r r r

C r r

C r r r

C r r

α α + + + + µ µ α ≠ α ≠

α β + + µ µ α = α ≠

α β + + + µ µ α ≠ α =

β β − µ µ α ≠ α ≠



= 




 (49) 

Припустимо, що 
3

0k Kµ ≥ > , 3 \ 0k ∈ Z { } . Тоді, враховуючи (44)–(46), 

(48) і (49), отримуємо 

 1
10

0
( ) ( , ) ( ( )) (1 )k k k kG D B C

δ
−δ− −δ

τ=

∂ µ = µ τ µ ≥ + µ ∂τ 
, (50) 

де 3
10 9C C CK= % , а C%  – деяка константа, яка залежить від , ,j j jrα β , 1,2j∈{ } . 

Теорема 3. Нехай спектр M  є таким, що 
3

0k Kµ ≥ > , 3 \ 0k ∈ Z { } . 

Тоді для майже всіх (стосовно міри Лебеґа в R ) чисел 0T >  нерівність 
(23) справджується для всіх (крім скінченної кількості) векторів k Mµ ∈ , 

коли 1 2
1

317 1 (1 3( ))r r η > δ + + + + θ 
, де стала δ  визначена рівністю (48). 

Д о в е д е н н я.  Нехай 3(1 ) ,  \k k k−ηε = + µ ∈ 0Z { } . Згідно з теоре-

мою 2.1 із [9], враховуючи (42), (45) і (50), для міри тих 0,bτ ∈ [ ] , для яких 
виконується нерівність ( , )k kD µ τ ≤ ε , отримуємо оцінку 
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збіжним. Тоді, за лемою Бореля – Кантеллі [14], міра тих (0,bτ ∈ ] , які по-
трапляють у нескінченну кількість множин ( , , 0, )kE D bε [ ] , дорівнює нулеві. 

Отже, для майже всіх (стосовно міри Лебеґа в R ) чисел (0,bτ ∈ ]  нерівність 
( , )k kD µ τ ≥ ε  справджується для всіх (крім скінченної кількості) векторів 

k Mµ ∈ . Оскільки з нерівності (51) випливає, що міри множин ( , , 0, )kE D bε [ ]  

не залежать від b  (цей факт є наслідком гіперболічності системи (1)), то 
спрямувавши b  до ∞ , отримуємо, що для майже всіх (стосовно міри Лебе-
ґа в R ) чисел (0, )τ ∈ ∞  нерівність ( , )k kD µ τ ≥ ε  справджується для всіх 

(крім скінченної кількості) векторів k Mµ ∈ . Оскільки ( , ) ( , )k kT D T∆ µ ≡ µ  для 

(0, )T ∈ ∞ , то з викладених вище міркувань випливає доведення теореми.  
Висновки. Результати можна поширити на гіперболічні за Гордінгом 

системи рівнянь 
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ЗАДАЧА С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ ПО ВРЕМЕНИ ДЛЯ СИСТЕМЫ 
УРАВНЕНИЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
 
В области, являющейся декартовым произведением отрезка 0,T[ ]  и пространст-

ва 3R , исследована задача с интегральными условиями по временной координате 
для системы уравнений динамической теории упругости в классе почти периоди-
ческих по пространственным переменным функций. Найдены критерий единст-
венности и достаточные условия существования решения задачи. Для решения 
проблемы малых знаменателей, возникающих при построении решения задачи, 
использовано метрический подход. 
 
PROBLEM WITH INTEGRAL CONDITIONS WITH RESPECT TO TIME FOR 
SYSTEM OF EQUATIONS OF DYNAMIC ELASTICITY THEORY 
 
In a domain specified in the form of a Cartesian product of a segment 0,T[ ]  and the 

space 3R , a problem with integral conditions with respect to the time variable for a 
system of equations in dynamic elasticity theory in the class of functions, almost 
periodic in the space variables is investigated. A criterion for the unique solvability of 
the problem and sufficient conditions for the existence of its solution are established. To 
solve the problem of small denominators arising in the solution of the problem, the 
metric approach is used. 
 
Ін-т прикл. проблем механіки і математики Одержано 
ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів 07.09.13 


