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УДК 539.3 
 
В. А. Вестяк1, А. Р. Гачкевич2, Д. В. Тарлаковский1, Р. Ф. Терлецкий2 
 
УПРУГАЯ ПОЛУПЛОСКОСТЬ ПОД ДЕЙСТВИЕМ НЕСТАЦИОНАРНЫХ 
ПОВЕРХНОСТНЫХ КИНЕМАТИЧЕСКИХ ВОЗМУЩЕНИЙ 
 

Рассматривается однородная изотропная упругая полуплоскость, на грани-
це которой заданы нестационарные нормальные перемещения. С использова-
нием интегральных преобразований Лапласа и Фурье предложены интеграль-
ные представления перемещений с ядрами в виде поверхностных функций 
влияния. Оригиналы находятся с помощью алгоритма совместного обраще-
ния этих преобразований, основанного на построении аналитического про-
должения изображений. Найден явный вид функций влияния. Приведены при-
меры их расчетов. 

 
Введение. Проблема определения напряженно-деформированного со-

стояния упругого полупространства, находящегося под действием нестаци-
онарных возмущений, имеет как самостоятельное значение [10, 11, 15], так 
и является составляющей в разработке алгоритмов решения нестационар-
ных контактных задач [6] и нестационарных задач для связанных полей, 
например, для задач электромагнитоупругости [1, 3, 4, 9, 13, 14]. Результа-
ты решения этих задач могут быть использованы в различных областях 
новой техники, в том числе – в проектных работах в авиационной и ракет-
но-космической промышленности. 

Одним из возможных и эффективных подходов к решению задач для 
упругого полупространства, находящегося под действием нестационарных 
возмущений, является представление перемещений и напряжений в виде 
сверток возмущений с ядрами в виде нестационарных функций влияния. 
При этом для вычисления сверток желательно иметь эти функции в явном 
виде. Постановки задач для различного рода функций влияния приведены, 
в частности, в [6]. 

В настоящее время известны подходы к построению функций влияния 
для полупространства. Например, в [6] найден явный вид одной из поверх-
ностных функций влияния – решение классической задачи Лэмба [12], а в 
[2] построен явный вид объемных функций влияния. Построение некоторых 
других функций влияния рассматривается ниже. 

1. Постановка задачи. Рассматривается однородная изотропная линей-
но упругая полуплоскость 0z ≥ , отнесенная к прямоугольной декартовой 
системе координат Oxz . Уравнения ее плоского движения, записанные от-
носительно скалярного ϕ  и ненулевой компоненты ψ  векторного потенциа-
лов перемещения, имеют вид [5] 

 
2 2

2
2 2

,         ,             
x z
∂ ∂ϕ = ∆ϕ η ψ = ∆ψ ∆ = +

∂ ∂
&& && . (1) 

Здесь точками обозначены производные по времени τ . Перемещения u  и 
w  вдоль осей Ox  и Oz  выражаются через потенциалы так: 

 ,          u w
x z z x

∂ϕ ∂ψ ∂ϕ ∂ψ= − = +
∂ ∂ ∂ ∂

. (2) 

Напряжения в среде могут быть найдены по соответствующим физическим 
соотношениям [5]. 

Начальные условия для потенциалов полагаем нулевыми: 

 0 0 0 0 0τ= τ= τ= τ=ϕ = ϕ = ψ = ψ =& & . (3) 

На границе полуплоскости заданы нормальные перемещения, а касатель-
ные перемещения отсутствуют: 
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 00 00,          ( , )z zu w W x= == = τ . (4) 

Кроме того, полагаем, что решение задачи (1)–(4) ограничено. 
В предыдущих равенствах и далее использованы следующие безраз-

мерные величины: 

 1
2 2

,    ,    ,    ,    ,    ,    
c tx z u wx z u w

L L L L L L L

′ ′′ ′ ′ ′ ϕ ψ= = τ = = = ϕ = ψ = , 

 1
1 2

2

( 2 )
,       ,       

c
c c

c
λ + µ µη = = =

ρ ρ
, 

где L  – некоторый линейный размер (например, длина перемещений в 
правой части граничных условий (4)); t  – размерное время; λ , µ  и ρ  – 
упругие постоянные Ламе и плотность среды. 

Искомые перемещения удобно представить в интегральном виде 

 13 0( , , ) ( , , ) ( , )u x z G x z W xτ = τ τ∗ ∗ , 

 33 0( , , ) ( , , ) ( , )w x z G x z W xτ = τ τ∗ ∗ . (5) 

Здесь звездочками обозначены свертки по времени и по координате x ; 13G  

и 33G  – поверхностные функции влияния: соответственно касательное и 
нормальное перемещения в сформулированной выше задаче при замене 
граничных условий (4) следующими: 

 0 00,          ( , )z zu w x= == = δ τ , 

где ( , )xδ τ  – дельта-функция Дирака. 

2. Определение функций влияния. Для решения начально-краевой 
задачи (1)–(3), (5) используем интегральные преобразования Лапласа по 
времени τ  и Фурье – по координате x . Решение соответствующей краевой 
задачи в пространстве изображений имеет вид 

 1 2 1
13 2( , , ) ( )k z k zLFG q z s iqk e e R− − −= − − , 

 1 22 1
33 1 2( , , ) ( )k z k zLFG q z s k k e q e R− − −= − − , 

 2
1 2( , )R R q s q k k= = − , 

 = = + = = η + ⋅ >2 2 2 2 2
1 1 2 2( , ) ,     ( , ) ,     Re 0k k q s s q k k q s s q . 

Здесь s  и q  – параметры этих преобразований, а индексами «L » и «F » 
обозначены их трансформанты. 

Для вычисления оригиналов эти изображения представляем так: 

 13 130 33 331 332,        LF LF LF LF LFG iqG G sG iqG= = + , 

 1 21 1 1 1 1 1
130 131 132 131 2 132 2,     ,     k z k zLF LF LF LF LFG G G G k R e G k R e− −− −= + = − = , 

 1 21 1 1 1 1
331 1 2 332,       k z k zLF LFG s k k R e G iqR e− −− − −= − = − . (6) 

Тогда в соответствии со свойствами преобразований [5] аналог равенств (5) 
имеет следующий вид (штрихом обозначена производная по x ): 

 130 0( , , ) ( , , ) ( , )u x z G x z W x′τ = − τ τ∗ ∗ , 

 331 0 332 0( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , )w x z G x z W x G x z W x′τ = τ τ − τ τ∗ ∗ ∗ ∗& . (7) 

Ядра интегральных представлений (7) находим, применяя алгоритм 
совместного обращения преобразований Лапласа и Фурье, основанный на 
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использовании аналитического представления оригинала [5, 8]. Согласно 
этому алгоритму с помощью замены q s= λ  представляем, например, функ-

цию 131
LFG  в виде 

 1( )1
131 13( , , ) ( ) sLFG q s z s h e− ω λ−= λ , 

 1
13 2 1 1( ) ( ,1) ( ,1),         ( ) ( ,1)h k R zk−λ = − λ λ ω λ = λ . 

Тогда для оригинала этой функции имеем равенство 

 ˆ ˆ
131 131 131

0
( , , ) lim ( , , ) ( , , )

y
G x z G z G z

→+
τ = ζ τ − ζ τ[ ] , (8) 

где черта сверху – знак комплексного сопряжения. Функция  

 ˆ )131 13 1 1 1 1
1( , , ( , ) ( , ),      ( , ) ( , )
2

G z h zζ τ = − µ ζ τ µ ζ τ µ ζ τ = λ ζ τ −
π

&[ ]  

– аналитическое представление функции 131( , , )G x z τ  в комплексной плос-

кости x iyζ = + , а 1( , )λ ζ τ  – неявно задаваемая уравнением 

 2
1 11z z iλ + − + λ ζ = τ  

и выделяемая с помощью условий 

 1

2
0,          0

1

z∂ω λ= ≥ λ >
∂λ λ +

, 

 1 1 1 10( ) ( ),        (0) 0zω − λ = ω λ ω = ω = ≥ , 

на действительной оси 1Re 0λ =  плоскости 1λ  ветвь функции. 
Аналогично [7] с использованием обозначений 

 2 2
11

0
lim ( ) ( ),      ,      

y
f f x t z r x z±→±

ζ = = τ + = +  

можно показать, что имеют место равенства: 

 
2 2

11 11 11
1 2 2 2

11 11 11

sgn ( ), ,1

, ,

i x z r t t x t r

r z t r it x t r
±

 − − <λ = 
 − − > ∓

 (9) 

 
2 2

11 11 112
1 2 2 2

11 11 11

, ,11
, ,

t z x r t t r

r t z ix t r t r
±

 + − <λ + = 
 ± − >

( )  (10) 

 
2 2 1 2

11 112
1 1 1 2 2 1 2

11 11

( ) sgn , ,
1

( ) , ,

i r t x t r

t r t r

−

± ± −

 − − <λ = λ + 
− > ∓

&
/

/
( )  (11) 

 
1 11 112 2

1 2
1 11 1 11 11

( , , ), ,1
( , , ) ( , , ) sgn , ,

T x z t t r

S x z t iS x z t x t rr
±

− +

<
λ + η = 

± >
( )  (12) 

где 

 2 2 2
1 1 1

1( , , ) ( , , ) ( , , )
2

S x z t r S x z t r Q x z t± = η ±∓[ ] , 

 2 2 2 2 4 4
1 1( , , ) ( ) 2 ( , , )S x z t t z Q x z t r= − − η + η , 

 2 2 2 2 2
1( , , ) ( )Q x z t t x z t r= − − , 

 2 2 2 4
1 1( , , ) ( , , ) 2T x z t Q x z t x zt r t r= − + − + η . 
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Из (9)–(12) вытекают следующие связи для предельных значений: 

– при 11t r< : 

 + − + − + − + −λ = λ λ = λ λ = λ λ + = λ +& &2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1,      ,      ,      1 1( ) ( ) , 

 + − + −λ + η = λ + η λ = λ2 2 2 2
1 1 13 1 13 1,           ( ) ( )h h( ) ( ) ; (13) 

– при 11t r> : 

 2 2 4
1 1 1 1 1 11 1 1,      ( , , ),    r x z t−

+ − + − + −λ = λ λ = λ = Λ λ = − λ& & , 

 2 2 2
1 1 11 111 1 ( , , )r x z t−

+ −λ + = λ + = Λ( ) ( ) , 

 2 2 2 2 2
1 1 1 1 21 11( , , )r x z t−

+ −λ + η = λ + η = Λ( ) ( ) , 

 
2

21 11
13 1 13 1

1 11 11 11 21 11

( , , )
( ) ( )

( , , ) ( , , ) ( , , )
r x z t

h h
x z t x z t x z t+ −

Λ
λ = λ = −

Λ − Λ Λ
, (14) 

где 

 2 2 2 2 2
1 1( , , ) 2 ( , , )x z t ixzt t r Q x z tΛ = − − , 

 2 2
11( , , )x z t zt ix t rΛ = + − , 

 21 1 1( , , ) ( , , ) ( , , ) sgnx z t S x z t iS x z t x− +Λ = + . 

Окончательно из (8) с учетом (13) и (14) получаем следующий оригинал 

функции 131
LFG : 

 131 131( , , ) ( , , ) ( )G x z V x z H rτ = τ τ − , 

 21 11
131 2 2 1 11 21

( , , ) ( , , )1( , , ) Re
( , , ) ( , , ) ( , , )

x z x z
V x z

x z x z x zr

Λ τ Λ τ
τ = −

Λ τ − Λ τ Λ τπ τ − [ ]
, (15) 

где ( )H x  – единичная функция Хевисайда. 

Для отыскания оригинала функции 132
LFG  используем аналогичные рас-

суждения, основанные на формуле (8), в которой ˆ
131G  заменяем аналити-

ческим представлением ˆ
132G : 

 2 ( )1 2
132 13 2 2( , , ) ( ) ,              ( ) ( ,1)sLFG q s z s h e zk− ω λ−= λ ω λ = λ , 

 ˆ
132 13 2 2 2 2

1( , , ) ( , ) ( , ),       ( , ) ( , )
2

G z h zζ τ = − µ ζ τ µ ζ τ µ ζ τ = λ ζ τ − η
π

&[ ] , 

 2 2
2 2z z iλ + η − η + λ ζ = τ , 

 2

2 2
0,         0z∂ω λ= ≥ λ >

∂λ λ + η
, 

 2 2 2 20( ) ( ),         (0) 0zω − λ = ω λ ω = ω = η ≥ . 

При этом формулы, аналогичные (9)–(12), имеют такой вид: 

 
2 2 2

21 21 21
2 2 2 2 2

21 21 21

sgn ( ), ,1

, ,

i x z r t t x t r

r z t r it x t r
±

 η − − < ηλ = 
 − η − > η ∓

 (16) 
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2 2 2

21 21 212 2
2 2 2 2 2

21 11 21

, ,1

, ,

t z x r t t r

r t z ix t r t r
±

 + η − < ηλ + η = 
 ± − η > η

( )  (17) 

 
2 2 2 1 2

21 212 2
2 2 2 2 2 1 2

21 21

( ) sgn , ,

( ) , ,

i r t x t r

t r t r

−

± ± −

 − η − < ηλ = λ + η 
− η > η ∓

&
/

/
( )  (18) 

 2
2 1 ±λ + =( )  

 

2 21 2 21 21

2 21 21 31 212

2 21 21 32 21

( , , ) ( , , ) sgn , ,

1 ( , , ) sgn , ,  ( , ) ( ),

( , , ), ,  ( , ) ( ),

S x z t iS x z t x t r

iT x z t x t r x z D t
r

T x z t t r x z D t

− +± > η
= ± < η ∈


< η ∈

 (19) 

где 

 2 2
2 2 2

1( , , ) ( , , ) ( , , )
2

S x z t r S x z t r Q x z t± = ±∓[ ] , 

 2 2 2 2 4
2 2( , , ) ( ) 2 ( , , )S x z t t z Q x z t r= − η − + , 

 2 2 2 2 2 2
21 2,         ( , , ) ( )t z Q x z t t x z t r= τ + η = − − η , 

 2 2 2 4
2 2( , , ) ( , , ) 2T x z t Q x z t x zt r t r= − + η − + , 

 32 21 321 21 322 21( ) ( ) ( )D t D t D t= ∪ , 

 
2

21
31 21

2

1 ,
( ) :     

1,

x z t r
D t

z x

 + η − < < η

 < η −

 

 
2

2 21
321 21 212

( ) :     max ,
t

D t r x t
 >  

η 
, 

 

2
2

21 2

322 21

2
2

1,
( ) :    

1.

r t x x
xD t

x x

 < < + η −

 < η −

 

Равенства (16)–(19) позволяют сделать вывод, что при 21t r< η  спра-
ведливы формулы 

 2 2 4
2 2 2 2 3 21 2 2,      ( , , ),      r x z t−

+ − + − + −λ = λ λ = λ = Λ λ = λ& & , 

 2 2 2 2 2
2 2 32 21( , , )r x z t−

+ −λ + η = λ + η = Λ( ) ( ) , (20) 

где 

 2 2 2 2 2 2
3 2( , , ) 2 ( , , )x z t x zt r t Q x z tΛ = η − − , 

 2 2 2
32 ( , , )x z t zt x r tΛ = + η − . 

Если дополнительно 32 21( , ) ( )x z D t∈ , то 

 2 2
2 2 2 2 13 2 13 21 1 ,         ( ) ( )h h+ − + −λ + = λ + λ = λ( ) ( ) . (21) 
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Если же 21t r< η  и 31 21( , ) ( )x z D t∈ , то 

 2 2 2
2 2 2 211 1 ( , , ) sgnir T x z t x−

+ −λ + = λ + =( ) ( ) , 

 13 2 13 2( ) ( )h h+ −λ = λ . (22) 

При 21t r> η  из (16)–(19) следуют равенства 

 2 2 4
2 2 2 2 2 21 2 2,       ( , , ),      r x z t−

+ − + − + −λ = − λ λ = λ = Λ λ = − λ& & , 

 2 2 2
2 2 12 211 1 ( , , )r x z t−

+ −λ + = λ + = Λ( ) ( ) , 

 13 2 13 2( ) ( )h h+ −λ = λ , (23) 

где 

 2 2 2 2 2 2
2 2( , , ) 2 ( , , )x z t ixzt t r Q x z tΛ = − η − , 

 2 2 2
22 ( , , )x z t zt ix t rΛ = + − η , 

 12 2 2( , , ) ( , , ) ( , , ) sgnx z t S x z t iS x z t x− +Λ = + . 

Окончательно, учитывая (20)–(23), получаем оригинал функции 132
LFG : 

 132 132 133( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) (G x z V x z H r V x z H xτ = τ τ − η + τ τ − −[  

 2 21) ( ) ( 1 )z H r H x z− η − − τ − η η − −] . (24) 

Здесь 

 
2
22

132 2 2 2 2 12 22

( , , )1( , , ) Re
( , , ) ( , , ) ( , , )

x z
V x z

x z x z x zr

Λ τ
τ = −

Λ τ − Λ τ Λ τπ τ − η
, 

 
2
32

133 2 2 2 3 2 32

( , , )sgn
( , , ) Im

( , , ) ( , , ) ( , , ) sgn
x zx

V x z
x z iT x z x z xr

Λ τ
τ =

Λ τ − τ Λ τπ η − τ
. 

Ядро первого из равенств (7) в соответствии с формулами (6) находим 
суммированием функций (15) и (24): 

 130 131 132( , , ) ( , , ) ( , , )G x z G x z G x zτ = τ + τ . (25) 

Аналогичным образом ищутся оригиналы функций 

 1( )1 1 1
331 331 331 1 2( , , ) ( ) ,       ( ) ( ,1) ( ,1) ( ,1)sLFG q s z s h e h k k R− ω λ− −= λ λ = − λ λ λ , 

 2    
( )1 1 1

332 332 332 ( , , ) ( ) ,    ( ) ( ,1)sLFG q s z s h e h i R− ω λ− −= λ λ = − λ λ . 

Они записываются так: 

 331 331( , , ) ( , , ) ( )G x z V x z H rτ = τ τ − , 

 332 332 333( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) (G x z V x z H r V x z H xτ = τ τ − η + τ τ − −[  

 2 21) ( ) ( 1 )z H r H x z− η − − τ − η η − −] , (26) 

где 
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 33 32
333 2 2 2 3 2 32

( , , ) ( , , )1( , , ) Im
( , , ) sgn ( , , ) ( , , )

x z x z
V x z

x z i xT x z x zr

Λ τ Λ τ
τ = −

Λ τ − τ Λ τπ η − τ
, 

 23 22
332 2 2 2 2 12 22

( , , ) ( , , )1( , , ) Im
( , , ) ( , , ) ( , , )

x z x z
V x z

x z x z x zr

Λ τ Λ τ
τ = −

Λ τ − Λ τ Λ τπ τ − η
, 

 2 2 2
33 ( , , )x z z r xΛ τ = η − τ − τ , 

 2 2 2
23 ( , , )x z z r i xΛ τ = τ − η + τ . 

3. Примеры расчетов. В качестве примера рассмотрим полуплоскость, 
материал которой (алюминий) характеризуется безразмерным параметром 

1.87η = . На рис. 1 – рис. 3 приведены графики изменения вычисленных по 

формулам (25) и (26) функций влияния 130G , 331G  и 332G  по координате x  

при 1z =  в разные моменты времени: 1.1τ =  (сплошные кривые), 1.5τ =  
(пунктирные кривые) и 2τ =  (штриховые кривые). Распределения этих же 
функций по координате z  в разные моменты времени показаны на рис. 4 – 
рис. 6. Кривые для 130G  (рис. 4) и 331G  (рис. 5) построены при значении 

0x = , а для 332G  (рис. 6) – при 1x = . На рис. 4 сплошная линия соответ-

ствует моменту времени 0.3τ = , пунктирная – 0.7τ = , а штриховая – 
1τ = . На рис. 5 аналогичные линии построены соответственно при 1.1τ = , 
1.5τ =  и 2τ = , а на рис. 6 – при 2τ = , 2.5τ =  и 3τ = . Разрывы на кривых 

соответствуют фронтам волн растяжения-сжатия и сдвига. 

  

 Рис. 1 Рис. 2 

  

 Рис. 3 Рис. 4 
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 Рис. 5 Рис. 6 

Выводы. Построенные ядра интегральных представлений (6) позво-
ляют с помощью квадратур вычислить перемещение в любой точке полу-
плоскости при заданном произвольном нормальном перемещении на гра-
нице. Разработанный подход может быть применен для других видов не-
стационарных граничных условий: заданы касательное перемещение или 
напряжения. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 12-08-
00928, 12-08-90409, 13-01-90418) и НАН Украины (проект ВБ-РФФД/382, 
№ госреестрации 0113U002818). 
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ПРУЖНА ПІВПЛОЩИНА ЗА ДІЇ НЕСТАЦІОНАРНИХ ПОВЕРХНЕВИХ 
КІНЕМАТИЧНИХ ЗБУРЕНЬ 
 
Розглядається однорідна ізотропна пружна півплощина, на межі якої задано не-
стаціонарні нормальні переміщення. З використанням інтегральних перетворень 
Лапласа і Фур’є запропоновано інтегральні подання переміщень з ядрами у ви-
гляді поверхневих функцій впливу. Оригінали знайдено за допомогою алгоритму 
сумісного обернення цих перетворень, який ґрунтується на побудові аналітич-
ного продовження зображень. Отримано явний вигляд функцій впливу. Наведено 
приклади їх обчислення. 
 
ELASTIC HALF-PLANE UNDER NON-STATIONARY SURFACE 
KINEMATIC PERTURBATIONS 
 
The homogeneous isotropic elastic half-plane, on the border of which are given normal 
displacements is considered. With using integral Laplace and Fourier transforms the 
integral representations of displacements with kernels in the form of surface influence 
functions are proposed. The originals are calculated with the use of algorithm of the 
joint inversion of these transforms, based on the construction of the analytic 
continuation of the transforms. The explicit form of the influence functions was 
determined. Examples of their calculations are presented.  
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