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УДК 517.95  
 

Г. А. Снітко 
 

ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ВИЗНАЧЕННЯ ЗАЛЕЖНИХ ВІД ЧАСУ 
ФУНКЦІЙ У МОЛОДШОМУ КОЕФІЦІЄНТІ ПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ 
В ОБЛАСТІ З ВІЛЬНОЮ МЕЖЕЮ 
 

Встановлено умови однозначної розв’язності оберненої задачі визначення за-
лежних від часу параметрів у коефіцієнті при невідомій функції в однови-
мірному параболічному рівнянні в області з вільною межею. 

 
Серед обернених задач найчастіше зустрічаються коефіцієнтні обернені 

задачі, в яких до невідомих належить один або декілька коефіцієнтів рів-
няння. Задачі такого типу достатньо повно вивчені. У перших працях, при-
свячених оберненим задачам для рівнянь параболічного типу, було встанов-
лено можливість однозначного визначення залежного від часу коефіцієнта 
температуропровідності в одновимірному рівнянні теплопровідності, коли в 
додатковій умові задається значення теплового потоку на краю тіла. Ці ре-
зультати належать B. Jones, J. Cannon, W. Rundell [14, 16]. Обернені задачі 
визначення коефіцієнта при невідомій функції в одновимірному параболіч-
ному рівнянні досліджено в [6, 13]. Питання одночасної ідентифікації коефі-
цієнта теплопровідності та коефіцієнта теплоємності висвітлено в [2, 4, 7]. 
Результати досліджень коефіцієнтних обернених задач для параболічних 
рівнянь показали, що питання ідентифікації коефіцієнта, який залежав би 
від усіх незалежних змінних, залишається відкритим. Певним наближенням 
до вирішення цього питання можна вважати подання коефіцієнта у вигляді 
добутку двох функцій від різних аргументів, одна з яких відома, а інша 
підлягає визначенню. У роботі [17] знайдено умови однозначної розв’язності 
оберненої задачі визначення старшого коефіцієнта одновимірного парабо-
лічного рівняння, який подається у вигляді добутку двох функцій, одна з 
яких залежить від просторової змінної, а інша від часу, причому просторо-
ва залежність є відомою. У роботі [9] досліджено задачу одночасного визна-
чення функцій, що залежать від різних аргументів, у коефіцієнті при неві-
домій функції в одновимірному параболічному рівнянні. 

Багато практично важливих задач зводяться до задач з вільними ме-
жами, в яких невідома межа розділяє або речовини з різними властивостя-
ми, або різні фази однієї і тієї ж речовини. Заміною змінних задачі з віль-
ними межами можна звести до коефіцієнтних обернених задач в областях з 
відомими межами. У роботі [18] вивчено обернену задачу теплопровідності 
для матеріалу з пам’яттю в області з вільною межею. В [1, 3] знайдено умо-
ви існування та єдиності розв’язків обернених задач для одновимірних па-
раболічних рівнянь з невідомим, залежним від часу, старшим коефіцієнтом 
в області, частина або вся межа якої є невідомою. В [10–12] досліджено 
обернені задачі визначення залежних від часу молодших коефіцієнтів одно-
вимірних параболічних рівнянь в області з вільною межею. 

1. Формулювання задачі. В області ( , ) : 0 ( ),  0T x t x h t t TΩ = < < < <{ } , 

де ( )h h t=  – невідома функція, розглядаємо обернену задачу визначення 

функцій 1 2( ), ( )c t c t  у молодшому коефіцієнті параболічного рівняння 

 1 2( , ) ( , ) ( ( ) ( )) ( , ),    ( , )t xx x Tu a x t u b x t u c t x c t u f x t x t= + + + + ∈ Ω , (1) 

з початковою умовою 

 ( ,0) ( ),       0, (0)u x x x h= ϕ ∈ [ ] , (2) 

крайовими умовами 

 1 2(0, ) ( ),     ( ( ), ) ( ),     0,u t t u h t t t t T= µ = µ ∈ [ ] , (3) 
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та умовами перевизначення 

 3( ) ( ( ), ) ( )xh t u h t t t′ = − + µ , 

 
( ) ( )

4 5
0 0

( , ) ( ),      ( , ) ( ),      0,
h t h t

u x t dx t xu x t dx t t T= µ = µ ∈∫ ∫ [ ] . (4) 

Увівши нову змінну 
( )
xy

h t
= , зводимо задачу (1)–(4) до оберненої зада-

чі з невідомими 1 2( ( ), ( ), ( ), ( , ))h t c t c t v y t , де ( , ) ( ( ), )v y t u yh t t= , в області 

( , ) : 0 1,  0TQ y t y t T= < < < <{ }  з відомою межею: 

 1 22

( ( ), ) ( ( ), ) ( )
( ( ) ( ) ( ))

( )( )
t yy y

a yh t t b yh t t yh t
v v v yh t c t c t v

h th t

′+
= + + + +  

 ( ( ), ),       ( , ) Tf yh t t y t Q+ ∈ , (5) 

 ( ,0) ( (0)),       0,1v y yh y= ϕ ∈ [ ] , (6) 

 1 2(0, ) ( ),      (1, ) ( ),      0,v t t v t t t T= µ = µ ∈ [ ] , (7) 

 3
1( ) (1, ) ( ),       0,
( ) yh t v t t t T

h t
′ = − + µ ∈ [ ] , (8) 

 
1

4
0

( ) ( , ) ( ),       0,h t v y t dy t t T= µ ∈∫ [ ] , (9) 

 
1

2
5

0

( ) ( , ) ( ),       0,h t yv y t dy t t T= µ ∈∫ [ ] . (10) 

2. Існування розв’язку задачі (5)–(10). Умови на вихідні дані, за яких 
існує розв’язок задачі (5)–(10), містяться у такій теоремі. 

Теорема 1. Нехай виконуються умови: 

1°) ∈ ∞ × ϕ ∈ µ ∈ =1,0 2 1
0, , ( 0, ) 0, ),    0,   0, ,    1,2, 4,5ia b f C T C h C T i[ [ ] [ ] [ ], , 

3 0,C Tµ ∈ [ ] ; 

2°) 0 1 00 ( , ) ,   ( , ) 0,   ( , ) 0, ) 0, , ( ) 0  a a x t a f x t x t T x< ≤ ≤ ≥ ∈ ∞ × ϕ ≥ ϕ >[ [ ] , 

 0, ),    ( ) 0,   4,5,    0,ix t i t T∈ ∞ µ > = ∈[ [ ] ; 

3°) 
0

1 0 2 5
0

(0) (0),    ( ) (0),    ( ) (0)
h

h x x dxϕ = µ ϕ = µ ϕ = µ∫ , 

де 0 (0) 0h h= >  є розв’язком рівняння 
(0)

4
0

( ) (0)
h

x dxϕ = µ∫ . 

Тоді можна вказати таке число 0 0, 0T T T< ≤ , яке визначається ви-

хідними даними, що існує розв’язок 1 2
1 2 0 0( , , , ) 0, ( 0, )h c c v C T C T∈ × ×[ ] [ ]  

0

2,1( )TC Q× , 0( ) 0,  0,h t t T> ∈ [ ] , задачі (5)–(10). 

Д о в е д е н н я. Доведення існування розв’язку задачі (5)–(10) базу-
ється на зведенні задачі (5)–(10) до системи рівнянь відносно невідомих 
функцій та застосуванні до неї теореми Шаудера про нерухому точку ціл-
ком неперервного оператора. Введемо нову функцію 

 0 2 2 1 1( , ) ( , ) ( ) ( ( ) (0)) ( 1)( ( ) (0))v y t v y t yh y t y t= − ϕ − µ − µ + − µ − µ% . 

Для функції ( , )v y t%  одержуємо задачу 
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′+ ′= + + ϕ + µ − µ − µ +% % % 0 0 2 2 12

( ( ), ) ( ( ), ) ( )
( ( ) ( ) (0) ( )

( )( )
t yy y

a yh t t b yh t t yh t
v v v h yh t t

h th t
 

 + µ + + + ϕ + µ − µ +%1 1 2 0 2 2(0)) ( ( ) ( ) ( ))( ( ) ( ( ) (0))yh t c t c t v yh y t  

 ′′+ − µ − µ + ϕ +2
1 1 0 02

( ( ), )
(1 )( ( ) (0))) ( )

( )

a yh t t
y t h yh

h t
 

 ′ ′+ − µ + µ − ∈2 1( ( ), ) ( ) ( )( 1),      ( , ) Tf yh t t y t t y y t Q , 

 = ∈%( ,0) 0,              0,1v y y [ ] , 

 = = ∈% %(0, ) (1, ) 0,     0,v t v t t T[ ] . (11) 

 За допомогою функції ¥ріна 1( , , , )G y t η τ  першої крайової задачі для 
рівняння 

 
2

( ( ), ) ( ( ), )
( )( )

t yy y
a yh t t b yh t t

v v v
h th t

= +% % %  

задачу (11) зводимо до рівняння 

 
1

1 0 0 2 2
0 0

( )
( , ) ( , , , ) ( ( , ) ( ) ( ) (0)

( )

t
h

v y t G y t v h h
h η

′η τ ′= η τ η τ + ϕ η + µ τ − µ − τ∫ ∫% %  

 1 1 0 0 2 2
( ( ), )

( ) (0)) ( ( ) ( ) (0)
( )

b h
h h

h
η τ τ ′− µ τ + µ + ϕ η + µ τ − µ −

τ
 

 1 1 2 1( ) (0)) ( ( ) ( ) ( ))( ( , )c h c v− µ τ + µ + τ + η τ τ η τ +%  

 2 2 1 1 0( ( ) (0)) (1 )( ( ) (0)) ( ))h+ η µ τ − µ + − η µ τ − µ + ϕ η +  

 2 1( ( ), ) ( ) ( )( 1)f h ′ ′+ η τ τ − ηµ τ + µ τ η − +  

 2
0 02

( ( ), )
( ) ,      ( , )

( )
T

a h
h h d d y t Q

h

η τ τ ′′+ ϕ η η τ ∈
τ

. (12) 

Позначимо ( , ) ( , )yw y t v y t= . З умови (8) маємо 

 3
1( ) (1, ) ( )
( )

h t w t t
h t

′ = − + µ . (13) 

Використавши (13), рівняння (12) подамо у вигляді 

 0 2 2 1 1( , ) ( ) ( ( ) (0)) (1 )( ( ) (0))v y t yh y t y t= ϕ + µ − µ + − µ − µ +  

 
1

3
1 2

0 0

( ( ) ( ) (1, ))
( , , , ) ( , )

( )

t h w
G y t w

h

η τ µ τ − τ+ η τ η τ +
 τ∫ ∫  

 1 2 0 0
( ( ), )

( ( ) ( ) ( )) ( , ) ( ( )
( )

b h
h c c v h h

h
η τ τ ′+ η τ τ + τ η τ + ϕ η +

τ
 

 2 2 1 1 1( ) (0) ( ) (0)) ( )( 1)′+ µ τ − µ − µ τ + µ + µ τ η − −  

 2( ) ( ( ), )f h′− ηµ τ + η τ τ +  

 
η τ τ ′′+ ϕ η η τ ∈

τ
2
0 02

( ( ), )
( ) ,    ( , )

( )
T

a h
h h d d y t Q

h
. (14) 

Продиференціювавши (14) за змінною y , одержуємо 
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1

0 0 2 2 1 1 1
0 0

( , ) ( ) ( ) (0) ( ) (0) ( , , , )
t

yw y t h yh t t G y t′= ϕ + µ − µ − µ + µ + η τ ×∫ ∫  

 3
1 22

( ( ) ( ) (1, ))
( , ) ( ( ) ( ) ( )) ( , )

( )

h w
w h c c v

h

η τ µ τ − τ× η τ + η τ τ + τ η τ +
 τ

 

 0 0 2 2 1 1
( ( ), )

( ( ) ( ) (0) ( ) (0))
( )

b h
h h

h
η τ τ ′+ ϕ η + µ τ − µ − µ τ + µ +

τ
 

 1 2( )( 1) ( ) ( ( ), )f h′ ′+ µ τ η − − ηµ τ + η τ τ +  

 2
0 02

( ( ), )
( ) ,         ( , )

( )
T

a h
h h d d y t Q

h

η τ τ ′′+ ϕ η η τ ∈
τ

. (15) 

З умови (9) отримуємо 

 4
1

0

( )
( ) ,       0,

( , )

t
h t t T

v y t dy

µ
= ∈

∫
[ ] . (16) 

Продиференціювавши (9), (10) за змінною t  і використавши (5), (13), одер-
жуємо 

 
1

1
0

( ) ((( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , ) ( ) ( ( ), ))xc t a yh t t b yh t t w y t h t f yh t t= − − ×∫  

 4 5 4( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ( ), ) ( , ))yh t t t t a yh t t w y t dy× µ − µ + µ +  

 2
4 5

( ) ( ( ), )
( ( ) ( ) ( )) (1, )

( )
t a h t t

h t t t w t
h t

µ −
+ µ − µ −  

 5
4 5 2 3

( ) (0, )
(0, ) ( ( ) ( ) ( )) ( ) ( )

( )
t a t

w t h t t t t t
h t

µ
− − µ − µ µ µ +  

 5 4 4 5
1( ) ( ) ( ) ( ) ,            0,
( )

t t t t t T
t

′ ′+ µ µ − µ µ ∈ ∆
[ ] , (17) 

 
1

3 2 2
2

0

( ( ) ( ( ), )) (1, ) (0, ) (0, )
( ) ( ) ( , )

( )
t a h t t w t a t w t

c t h t y v y t dy
h t

µ − + = +  ∫  

 
1

0

(( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , ) ( ) ( ( ), ))xa yh t t b yh t t w y t h t f yh t t dy+ − − −∫  

 
1

2 3 4 5
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )(( ( ( ), )xt t t t yh t a yh t t ′− µ µ + µ − µ − 
  ∫  

 ( ( ), )) ( , ) ( ( ), ) ( )) ( ( ), ) ( , ))b yh t t w y t f yh t t h t a yh t t w y t dy− − + +  

  ′+ µ − − µ µ + µ   ∆2 2 3 5
1( ( ) ( ( ), )) (1, ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

t a h t t w t h t t t t
t

, 

 0,t T∈ [ ] , (18) 

де 

 ∆ =
∫ ∫

∫ ∫

1 1

0 04

1 1
2

0 0

( , ) ( , )

( ) ( )

( , ) ( , )

v y t dy yv y t dy

t h t

yv y t dy y v y t dy

. 
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Таким чином, задачу (5)–(10) зведено до системи рівнянь (14)–(18) від-

носно невідомих 1 2( ( , ), ( , ), ( ), ( ), ( ))v y t w y t h t c t c t . Якщо 1
1 2( , , , ) 0,h c c v C T∈ ×[ ]  

2 2,1( 0, ) ( )TC T C Q× ×[ ]  є розв’язком задачі (5)–(10), то 2
1 2( , , , , ) ( ( ))Tv w h c c C Q∈ ×  

3( 0, )C T× [ ]  є розв’язком системи рівнянь (14)–(18). Правильним є і обернене 

твердження. Дійсно, нехай ∈ ×2 3
1 2( , , , , ) ( ( )) ( 0, )Tv w h c c C Q C T[ ]  є розв’язком 

системи рівнянь (14)–(18). Припущення теореми дозволяють продиференці-
ювати рівність (14) за .y  Праві частини отриманої рівності та рівності (15) 

співпадають, тому ( , ) ( , )yw y t v y t≡ . Тоді робимо висновок, що 2,1( )Tv C Q∈  

задовольняє рівняння 

 3
2 2

(1, )( ( ), ) ( )( ( ), )
( )( ) ( )

y
t yy y

yv tb yh t t y ta yh t t
v v v

h th t h t

+ µ = + − + 
 

 

 1 2( ( ) ( ) ( )) ( ( ), )yh t c t c t v f yh t t+ + +  (19) 

та умови (7), (8) для довільних неперервних на 0,T[ ]  функцій 1( )c t , 2 ( )c t , 

( )h t . Рівність (16) співпадає з умовою (9). Подамо (17), (18) у вигляді 

 2
1 5 2 4 4

( ) ( ( ), ) (0, )
( ) ( ) ( ) ( ) (1, ) (0, ) ( )

( ) ( )
t a h t t a t

с t t c t t w t w t t
h t h t

µ − ′µ + µ = + + µ −  

 
1

2 3
0

( ) ( ) (( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , )xt t b yh t t a yh t t w y t− µ µ − − +∫  

 ( ) ( ( ), ))h t f yh t t dy+ , (20) 

 
1

3 2
1 2 5 2 5

0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ( ) ( ( ), )) (1, ) ( )с t h t y v y t dy c t t t a h t t w t t′+ µ = µ − + µ −∫  

 
1

2 3
0

( ) ( ) ( ) ( ( ) (( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , )xh t t t h t y b yh t t a yh t t w y t− µ µ − − +∫  

 ( ) ( ( ), )) ( ( ), ) ( , ))h t f yh t t a yh t t w y t dy+ − . (21) 

Продиференціюємо (16) за змінною t . Використавши те, що функція ( , )v y t  
задовольняє рівняння (19), і віднявши від отриманої рівності (20), 
одержуємо 

 4
3

(1, ) ( )
( ) ( ) 0

( ) ( )
yv t t

h t t
h t h t

µ ′ − µ + = 
 

. 

Звідси випливає, що 1 0,h C T∈ [ ]  і функція ( , )v y t  задовольняє рівняння (5) 
та умову (8). Звівши (21) до вигляду 

 
1 1

2
2

0 0

( ( ), )
2 ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

( )
yy

a yh t t
h t h t yv y t dy h t y v y t

h t
′ + +
∫ ∫  

 1 2
( ( ), ) ( )

( , ) ( ( ) ( ) ( )) ( , )
( ) y

b yh t t yh t
v y t yh t c t c t v y t

h t

′+
+ + + +  

 5( ( ), ) ( )f yh t t dy t ′+ = µ


, 

використавши рівняння (5) і проінтегрувавши від 0  до t , отримуємо умову 
(10). 
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Отже, еквівалентність задачі (5)–(10) і системи рівнянь (14)–(18) у за-
значеному вище сенсі доведено. 

Зведемо ( )t∆  до вигляду [8] 

 ∆ = =∫ ∫
1 14

1 2
1 2

1 2 1 1 2 20 0

1 1 ( , ) ( , )( )
( )

2 ( , ) ( , )

v y t v y th t
t dy dy

y y y v y t y v y t
 

 
1 14

2
2 1 1 2 1 2

0 0

( )
( ) ( , ) ( , )

2
h t

y y v y t v y t dy dy= −∫ ∫ . 

Встановимо оцінки знизу функцій ( , )v y t  і ( )h t . Згідно з припущеннями 

теореми з (14) можемо зробити висновок про існування такого числа 1t , 

10 t T< ≤ , що 

 
1

0
0( , ) 0,       ( , )

2 tv y t M y t Q
ϕ

≥ ≡ > ∈ . (22) 

Очевидно, що виконання (22) рівносильне виконанню нерівності 

 
1

2 2 1 1 1
0 0

( ( ) (0)) (1 )( ( ) (0)) ( , , , )
t

y t y t G y tµ − µ + − µ − µ + η τ ×∫ ∫  

 
η τ µ τ − τ× η τ + η τ τ + τ η τ +

 τ
3

1 22

( ( ) ( ) (1, ))
( , ) ( ( ) ( ) ( )) ( , )

( )

h w
w h c c v

h
 

 
η τ τ ′+ ϕ η + µ τ − µ −

τ 0 0 2 2
( ( ), )

( ( ) ( ) (0)
( )

b h
h h

h
 

 ′ ′− µ τ + µ + µ τ η − − ηµ τ + η τ τ +1 1 1 2( ) (0)) ( )( 1) ( ) ( ( ), )f h  

 
η τ τ ′′+ ϕ η η τ ≤ ∈

τ 1

2
0 0 02

( ( ), )
( ) ,    ( , )

( )
t

a h
h h d d M y t Q

h
. (23) 

Врахувавши (23), з (14) отримуємо 

 
10 0 1

0,1
( , ) max ( ) ,        ( , ) tv y t yh M M y t Q≤ ϕ + ≡ < ∞ ∈

[ ]
. (24) 

Тоді для розв’язків рівняння (16) виконується нерівність 

 4 0 1
0,1

1( ) min ( ) 0,        0,
T

h t t H t t
M

≥ µ ≡ > ∈
[ ]

[ ] . (25) 

Таким чином, 

 0 1( ) 0,         0,t C t t∆ ≥ > ∈ [ ] . (26) 

 Встановимо оцінки розв’язків системи рівнянь (14)–(18). Врахувавши 
(22), з (16) одержуємо 

 4 1 1
0,0

1( ) max ( ) ,        0,
T

h t t H t t
M

≤ µ ≡ < ∞ ∈
[ ]

[ ] . (27) 

Позначимо 
0,1

( ) max ( , )
y

W t w y t
∈

=
[ ]

. Використавши нерівності (24)–(27), з (17), 

(18) отримуємо 

 1 1 2 2 3 4 1( ) ( ),      ( ) ( ),      0,c t C C W t c t C C W t t t≤ + ≤ + ∈ [ ] . (28) 

Використавши оцінки функцій ¥ріна [5] та нерівності (24), (25), (27), (28), з 
(15) одержуємо 

 
2

5 6 1
0

( ( ) ( ))
( ) ,       0,

t W W d
W t C C t t

t

τ + τ τ
≤ + ∈

− τ∫ [ ] . 
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Метод розв’язування цієї нерівності подано в [15]. Звідси отримуємо оцінку 

 2 0( ) ,        0,W t M t T≤ < ∞ ∈ [ ] , 

де 0 0 1, 0T T t< ≤ , визначається сталими 5 6,C C . Тоді 

 1 1 2 2 1( )c t C C M B≤ + ≡ < ∞ , 

 2 3 4 2 2 0( ) ,        0,c t C C M B t T≤ + ≡ < ∞ ∈ [ ] . 

Отже, апріорні оцінки розв’язків системи рівнянь (14)–(18) знайдено. 
Подамо систему рівнянь (14)–(18) у вигляді операторного рівняння 

 Pω = ω , 

де 1 2( ( , ), ( , ), ( ), ( ), ( ))v y t w y t h t c t c tω = , а оператор 1 5( , , )P P P= …  визнача-
ється правими частинами рівнянь (14)–(18). 

Позначимо 

 
0

2 3
1 2 0 0 1( , , , , ) ( ( )) ( 0, ) : ( , )TN v w h c c C Q C T M v y t M= ∈ × ≤ ≤{ [ ] , 

 2 0 1 1 1 2 2( , ) ,  ( ) ,  ( ) ,  ( )w y t M H h t H c t B c t B≤ ≤ ≤ ≤ ≤ } . 

Очевидно, що множина N  задовольняє умови теореми Шаудера про неру-
хому точку, а оператор P  переводить N  у себе. Компактність операторів, 
що утворюють P , встановлено в [11]. 

Тоді за теоремою Шаудера про нерухому точку цілком неперервного 

оператора існує розв’язок 
0

2 3
1 2 0( , , , , ) ( ( )) ( 0, )Tv w h c c C Q C T∈ × [ ]  системи рів-

нянь (14)–(18). Отже, існує розв’язок  1 2
1 2 0 0( , , , ) 0, ( 0, )h c c v C T C T∈ × ×[ ] [ ]  

0

2,1( )TC Q×  задачі (5)–(10). Теорему доведено.   

3. Єдиність розв’язку задачі (5)–(10). 
Теорема 2. Нехай виконуються умови: 

2,0 1,0( 0, ) 0, ),    , ( 0, ) 0, ),    ( , ) 0a C T b f C T a x t∈ ∞ × ∈ ∞ × >[ [ ] [ [ ] , 

∈ ∞ × ϕ ≥ ϕ > ∈ ∞ µ > = ∈0( , ) 0, ) 0, ,   ( ) 0,   0, ),   ( ) 0,   1,2, 4,  0,ix t T x x t i t T[ [ ] [ [ ] . 

Тоді задача (5)–(10) не може мати двох різних розв’язків 1 2( , , , )h c c v ∈ 
1 2 2,10, ( 0, ) ( )TC T C T C Q∈ × ×[ ] [ ] , ( ) 0h t > , 0,t T∈ [ ] . 

Д о в е д е н н я. Нехай 1 2( ( ), ( ), ( ), ( , )),  1,2i i i ih t c t c t v y t i = , – два роз-
в’язки задачі (5)–(10). Позначимо 

 
′

= = = − = −1 2 11 12

( )
( ),    1,2,     ( ) ( ) ( ),    ( ) ( ) ( )

( )
i

i
i

h t
r t i r t r t r t s t c t c t

h t
, 

 = − = −21 22 1 2( ) ( ) ( ),     ( , ) ( , ) ( , )q t c t c t v y t v y t v y t . 

Функції ( ), ( ), ( ), ( , )s t q t r t v y t  задовольняють рівняння 

 1 1
1 1 11 212

11

( ( ), ) ( ( ), )
( ) ( ( ) ( ) ( ))

( )( )
t yy y

a yh t t b yh t t
v v yr t v yh t c t c t v

h th t
 = + + + + + 
 

 

 1 2 1 2 2( ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) ( ))yh t s t ys t h t h t q t v+ + − + +  

 1 2
2

1 2

( ( ), ) ( ( ), )
( )

( ) ( ) y

b yh t t b yh t t
yr t v

h t h t
 + − + + 
 

 

 1 2
22 2

1 2

( ( ), ) ( ( ), )

( ) ( )
yy

a yh t t a yh t t
v

h t h t
 + − + 
 

 

 1 2( ( ), ) ( ( ), ),      ( , ) Tf yh t t f yh t t y t Q+ − ∈ , (29) 
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та умови 

 ( , 0) 0,           0,1v y y= ∈ [ ] , (30) 

 (0, ) (1, ) 0,          0,v t v t t T= = ∈ [ ] , (31) 

 2 32 2 2
1 21 1 2

(1, ) 1 1 1 1( ) (1, ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

y
y

v t
r t v t t

h t h th t h t h t
   = − − − + µ −   
   

, (32) 

 
1

4
1 20

1 1( , ) ( )
( ) ( )

v y t dy t
h t h t

 = µ − 
 ∫ , (33) 

 
1

5 2 2
1 20

1 1( , ) ( ) ,         0,
( ) ( )

yv y t dy t t T
h t h t

 = µ − ∈ 
 ∫ [ ] . (34) 

За допомогою функції ¥ріна 1 ( , , , )G y t∗ η τ  першої крайової задачі для 
рівняння 

 1 1
1 1 11 212

11

( ( ), ) ( ( ), )
( ) ( ( ) ( ) ( ))

( )( )
t yy y

a yh t t b yh t t
v v yr t v yh t c t c t v

h th t
 = + + + + 
 

, 

з урахуванням умов (30), (31) функцію ( , )v y t  подамо у вигляді 

 
1

1 1 2 1 2 2
0 0

( , ) ( , , , )(( ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) ( )) ( , )
t

v y t G y t h s s h h q v∗= η τ η τ τ + η τ τ − τ + τ η τ +∫ ∫  

 1 2
2

1 2

( ( ), ) ( ( ), )
( ) ( , )

( ) ( )
b h b h

r v
h h η

η τ τ η τ τ + − + η τ η τ + τ τ 
 

 1 2
2 12 2

1 2

( ( ), ) ( ( ), )
( , ) ( ( ), )

( ) ( )

a h a h
v f h

h h
ηη

η τ τ η τ τ + − η τ + η τ τ − 
 τ τ

 

 2( ( ( ), )) ,        ( , ) Tf h d d y t Q− η τ τ η τ ∈ . (35) 

Продиференціювавши (35) за змінною y , отримуємо 

 ∗= η τ η τ τ + η τ τ − τ + τ η τ +∫ ∫
1

1 1 2 1 2 2
0 0

( , ) ( , , , )(( ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) ( )) ( , )
t

y yv y t G y t h s s h h q v  

 η
η τ τ η τ τ + − + η τ η τ + τ τ 

1 2
2

1 2

( ( ), ) ( ( ), )
( ) ( , )

( ) ( )
b h b h

r v
h h

 

 ηη
η τ τ η τ τ + − η τ + 

 τ τ
1 2

22 2
1 2

( ( ), ) ( ( ), )
( , )

( ) ( )

a h a h
v

h h
 

 + η τ τ − η τ τ η τ ∈1 2( ( ), ) ( ( ), )) ,        ( , ) Tf h f h d d y t Q . (36) 

 Оскільки 1 2( ( ), ( ), ( ), ( , )),  1,2i i i ih t c t c t v y t i = , – два розв’язки задачі (5)–

(10), то для 1 ( )ic t , 2 ( ),  1,2ic t i = , справджуються рівності, аналогічні до (17), 
(18). Звідси отримуємо 

 
µ −

µ + µ = + +2 1
5 4

1 1

( ) ( ( ), ) (0, )
( ) ( ) ( ) ( ) (1, ) (0, )

( ) ( )y y

t a h t t a t
s t t q t t v t v t

h t h t
 

 2 2 2 2
1 2

1 1 ( (0, ) (0, ) ( ( ) ( ( ), ) (1, ))
( ) ( ) y ya t v t t a h t t v t

h t h t
 + + + µ − − 
 

 

 
1

1 1 1
0

(( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , ) ( ( ( ), )x yb yh t t a yh t t v y t b yh t t− − + −∫  
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 2 1( ( ), ) ( ( ), )xb yh t t a yh t t− − +  

 2 2 1 1 2( ( ), )) ( , ) ( )( ( ( ), ) ( ( ), ))x ya yh t t v y t h t f yh t t f yh t t+ + − +  

 2
1 2 2 1

1

( , )
( ( ) ( )) ( ( ), )) ( ( ( ), )

( )
v y t

h t h t f yh t t dy a h t t
h t

+ − − −  

 2( ( ), )),        0,a h t t t T− ∈ [ ] , (37) 

 
1

1 1 1 1 1
0

( ) ((( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , ) ( ) ( ( ), ))x ys t a yh t t b yh t t v y t h t f yh t t= − − − ×∫  

 1 4 5 4 1 1( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ( ), ) ( , ))yyh t t t t a yh t t v y t dy× µ − µ + µ +  

 2 1
1 4 5 1

1

( ) ( ( ), )
( ( ) ( ) ( )) (1, )

( ) y

t a h t t
h t t t v t

h t
µ −

+ µ − µ −  

 5
1 1 4 5

1

( ) (0, )
(0, ) ( ( ) ( ) ( ))

( ) y

t a t
v t h t t t

h t
µ

− − µ − µ ×  

 2 3 5 4 4 5 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t t′ ′× µ µ + µ µ − µ µ µ ×
 

 
1 1

3 2 3 3 2
1 1 2 2

0 0

( ) ( , ) ( ( ) ( )) ( , )h t y v y t dy h t h t y v y t dy × + − × 
 ∫ ∫  

 
1

1
1 2 1 1

0

( ( ) ( )) ((( ( ( ), ) ( ( ), ))xt t a yh t t b yh t t− × ∆ ∆ + − ×∫  

 1 1 1 4 1 2( , ) ( ) ( ( ), )) ( )( ( ) ( ))yv y t h t f yh t t y t h t h t× − µ − +  

 4 2 5 1( ( ) ( ) ( ))(( ( ( ), )xy t h t t a yh t t+ µ − µ −  

 1 1 2( ( ), )) ( , ) ( ( ( ), ) ( ( ), )y x xb yh t t v y t a yh t t a yh t t− + − −  

 1 2 2 1 1( ( ), ) ( ( ), )) ( , ) ( )( ( ( ), )yb yh t t b yh t t v y t h t f yh t t− + − −  

 2 1 2 2( ( ), )) ( ( ) ( )) ( ( ), ))f yh t t h t h t f yh t t− − − +  

 4 1 4 1( ) ( ( ), ) ( , ) ( )( ( ( ), )yt a yh t t v y t t a yh t t+ µ + µ −  

 2 1
2 2

1

( ) ( ( ), )
( ( ), )) ( , ))

( )y

t a h t t
a yh t t v y t dy

h t
µ −

− + ×  

 5
1 4 5

1

( ) (0, )
( ( ) ( ) ( )) (1, ) (0, )

( )y y

t a t
h t t t v t v t

h t
µ

× µ − µ − +  

 2 1
4 2 2 3 4

1

( ) ( ( ), )
( ) (1, ) ( ) ( ) ( )

( ) y

t a h t t
t v t t t t

h t
µ − + µ − µ µ µ × 

 
 

 1 2 1 2 2 4
1

1( ( ) ( )) ( ( ( ), ) ( ( ), ))( ( ) ( )
( )

h t h t a h t t a h t t h t t
h t

× − − − µ −  

 5 2 2 4 5 2( )) (1, ) (( ( ) ( ) ( ))( ( )yt v t h t t t t− µ + µ − µ µ −  

 2 2 5 2( ( ), )) (1, ) ( ) (0, ) (0, ))y ya h t t v t t a t v t− − µ ×  

 1
2

1 2

1 1 ( ),       0,
( ) ( )

t t T
h t h t

− × − ∆ ∈  
[ ] , (38) 
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де 

 ∆ = =
∫ ∫

∫ ∫

1 1

0 04

1 1
2

0 0

( , ) ( , )

( ) ( ) ,      1,2

( , ) ( , )

i i

i i

i i

v y t dy yv y t dy

t h t i

yv y t dy y v y t dy

. 

Використавши принцип максимуму [5] для розв’язку прямої задачі (5)–
(7), отримуємо 

 3( , ) 0,     1,2,    ( , )i Tv y t M i y t Q≥ > = ∈ , 

де стала 3M  визначається вихідними даними задачі. 
 Таким чином, 

 ( ) 0,      1,2,      0,i t i t T∆ > = ∈ [ ] . 

Виразивши ( )ih t  через ( )ir t  

 
0

( ) (0) exp ( ) ,          1,2
t

i i ih t h r d i = τ τ = 
 ∫ , 

де 1 2 0(0) (0)h h h= = , та використавши рівність 

 
1

( )

0

( )x y y x ye e x y e d+ τ −− = − τ∫ , 

одержуємо 

 
1

2
1 2 0 0 0 0

1 1 1 ( ) exp ( ( ) ( ))
( ) ( )

t t

r d r r d d
h t h t h

 − = − τ τ − σ τ + τ τ σ 
 ∫ ∫ ∫ . (39) 

Аналогічно до (39) можна отримати зображення різниць 
2 2
1 2

1 1
( ) ( )h t h t

− , 

1 2( ) ( )h t h t− , 3 3
1 2( ) ( )h t h t− . 

Припущення теореми забезпечують правильність перетворення 
 1 2( ( ), ) ( ( ), )f yh t t f yh t t− =  

 
1

1 2 2 1 2
0

( ( ) ( )) ( ( ) ( ( ) ( ))),( )xy h t h t f y h t h t h t t d= − + σ − σ∫ . (40) 

Використавши (39), (40) і підставивши (35), (36) в (32), (37), (38), одержу-
ємо систему однорідних інтегральних рівнянь Вольтерра другого роду від-
носно невідомих ( ), ( ), ( )r t s t q t . З єдиності розв’язків таких систем випливає, 

що ( ) 0,  ( ) 0,  ( ) 0,  0,r t s t q t t T= = = ∈ [ ] . Звідси отримуємо, що 1 2( ) ( )r t r t= , 

1 2 1 2( ) ( ), ( ) ( )s t s t q t q t= = , 0,t T∈ [ ] , а отже, 1 2( ) ( )h t h t= , 11 12( ) ( )c t c t= , 21( )c t =  

22 ( )c t= , 0,t T∈ [ ] . Використавши це в задачі (29)–(31), отримуємо, що 

 1 2( , ) ( , ),          ( , ) Tv y t v y t y t Q= ∈ . 

Теорему доведено.   
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЗАВИСЯЩИХ ОТ ВРЕМЕНИ 
ФУНКЦИЙ В МЛАДШЕМ КОЭФФИЦИЕНТЕ В ПАРАБОЛИЧЕСКОМ УРАВНЕНИИ 
В ОБЛАСТИ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ 
 
Установлены условия однозначной разрешимости обратной задачи определения 
зависящих от времени параметров в коэффициенте при неизвестной функции в 
одномерном параболическом уравнении в области со свободной границей. 
 
INVERSE PROBLEM OF FINDING THE TIME-DEPENDENT 
FUNCTIONS IN THE MINOR COEFFICIENT IN A PARABOLIC EQUATION 
IN FREE BOUNDARY DOMAIN 
 
We established unique solvability conditions of the inverse problem of finding the time-
dependent parameters in the coefficient of the unknown function in one-dimensional 
parabolic equation in free boundary domain. 
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