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УДК 517.95 
 
Н. П. Процах 
 
ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДЛЯ УЛЬТРАПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ З 
НЕВІДОМОЮ ФУНКЦІЄЮ ПРОСТОРОВОЇ ЗМІННОЇ У ПРАВІЙ ЧАСТИНІ 
 

Розглянуто обернену задачу визначення залежного від просторової змінної 
множника правої частини слабко нелінійного ультрапараболічного рівняння. 
Знайдено умови, за яких існує та є єдиним узагальнений розв’язок цієї задачі, 
який належить до просторів Соболєва. 

 
Вступ. Змішані задачі та задачу Коші для ультрапараболічних рівнянь 

використовують для опису багатьох явищ фізики, механіки і біології [8, 11]. 
Якщо ж за відомими наслідками явища потрібно визначити його причину, 
то виникають обернені задачі [3, 7, 10, 13]. Обернені задачі визначення пра-
вих частин рівнянь із частинними похідними розглянуто у працях [1, 3, 7, 9, 
10]. Для встановлення їх розв’язності використовувалися методи послідов-
них наближень [1], метод інтегральних рівнянь і принцип Шаудера [3, 9, 
10], методи регуляризації [7]. 

У цій праці розглянуто обернену задачу з інтегральною умовою пере-
визначення знаходження невідомого множника правої частини слабко нелі-
нійного ультрапараболічного рівняння, який залежить від просторової змін-
ної. Встановлено умови, за яких існує єдиний узагальнений розв’язок цієї 
задачі. Використовуючи метод Гальоркіна, також знайдено умови однознач-
ної розв’язності в просторах Соболєва відповідної змішаної задачі для роз-
глянутого рівняння. Зауважимо, що змішані задачі для нелінійних ультра-
параболічних рівнянь раніше розглядалися у працях [5, 12, 14]. 

1. Формулювання задачі. Нехай Ω  і D  – обмежені відповідно в nR  і 

Rl  області з межами 1C∂Ω ∈  і 1D C∂ ∈ ; ,  ,  (0, )x y D t T∈ Ω ∈ ∈ , де T  – 

фіксоване число з інтервалу (0, )∞ , (0, )Q Dτ = Ω × × τ , (0,Tτ ∈ ] , G D= Ω × . 

Позначимо Σ = ∂Ω× × (0, )T D T ; = Ω× ∂ × (0, )TS D T ; ξ = ∈( , , ) : ( , )G x y t x y{  

∈ = ξ,G t } , ξ ∈ 0,T[ ] . 

Використовуватимемо простори ( )L∞ ⋅ , 2 ( )L ⋅ , 1,2( )W ⋅  [2, с. 37], ( )kC O  

[2, с. 32], 1,2
0 ( )W ⋅  [2, с. 44]. 

Введемо такі простори: 
 = → ⋅ ⋅ ∈(0, ; ( )) : : 0, ( );  ( , , ); ( ) (0, )V T W G w T W G w t W G V T{ }[ ]  (де V , W  – 

банахові простори); 

 
Γ

= ∈ =
1

1,2 1,2
1,0 ( ) : : ( ),  0W D w w W D w{ } , 

 
Σ

= ∈ = =…2
1( ) : : , ( ), 1, , ,  0

T
T x Ti

V Q w w w L Q i n w{ } , 

 2 1,2
2 0( ) : ( ; ( ))V G L D W= Ω , 

 = ∈ = =… …2
3 ( ) : : , ,  ( ), 1, , ,  1, ,T x y Ti j

V Q w w w w L Q i n j{ l , 

 1 0,  0
T TS

w w
Σ

= = } , 

 
1

2
4 ( ) : ,  ( ),  0,  1, ,yi

V G w w w L G w iΩ×Γ= ∈ = = … l{ } , 

 = ∈ = =… … l2
5 ( ) : ,  , , ( ),  1, , ,  1, ,

i i j jx x y yV G w w w w w L G i n j{ } . 

Через ,〈 ⋅ ⋅ 〉  позначимо скалярний добуток між просторами 2 ( )V G∗  i 

2( )V G . 
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В області TQ  розглянемо задачу для рівняння 

 
= =

+ λ − + + =∑ ∑
1 , 1

( ) ( ( , , ) ) ( , , ) ( , , , )
i i j

n

t i y ij x x
i i j

u y u a x y t u c x y t u g x y t u
l

 

 = +0( , , ) ( ) ( , , )f x y t f y q x y t  (1) 

з початковою умовою 
 0( , ,0) ( , ),      ( , )u x y u x y x y G= ∈ , (2) 

крайовими умовами 
 10,          0

T TSu uΣ = = , (3) 

та умовою перевизначення 

 
0

( , ) ( , , ) ( ),       
T

K x t u x y t dxdt E y y D
Ω

= ∈∫ ∫ . (4) 

Тут ( , , )u x y t , 0 ( )f y  – невідомі функції; 
=

= ∈ λ ν <∑1

1

( , , ) : ( )cos ( , )T T i i
i

S x y t S y y{
l

 

< 0} , ν  – одинична зовнішня нормаль до .TS  Припускатимемо, що вико-
нується умова 

(S) існує така поверхня з додатною мірою Лебега 1
1 D R −Γ ⊂ ∂ ⊂ l , що 

 1
1 (0, )TS T= Ω × Γ × , 

а дані задачі (1)–(4) справджують такі умови: 

(A) 2
0

, 1

( ),   , 1, , ,   ( , , )
n

ij T ij i j
i j

a L Q i j n a x y t a∞

=
∈ = ξ ξ ≥ ξ∑…  для майже всіх 

( , , ) Tx y t Q∈  та для всіх ξ ∈ nR , 0a  – додатна стала; 

(С) ∞∈ ≥ 0( ),  ( , , )Tc L Q c x y t c  для майже всіх 0( , , ) ,  Tx y t Q c∈  – стала; 

(E) 1,2 ( )E W D∈ ; 

(F) 2( 0, ; ( ))f C T L G∈ [ ] ; 

(H) функція ( , , , )g x y t ξ  вимірна за змінними ( , , )x y t  в області TQ  для всіх 

ξ ∈ 1R  і неперервна за ξ  для майже всіх ( , , ) Tx y t Q∈ , причому така, 

що існує додатна стала 0g , що 0( , , , ) ( , , , )g x y t g x y t gξ − η ≤ ξ − η  для 

майже всіх ( , , ) Tx y t Q∈  та всіх ξ η ∈ 1, R ; 

(K) 1 1
(0, )( 0, ; ( )),  0,  ( ,0) ( , ) 0TK C T C K K x K x T∂Ω×∈ Ω = = =[ ]  для всіх x ∈ Ω ; 

(L) ( ),  ( )i iyi
C D L D∞λ ∈ λ ∈  для всіх 1, ,i = … l ; 

(U) 
∂Ω× Ω×Γ

∈ = = =…
1

2
0 0, 0 0, ( ),  1, , ,  0,  0

jy D
u u L G j u ul . 

2. Існування та єдиність розв’язку задачі (1)–(3). Припустимо, що 

права частина рівняння (1) є відомою, тобто 0 0( ) ( )f y f y∗= , де 1,2
0 ( )f W D∗ ∈  

– відома функція. Розглянемо в області TQ  змішану задачу для рівняння 
(1) з початковою умовою (2) та крайовими умовами (3). 

Означення 1. Функцію ( , , )u x y t∗  назвемо узагальненим розв’язком за-

дачі (1)–(3), якщо 2
3 ( ) ( 0, ; ( ))Tu V Q C T L G∗ ∈ ∩ [ ] , ∗ ∗∈ +2 2

2(0, ; ( )) ( )t Tu L T V G L Q , 

справджується умова (2) і для всіх функцій 1( )Tv V Q∈  виконується 
рівність 
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1 , =10

, ( ) ( , , ) ( , , )
i i i

T

T n

t i y ij x x
i i jQ

u v dt y u v a x y t u v c x y t u v∗ ∗ ∗ ∗

=

+ λ + + +
∑ ∑∫ ∫
l

 

 ∗ ∗+ = + ∫ 0( , , , ) ( , , ) ( ) ( , , )

TQ

g x y t u v dxdydt f x y t f y q x y t vdxdydt[ ] . 

  (5) 
Лема 1. Якщо функція w  є узагальненим розв’язком задачі (1)–(3), то 

вона справджує нерівність 

 2

1 , 1

1 ( ) ( , , )
2 i i j

n

i y ij x x
i i jG Q

w e dxdy y w w a x y t w w

τ τ

−ατ

= =

+ λ + +
∑ ∑∫ ∫
l

 

 ∗+ + − + +2
0( , , ) ( , , , ) ( ( , , ) ( ) ( , , ))c x y t w g x y t w w f x y t f y q x y t w  

 −αα+ ≥ ∫ 22
0

1 ( , )
2 2

t

G

w e dxdydt u x y dxdy  (6) 

для всіх (0,Tτ ∈ ]  та довільного фіксованого числа α ∈ R , причому при 

0 ( , ) 0u x y ≡  в (5) досягається знак рівності. 

Д о в е д е н н я  проводиться за схемою доведення леми 1 із [5].  
Доведемо існування та єдиність розв’язку змішаної задачі (1)–(3). 
Теорема 1. Нехай справджуються умови (A), (C), (H), (L), (F), (U), (S) i, 

крім того: 

1°) ∞∈ ∈ = =… …2, ( ),  , ( ),  , 1, , ,  1, ,
i k k kijx y T y y Ta c L Q q f L Q i j n k l , 

∗ ∈ 1,2
0 ( )f W D ; 

2°) існує така стала 1g , що для майже всіх ( , , ) Tx y t Q∈  та всіх ξ ∈ 1R  

виконуються нерівності 1( , , , ) ,  1, ,yi
g x y t g iξ ≤ = … l ; 

3°) ∗
Γ

= =1
1

00,    0
TSq f . 

Тоді існує узагальнений розв’язок задачі (1)–(3). 

Д о в е д е н н я.  Нехай 1
k

k
∞

=ϕ{ }  – ортогональна база простору 
1,2
0 ( )W Ω , 

ортонормована в 2 ( )L Ω , де kϕ  – власні функції задачі xu u∆ = ν , 0u ∂Ω = , 

які відповідають власним значенням kν , і нехай 1
m

m
∞

=ψ{ }  – ортогональна 

база простору 1,2
1,0 ( )W D , ортонормована в 2 ( )L D , де ψm , ≥ 1m , – власні 

функції задачі 

 
1

2

,      0,       0y
uu u u Γ

Γ

∂∆ = µ = =
∂ν

, (7) 

які відповідають власним значенням mµ . Тут 
2 2

2 2
1

;x
nx x

∂ ∂∆ = + +
∂ ∂

…  y∆ =  

2 2

2 2
1y y

∂ ∂= + +
∂ ∂

…
l

. Тоді за лемою 2 [5], , 1( ) ( )k m
k mx y ∞

=ϕ ψ{ }  – база простору 

5 ( )V G , ортонормована в 2 ( )L G . 
Розглянемо функцію  

 ∗

=
= ϕ ψ ∈∑,

,
, 1

( , , ) ( ) ( ) ( ),       
N

N N k m
k m

k m

u x y t c t x y N N , 

де , ( )N
k mc t , = …, 1, ,k m N , є розв’язком задачі 
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 , ,

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i

N k m N k m
t i y

iG

u x y y u x y∗ ∗

=

 ϕ ψ + λ ϕ ψ +
∑∫
l

 

 ,

, 1

( , , ) ( ) ( )
ii

n
N k m

ij xx
i j

a x y t u x y∗

=
+ ϕ ψ +∑  

 , ,( , , ) ( ) ( ) ( , , , ) ( ) ( )N k m N k mс x y t u x y g x y t u x y∗ ∗+ ϕ ψ + ϕ ψ −  

 0( ( , , ) ( ) ( , , )) ( ) ( ) 0k mf x y t f y q x y t x y dxdy∗ − + ϕ ψ =
, (8) 

 , 0, ,(0)N N
k m k mc u= , (9) 

 
4

0 0, , 0 0 ( )
, 1

( , ) ( ) ( ),      0lim
N

N N k m N
k m V GNk m

u x y u x y u u
→∞=

= ϕ ψ − =∑ . 

Згідно з теоремою Каратеодорі [4, c. 54], розв’язок цієї задачі існує і 

належить до простору 1
0( 0, )C τ[ ] , де 0 Tτ ≤ . З оцінок, проведених нижче, 

випливатиме, що цей розв’язок можна продовжити на весь проміжок 0,T[ ] . 

Позначимо 1 maxess sup ( )
iiy

i D
yλ = λ . Домножимо (8) на , ( )N t

k mc t e−α , де 

1 0
02 3 3c gα = λ − + + , підсумуємо за k  і m  від 1  до N  та проінтегруємо по 

t  від 0  до τ . Одержимо 

 , , , , , ,

1 , 1

( ) ( , , )
i i j

n
N N N N N N

t i ijy x x
i i jQ

u u y u u a x y t u u

τ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= =

 + λ + +
∑ ∑∫
l

 

 , 2 , ,( , , )( ) ( , , , )N N Nc x y t u g x y t u u∗ ∗ ∗+ + −  

 ,
0( ( , , ) ( ) ( , , )) 0N tf x y t f y q x y t u e dxdydt∗ ∗ −α− + =

. (10) 

Оскільки 

 
0 2, , ,3

( , , , )
2

N N t N t

Q Q

g
g x y t u u e dxdydt u e dxdydt

τ τ

∗ ∗ −α ∗ −α≤ +∫ ∫  

 2
0

1 ( , , ,0)
2

t

Q

g x y t e dxdydt
g

τ

−α+ ∫ , 

 
2, ,

0( ( , , ) ( ) ( , , )) N t N t

Q Q

f x y t f y q x y t u e dxdydt u e dxdydt

τ τ

∗ ∗ −α ∗ −α+ ≤ +∫ ∫  

 
22 2

0
1 ( , , ) ( ) ( , , ,0)
2

t

Q

f x y t f y g x y t e dxdydt

τ

∗ −α+ +∫ ( ) , 

а оцінки інших доданків рівності (10) повторюють оцінки 1I – 4I  з [5], то з 
(10) одержимо 

 0

22 2, , ,

1

2
i

n
N N N t

x
iG Q

u e dx dy a u u e dx dy dt

τ

∗ −ατ ∗ ∗ −α

=

 + + ≤  
∑∫ ∫  

 
2

0 ( , )N

G

u x y dxdy≤ +∫  

 
22 2

0( , , ) ( ) ( , , ) t

Q

f x y t f y q x y t e dx dydt

τ

∗ −α+ +∫ ( ) . (11) 

Тоді з оцінки (11) випливає, що 
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2,

1( , , ) ,       0,N

G

u x y dxdy M T∗ τ ≤ τ ∈∫ [ ] , (12) 

 
2 2, ,

1
1

T

n
N N

xi
iQ

u u dxdydt M∗ ∗

=

 + ≤ 
 ∑∫ , (13) 

де стала  

 
α

∗= + + ∫ ∫
0

22 2
1 0 0: ( , ) ( , , ) ( )

min 1,2
T

T

G Q

eM u x y dxdy f x y t f y
a{ }

(  

 + 
2( , , )q x y t dxdydt)  

не залежить від N . 
Домножимо (8) на власне значення µm  задачі (7) та використаємо (7): 

 , , , , , ,

1 , 1

( ) ( , , )
i j

n
N N N N N N

t y i y ij yy x xi
i i jQ

u u y u u a x y t u u

τ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= =

 − ∆ − λ ∆ − ∆ −
∑ ∑∫
l

 

 , , , ,( , , ) ( , , , )N N N N
y yс x y t u u g x y t u u∗ ∗ ∗ ∗− ∆ − ∆ +  

 1,
0( ( , , ) ( ) ( , , )) 0tN

yf x y t f y q x y t u e dx dydt−α∗ ∗ + + ∆ =
, (14) 

де 1 2 1
1 03 2 4 2c c gα = λ + − + +l , а 2 maxess sup ( , , )

i
T

y
i Q

c c x y t= . 

Оцінимо кожний доданок цієї рівності, враховуючи умови теореми: 

 1 1
2, , ,

1
1 1

1:
2i i i

tN N N
t y y y

i iQ G

I u u e dxdydt u e dx dy

τ

−α −α τ∗ ∗ ∗

= =

= − = −∑ ∑∫ ∫
l l

 

 

τ

−α∗

= =

α
− +∑ ∑∫ ∫ 1

22 ,1
0

1 1

1
2 2i i

tN N
y y

i iG Q

u dxdy u e dxdydt
l l

, 

 1, ,
2

1 1

: ( )
i j j

tN N
i y y y

i jQ

I y u u e dxdydt

τ

−α∗ ∗

= =

= − λ ≥∑ ∑∫
l l

 

 1
21 ,

1

3
2 i

tN
y

iQ

u e dxdydt

τ

−α∗

=
≥ − λ −∑∫

l
l  

 1

1

2
,

, 1

1 ( ) cos ( , )
2 j

tN
i iy

i jS

y u y e d dt

τ

−α∗

=
− λ ν σ∑∫

l
, 

 1, ,
3

1 , 1

: ( , , )
i j j i

n
tN N

ij x y y x
j i jQ

I a x y t u u e dxdydt

τ

−α∗ ∗

= =
= − ≥∑ ∑∫

l
 

 1
1 22

,0
1

01 1

( )
2 2j i

n
tN

y x
j iQ

a a
u e dxdydt M

a
τ

−α∗

= =

≥ −∑ ∑∫
l l

, 

де 21

,
maxess sup ( , , )

j
T

iy
i j Q

a a x y t= , 

 

τ τ

−α∗ ∗ ∗

=

= − ≥ − +
∑∫ ∫1

2, , 2 ,
4

1

1: ( , , )
2i i

tN N N
y y

iQ Q

I c x y t u u e dxdydt c u
l

l  

 

τ

−α −α∗ ∗

= =

+ +
∑ ∑∫1 1

2 2, ,
0

1 1
i i

t tN N
y y

i iQ

u e dxdydt c u e dxdydt
l l

, 
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 1
1 2, , ,

5
1

: ( , , , )
2i i

tN N N
y y

iQ Q

g
I g x y t u u e dxdydt u

τ τ

−α∗ ∗ ∗

=

 = − ≥ − + 
∑∫ ∫
l

l  

 
22, 1

1
1 1

12 ( , , ,0)
2i

tN
yy i

i i

u g x y t e dxdydt
g

−α∗

= =

+ −   
∑ ∑
l l

, 

 1,
6 0

1

: ( ( , , ) ( ) ( , , ))
i i

tN
y y

i Q

I f x y t f y q x y t u e dxdydt

τ

−α∗ ∗

=
= + ≤∑ ∫

l
 

 1
2,

1

3
2 i

tN
y

iQ

u e dxdydt

τ

−α∗

=
≤ +∑∫

l
 

 
2 22 2

0 0
1

1 ( , , ) ( ) ( , , ) ( )
2 i iy y

iQ

f x y t f y f x y t f y

τ

∗ ∗

=

+ + +
∑∫

l
 

 1
2

( , , )
i

t
yq x y t e dxdydt−α+ 


. 

На підставі оцінок 1I – 6I  з (14) одержимо 

 1 1
2 2 2, , ,

0
1 1 1 1

i i i j

n
tN N N

y y x y
i i j iG Q

u e dxdy u a u e dxdydt

τ τ

−α −α∗ ∗ ∗

= = = =

 τ + + ≤  
∑ ∑ ∑∑∫ ∫
l l l

 

 
1 22

0 1
01

( )
iy

N

iG

a
u dxdy M

a=
≤ + +∑∫

l l
 

 1
22 1 ,( ) tN

Q

c g u e dxdydt

τ

−α∗+ + +∫l  

 
22 2 2

0 0
1

( , , ) ( ) ( , , ) ( )yi iy
iQ

f x y t f y f x y t f y∗ ∗

=τ

+ + +
∑∫

l
 

 1
2 2

1
1 ( , , ,0) ( , , )

i i

t
y yg x y t q x y t e dxdydt

g
−α+ + 


. (15) 

З оцінки (15) випливає, що 

 
22 2,

2 0 0
1 1

( , , ) ( , ) ( , )
i

N
yy i

i iG G

u x y dxdy M u x y u x y dxdy∗

= =

  τ ≤ + +   
∑ ∑∫ ∫
l l

 

 

τ

∗

=

+ + + +
∑∫

2 2 2 2

0
1

( , , ,0) ( , , ) ( , , ) ( )
i i iy y y

iQ

g x y t q x y t f x y t f y
l

 

 1
22 2

0( , , ) ( ) ( , , ,0)
iy

t

Q

f x y t f y e dxdydt g x y t

τ

−α∗  + + + 
 ∫  

 ∗ + + τ ∈  

22 2
0( , , ) ( ) ( , , ) ,   0,f x y t f y q x y t dxdydt T[ ] , (16) 

де стала 2M  не залежить від N . 

Нехай NP  – оператор проектування 2 ( )L G  на , 1( ) ( )k m N
k mx y =ϕ ψ{ } . 

Оператори NP  рівномірно обмежені у просторах 2 2( ), ( )L G L GL{ } , 
∗ ∗+ +2 2
2 2( ) ( ), ( ) ( )L G V G L G V GL{ } . З рівняння (8) випливає, що 

 , , ,

1 , 1

( ) ( ( , , ) )
ji i

n
N N N

t N i N ij xy x
i i j

u P y u P a x y t u∗ ∗ ∗

= =

   = − λ − −   
   ∑ ∑

l
 

 , ,( ( , , ) ) ( ( , , , ))N N
N NP c x y t u P g x y t u∗ ∗− − +  

 0( ( , , ) ( ) ( , , ))NP f x y t f y q x y t∗+ + . 
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Тому 

 2 2
2

,
3( ) ((0, ); ( ))T

N
t L Q L T V G

u M∗
∗

+
≤ , (17) 

де стала 3M  не залежить від N . 
З оцінок (12), (13), (16), (17) випливає існування такої підпослідовності 

послідовності ,
1

N
Nu∗ ∞

={ }  (за якою збережемо те саме позначення), що при 

N → ∞   

 ,Nu u∗ ∗→  ∗ -слабко в 2((0, ); ( ))L T L G∞ , 

 ,Nu u∗ ∗→  слабко в 2 1,2(0, ; ( ))L T W G , 

 ,N
t tu u∗ ∗→  слабко в 2 2

2( ) ((0, ); ( ))TL Q L T V G∗+ . (18) 

Для ,Nu∗  виконуються вкладення 

 , 2 2
2((0, ); ( ) ( ))N

tu L T V G L G∗ ∗∈ + , 

 , 2 2
1 2( ) ((0, ); ( ) ( ))N

Tu V Q L T V G L G∗ ∈ ⊂ ∩ . 

Оскільки 2 2 2
2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )V G L G L G V G L G∗⊂ ⊂ +∩  і вкладення 2( )V G ∩  

⊂∩ 2 2( ) ( )L G L G  компактне, то, згідно з теоремою про компактність [6, c. 70], 

послідовність ,Nu u∗ ∗→  при N → ∞  в 2( )TL Q  і майже всюди в TQ . Тому, 

згідно з умовою (H) і збіжностями (18), ,( , , , ) ( , , , )Ng x y t u g x y t u∗ ∗→  в 2( )TL Q . 

Домножимо (8) на довільну функцію 10
, ( 0, )

N
k mz C T∈ [ ] , підсумуємо за k , 

m  від 1  до 0N  та проінтегруємо по t  від 0  до T . Оскільки простір 5 ( )V G  

компактно вкладений в простір 2( )V G , виконуються збіжності (18), то пе-

рейшовши в (8) до границі при N → ∞  і врахувавши щільність множини 
∞

=
∪

0
0 1

N
N

M , 
=

 = = ϕ ψ 
 

∑
0

0

0 ,
, 1

: ( , , ) ( ) ( ) ( )
N

N k m
N k m

k m

w w x y t z t x yM  у просторі 1( )TV Q , 

отримаємо рівність 

 
1 , 10

, ( ) ( , , ) ( , , )
i i i

T

T n

t i y ij x x
i i jQ

u v dt y u v a x y t u v c x y t u v∗ ∗ ∗ ∗

= =

+ λ + + +
∑ ∑∫ ∫
l

 

 ( , , , ) ( , , ) 0g x y t u v f x y t v dxdydt∗ + − =
, 

правильну для всіх функцій 1( )Tv V Q∈ . 

Із вкладень 2 2
2((0, ); ( )) ( )t Tu L T V G L Q∗ ∗∈ + , 2 2

2((0, ); ( )) ( )Tu L T V G L Q∗ ∈ ∩  

та теореми 1.17 [2] випливає, що 2( 0, ; ( ))u C T L G∗ ∈ [ ] . Крім того, цілком ана-

логічно, як у [6, с. 27], доводимо, що 0( , ,0) ( , )u x y u x y∗ = . Тому u∗  є розв’яз-

ком змішаної задачі (1)–(3). 
Теорему доведено.   
Теорема 2. Нехай виконуються умови (A), (C), (H), (L), (F), (U), (S). 

Тоді задача (1)–(3) не може мати більше одного узагальненого розв’язку. 
Д о в е д е н н я проводиться за схемою доведення теореми 2 із [5].  

3. Існування та єдиність розв’язку задачі (1)–(4). 

Означення 2. Пару функцій 0( ( , , ), ( ))u x y t f y  назвемо узагальненим роз-

в’язком задачі (1)–(4), якщо 2
3 ( ) ( 0, ; ( ))Tu V Q C T L G∈ ∩ [ ] , ∗∈ +2

2(0, ; ( ))tu L T V G  

+ 2 ( )TL Q , 
1

1,2
0 0( ),  0f W D f Γ∈ = , причому ці функції для всіх ∈ 1( )Tv V Q  
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задовольняють інтегральну рівність 

 
1 , 10

, ( ) ( , , ) ( , , )
i i j

T

T n

t i y ij x x
i i jQ

u v dt y u v a x y t u v c x y t uv
= =

+ λ + + +
∑ ∑∫ ∫
l

 

 + = + ∫ 0( , , , ) ( ( , , ) ( ) ( , , ))

TQ

g x y t u v dxdydt f x y t f y q x y t vdxdydt  

  (19) 
і, крім того, функція ( , , )u x y t  задовольняє умови (2) і (4). 

Лема 2. Нехай виконуються умови теореми 1 та умови (K), (E). Для 

того щоб пара функцій 0( ( , , ), ( ))u x y t f y , де 2
3 ( ) ( 0, ; ( ))Tu V Q C T L G∈ ∩ [ ] , 

2 2
2(0, ; ( )) ( )t Tu L T V G L Q∗∈ + , 

1

1,2
0 0( ),  0f W D f Γ∈ =  була узагальненим роз-

в’язком задачі (1)–(4) необхідно та достатньо, щоб для всіх 1( )Tv V Q∈  ця 
пара задовольняла рівність (19), а також початкову умову (2) і рівність 

 0
10 0

( ) ( , ) ( , , ) ( ) ( ) ( , ) ( , , )
i

T T

i y
i

f y K x t f x y t dxdt y E y K x t q x y t dxdt
=Ω Ω

= λ − −∑∫ ∫ ∫ ∫
l

 

 
, 10

( , , ) ( , ) ( , )
j i

T n

ij x x t
i j

a x y t K x t K x t
=Ω

 − + −  ∑∫ ∫ ( )  

 − − ∈  
( , ) ( , , ) ( , ) ( , , , ) ,  K x t c x y t u K x t g x y t u dxdt y D . (20) 

Д о в е д е н н я.  Нехай 0( ( , , ), ( ))u x y t f y∗ ∗  є узагальненим розв’язком 

задачі (1)–(4). Помножимо (1) на ( , )K x t  та проінтегруємо по 0,TΩ × [ ] . Вра-
хувавши умови (K) і (4), отримаємо 

 
, 10

( , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )
j i

T n

t x ij x
i j

K x t u K x t a x y t u K x t c x y t u∗ ∗ ∗

=Ω

− − + +
∑∫ ∫ ( )  

 
1

( , ) ( , , , ) ( ) ( )
ii y

i

K x t g x y t u dxdt y E y∗

=

+ + λ =
∑
l

 

 0
0

( , )( ( , , ) ( ) ( , , )) ,    
T

K x t f x y t f y q x y t dxdt y D∗

Ω

= + ∈∫ ∫ . (21) 

З (21) випливає, що пара функцій 0( ( , , ), ( ))u x y t f y∗ ∗  задовольняє (20). 

Крім того, u∗  є узагальненим розв’язком прямої задачі (1)–(3) з функцією 

0 ( )f y∗  замість 0 ( )f y  у правій частині рівняння (1). Тому виконується умова 

(2), а також рівність (19) для всіх 1( )Tv V Q∈  при 0 0( ) ( )f y f y∗= . 

Нехай тепер ∗
Γ

=
1

0 0f , ∗ ∈ ∩ 2
3 ( ) ( 0, ; ( ))Tu V Q C T L G[ ] , ∗ ∗∈ +2

2(0, ; ( ))tu L T V G  

+ 2 ( )TL Q  і для них виконуються умова (2) та рівності (19), (20) для всіх 

1( )Tv V Q∈ . Тоді u∗  є узагальненим розв’язком задачі (1)–(3) з правою час-

тиною 0( , , ) ( ) ( , , )f x y t f y q x y t∗ +  у рівнянні (1). За умов леми цей розв’язок 

існує і є єдиним. 

Покладемо ( ) ( , ) ( , , ) ,  
Gt

E y K x t u x y t dx dt y D∗ ∗= ∈∫ . Очевидно, що E∗ ∈  

1,2 ( )W D∈ . Так само, як при доведенні необхідності, знайдемо, що 
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 0
10

( ) ( , ) ( , , ) ( ) ( )
T

i yi
i

f y K x t f x y t dx dt y E y∗ ∗

=Ω

= λ −∑∫ ∫
l

 

 
0

( , ) ( , , )
T

K x t q x y t dxdt
Ω

− −∫ ∫  

 
, 10

( , , ) ( , ) ( , )
j i

T n

ij x x t
i j

a x y t K x t K x t
=Ω

− + − ∑∫ ∫ ( )  

 ∗ ∗ − − ∈  
( , ) ( , , ) ( , ) ( , , , ) ,   K x t c x y t u K x t g x y t u dxdt y D . (22) 

З іншого боку, 0 ( )f y∗  та ( , , )u x y t∗  задовольняють рівність 

 ∗

=Ω Ω

= λ − −∑∫ ∫ ∫ ∫0
10 0

( ) ( , ) ( , , ) ( ) ( ) ( , ) ( , , )
i

T T

i y
i

f y K x t f x y t dx dt y E y K x t q x y t dx dt
l

 

 
, 10

( , , ) ( , ) ( , )
T n

ij x x tj i
i j

a x y t K x t K x t
=Ω

− + − ∑∫ ∫ ( )  

 ∗ ∗ − − ∈  
( , ) ( , , ) ( , ) ( , , , ) ,   K x t c x y t u K x t g x y t u dxdt y D . (23) 

Із (22) та (23) випливає, що 

 
1 1

( ) ( ) ( ) ( ),        
i ii y i y

i i

y E y y E y y D∗

= =
λ = λ ∈∑ ∑

l l
. (24) 

З рівності (24) та умови (3), отримуємо, що 3 ( ) ( )E y E y∗ = , а отже, для 

( , , )u x y t∗  виконується умова (4).  

Лему доведено.  
Введемо позначення 

 
0

( ) : ( , ) ( , , )
T

K y K x t f x y t dxdt
Ω

= ∫ ∫ , 

 
1 0

( ) : ( ) ( ) ( , ) ( , , )
i

T

i y
i

A y y E y K x t q x y t dxdt
= Ω

= λ −∑ ∫ ∫
l

, 

 
, 1

( , , ) : ( , ) ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , )
j i

n

t ij x x
i j

B x y t K x t K x t c x y t a x y t K x t
=

= − + − ∑ ( ) , 

 2
1

0

( ( , , ))sup
T

D
f f x y t dxdt

Ω

= ∫ ∫ , 

 4
1 2 1 0

0

4

3 2 3 2
M

a
c c g

=
− λ + − + + +

θ
l

, 

якщо  1 2 1 0
03 2 3 2 0

a
c c g− λ + − + + + >

θ
l , 

 
2 1

0 0
1( 3 2 3 2 ) 12

4 4 c c g a TM T e− − λ + − + + + θ += l / , 

якщо  1 2 1 0
03 2 3 2 0

a
c c g− λ + − + + + ≤

θ
l . 

Тоді на підставі (20) за умови ( ) 0K y ≠  отримаємо рівність 

 
Ω

 = + + ∈  ∫ ∫0
0

1( ) ( ) ( ( , , ) ( , ) ( , , , )) ,  
( )

T

f y A y B x y t u K x t g x y t u dxdt y D
K y

. (25) 
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Припустимо, що для > 0T  виконуються умови 

 + <
 − λ + − + θ 

∫ 0 21
2

21 0 0
0

4
( ( , , ) ( , ) ) 1

2
2 2 inf ( ) TQ

D

f
B x y t K x t g dxdydt

a
c g K yl

, 

якщо 1 0 0
0

2
2 2 0

a
c g− λ + − + >

θ
l , 

 

1 0 0
0

2
( 2 2 1) 1

0 21
2

( ( , , ) ( , ) ) 1
( )inf

T

a
c g T

Q
D

Tf e
B x y t K x t g dxdydt

K y

λ − + − + +
θ

+ <∫
l

, 

якщо 1 0 0
0

2
2 2 0

a
c g− λ + − + ≤

θ
l . (26) 

Теорема 3. Нехай виконуються умови (A), (C), (L), (U), (H), (E), (K), (F), 

(S) та нехай ∞∈, , ( )
k i kijy ijx y Ta a c L Q , ∈ 2, ( )

k ky y Tf q L Q , = …, 1, ,i j n , =k  

= …1, , l , 1 0
TSq =  і, крім того, ( ) 0K y ≠  для всіх y D∈  та 

 
10

( ) ( , ) ( , , ,0) 0

T

T

S

A y K x t g x y t dxdt
Ω

 + =  ∫ ∫ , 

а число T  задовольняє умови (26) та умову 

 2 1 24 1
2

0

8
( ( , , )) ( ( , ) ) 1sup

( )inf

T

D
D

M Tf
B x y t K x t g dxdt

K y Ω

+ <∫ ∫ [ ] . 

Тоді існує узагальнений розв’язок задачі (1)–(4). 

Д о в е д е н н я.  Побудуємо наближення 0( ( , , ), ( ))m mu x y t f y , розв’язку 

задачі (1)–(4), де функції 0 ( ),  mf y m N∈ , визначаються так, що вони задо-

вольняють систему рівностей 

 1
0 ( ) : 0f y = , 

 1
0

0

1( ) ( ) ( , , )
( )

T
m mf y A y B x y t u dxdt

K y
−

Ω

= + + ∫ ∫  

 1

0

( , ) ( , , , ) ,     ,    2
T

mK x t g x y t u dxdt y D m−

Ω

+ ∈ ≥∫ ∫ , (27) 

а функції ( , , )mu x y t  задовольняють рівності 

 
1 , 10

, ( ) ( , , ) ( , , )
i i j

T

T n
m m m m
t i y ij x x

i i jQ

u v dt y u v a x y t u v c x y t u v
= =

+ λ + + +
∑ ∑∫ ∫
l

 

 ( , , , )mg x y t u v dxdydt+ =
 

 0( , , ) ( ) ( , , ) ,      1

T

m

Q

f x y t f y q x y t vdxdydt m= + ≥∫ ( ) , (28) 

та умову 

 0( , ,0) ( , ),       ( , )mu x y u x y x y G= ∈ , (29) 

причому рівність (28) виконується для всіх 1( )Tv V Q∈ . 
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На підставі теорем 1 і 2 для кожного m ∈ N  існує єдина функція mu ∈  
2

3 ( ) ( 0, ; ( ))TV Q C T L G∈ ∩ [ ]  така, що 2 2
2(0, ; ( )) ( )m

t Tu L T V G L Q∗∈ + , і справджу-

ються рівності (28), (29), причому 
1

1,2
0 0( ),  0mf W D f Γ∈ = . 

Покажемо, що послідовність 0 1( ( , , ), ( ))m m
mu x y t f y ∞

={ }  збігається до уза-

гальненого розв’язку задачі (1)–(4). Позначимо 

 1: ( , , ) ( , , ) ( , , )m m m mz z x y t u x y t u x y t−= = − , 

 1
0 0( ) ( ) ( ),        2m m mr y f y f y m−= − ≥ . 

Використавши рівності (28), знаходимо, що для всіх функцій v ∈  

1( )TV Q∈  справджуються рівності 

 
1 , 10

, ( ) ( , , ) ( , , )
i i j

T

T n
m m m m
t i y ij x x

i i jQ

z v dt y z v a x y t z v c x y t z v
= =

+ λ + + +
∑ ∑∫ ∫
l

 

 1( ( , , , ) ( , , , )m mg x y t u g x y t u v dxdydt− + − =
 

 ( ) ( , , ) ,      2

T

m

Q

r y f x y t vdxdydt m= ≥∫ . (30) 

Врахувавши лему 1, із (30) отримуємо 

 
2 2

=1

1 ( )
2 2 i

m m m m
i y

iG Q

z e dx dy z y z z

τ τ

−ατ α+ + λ +
∑∫ ∫
l

 

 
2

, 1

( , , ) ( , , )
i j

n
m m m

ij x x
i j

a x y t z z c x y t z
=

+ + +∑  

 1( ( , , , ) ( , , , ))m m m tg x y t u g x y t u z e dx dydt− −α+ − =
 

 

τ

−α= τ ∈ ≥∫ ( ) ( , , ) ,   (0, ,   2m m t

Q

r y f x y t z e dxdydt T m] , (31) 

для довільного 0α ≥ . Використавши нерівність 2 21
2 2

ab a bδ≤ +
δ

, 0δ > , 

,a b ∈ R , отримаємо 

 
2

12 ( ) ( , , ) ( )m m t m

Q D

r y f x y t z e dxdydt f r y dy

τ

−α ≤ δ +∫ ∫  

 
21 ,     (0, ,    2m t

Q

z e dxdydt T m

τ

−α+ τ ∈ ≥
δ ∫ ] . 

На підставі умов (A), (C), (H), (L) з (31) випливають оцінки 

 
2

2 2

1

( ) cos ( , )m m t
i i

iG S

z e dxdy y z y e dxdydt

τ τ

−ατ −α

=
+ λ ν +∑∫ ∫

l
 

 
21 0

0
12 2 m

Q

c g z

τ

 + α − λ + − − +  δ ∫ l  

 
2

0
1

2
i

n
m t
x

i

a z e dx dydt−α

=

+ ≤
∑  

 
2

1 ( ) ,   (0, ,   0,   0,    2m

D

f r y dy T m≤ δ τ ∈ δ > α > ≥∫ ] . (32) 
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Для функцій 1,2
0 ( )v W∈ Ω  виконується нерівність Фрідріхса 

 
22

1

( ) ( )
i

n

x
i

v x dx v x dx
=Ω Ω

≤ θ ∑∫ ∫ , (33) 

де стала θ  залежить від Ω . 
Із (32) та нерівності (33) випливає оцінка 

 

τ τ

−ατ −α + α − λ + − − + ≤ δ θ ∫ ∫
2 21 0 0
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Позначимо 
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Розглянемо такі випадки: 

1°) − λ + − + > δ = α =
θ

− λ + − +
θ

1 0 0
0

1 0 0
0
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2 2

a
c g

a
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l
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Тоді з (34) випливають оцінки 
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2°) − λ + − + ≤ δ = α = λ − + + − +
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Тоді з (34) маємо оцінку 

 

τ τ

+ ≤ τ ∈ ≥∫ ∫ ∫
2 2 2

5 ( ) ,  (0, ,  2m m m

Q G D

z dxdydt z dxdy M r y dy T m] . (36) 

Оцінимо значення ( )mr y  для ≥ 3m . На підставі (27) отримуємо, що 

 1 1

0 0

1( ) ( , , ) ( , )( ( , , , )
( )

T T
m m mr y B x y t z dxdt K x t g x y t u

K y
− −

Ω Ω

= + − ∫ ∫ ∫ ∫  

 2 ,( , , , ))     ,    3mg x y t u dxdt y D m− − ∈ ≥
. (37) 

Піднесемо обидві частини рівності (37) до квадрата і, використавши нерів-
ність Гельдера, проінтегруємо по y . Одержимо 

 
2 21

7( )

T

m m

D Q

r y dy M z dxdydt−≤∫ ∫ , (38) 

де 
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= +∫ . 

Із оцінок (33) і (38) випливає, що 
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де 8 7 5:M M M= , 2m ≥ . Звідси отримуємо 
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Згідно з (26), 8 1M < . Використавши (39), отримаємо, що для всіх k , 

≥ ∈3,  m m N , справджується нерівність 
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Звідси випливає, що для довільного 0ε >  існує таке 0m  що для всіх k , 

m ∈ N , 0m m> , виконуються нерівності 2
0 0( ) ( ); ( )m k mf y f y L D+ − ≤ ε . Отже, 

послідовність 0 1
m

mf ∞
={ }  є фундаментальною в 2 ( )L D . 

Тоді з (36) та (39) випливає, що 1
m

mu ∞
={ }  є фундаментальною в 

2 2( ) ( 0, ; ( ))TL Q C T L G∩ [ ]  і послідовність 0 1
m

mf ∞
={ }  є фундаментальною в 

2 ( )L D , а тому при m → ∞  

 mu u→   сильно в 2 2;( ) ( 0, ( ))TL Q C T L G∩ [ ] , 

 0 0
m mf f→   сильно в 2 ( )L D . (40) 

Крім того, з (32) випливає, що 
i i

m
x xu u→  слабко в 2 ( ),  1, ,TL Q i n= … . З 

(16) випливають оцінки 
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 , 2 2
3 10; ( ) (0, ; ( ))m N

t Tu L Q L T V G M∗+ ≤ , (41) 

де сталі 9 10,M M  не залежать від N . Проінтегруємо (41) по τ  від 0  до T  і 

перейдемо до границі при → ∞N . Оскільки 
→∞

≤
2 22 2; ( ) ; ( )lim

N
T T

N
v L Q v L Q  

[2, c. 20], то отримаємо 
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де сталі 11M , 12M  не залежать від m . 

З (27) випливає, що для всіх 1, ,i = … l  маємо 
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Піднесемо (43) до квадрата, проінтегруємо по D  та оцінимо, застосу-
вавши нерівність Гельдера: 
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Врахувавши (44), із (42) отримуємо оцінку 
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Зі збіжностей (40) випливає обмеженість правої частини нерівності (45). 
Тому отримаємо 
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де сталі 16 17,M M  не залежать від m . Із (46) випливає, що з послідовності 

1
m

mu ∞
={ }  можна вибрати підпослідовність (збережемо для неї те саме по-

значення), таку що 
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Тоді й права частина (44) є обмеженою сталою, яка не залежать від m , 
а, отже, 

 0 0i iy y
mf f→  слабко в 2 ( ),      1, ,L D i = … l . (48) 

Врахувавши (40), (46) (48) і лему 2, з (27) та (28) отримаємо, що 

0( ( , , ), ( ))u x y t f y  – узагальнений розв’язок задачі (1)–(4) в області TQ . 

Теорему доведено.   

Теорема 4. Нехай виконуються умови теореми 3. Тоді задача (1)–(4) 
не може мати більше одного узагальненого розв’язку. 

Д о в е д е н н я.  Припустимо, що (1) (1)
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задовольняє умову ( , ,0) 0u x y ≡%  і рівність 
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Згідно із лемою 1, для пари функцій 0( ( , , ), ( ))u x y t f y%%  та 0, 0α > δ >  ви-

конується рівність 
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Звідси так само, як з (31), отримаємо оцінку 
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Аналогічно, як з (34), з нерівності (51) випливає оцінка 
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Використавши (50), так само, як при доведенні існування розв’язку, 
отримаємо 

 
2 2

0 5( )

TD Q

f y dy M u dxdydt≤∫ ∫% % . 

Врахувавши оцінку (52) для Tτ = , знайдемо  
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0 ( )f y . Тоді з (52) випливає, що 2 0
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u dxdy ≤∫ % , а тому (1) (2)u u=  в TQ .  

Теорему доведено.   

Зауваження. Умова (26) виконується, зокрема, для достатньо малих T  
або для достатньо малих областей Ω . 
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УЛЬТРАПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С НЕИЗВЕСТНОЙ 
ФУНКЦИЕЙ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ПЕРЕМЕННОЙ В ПРАВОЙ ЧАСТИ 
 
Рассмотрена обратная задача определения зависящего от пространственной пе-
ременной множителя правой части слабо нелинейного ультрапараболического 
уравнения. Получены условия, при которых обобщенное решение задачи сущест-
вует, является единственным и принадлежит пространствам Соболева. 
 
INVERSE PROBLEM FOR ULTRAPARABOLIC EQUATION WITH UNKNOWN FUNCTION OF A 
SPATIAL VARIABLE IN THE RIGHT-HAND SIDE OF EQUATION 
 
The inverse problem of determination of the multiplier, that depends on a spatial va-
riable of the right-hand side for a semilinear ultraparabolic equation is considered. The 
conditions of existence, uniqueness of generalized solution of the problem in Sobolev 
spaces are obtained. 
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