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УДК 517.95 
 
О. М. Боценюк 
 
ПРО ОЦІНКИ СПАДАННЯ РОЗВ’ЯЗКІВ  
ПОЧАТКОВО-КРАЙОВОЇ ЗАДАЧІ ДЛЯ СИСТЕМИ НАПІВЛІНІЙНИХ 
РІВНЯНЬ МАГНІТОПРУЖНОСТІ В ЗОВНІШНІХ ОБЛАСТЯХ 
 

Досліджено поведінку при t → ∞  сильних розв’язків початково-крайової за-
дачі для системи напівлінійних рівнянь магнітопружності в зовнішніх об-
ластях. Для векторів магнітної індукції та переміщення отримано оцінки 

спадання в L∞  і в просторах Соболєва дробового порядку відповідно. 
 
 Асимптотична поведінка розв’язків при t → ∞  еволюційних рівнянь у 
необмежених областях розглядалась у багатьох роботах (див., наприклад, 
[2, 6, 8–10, 12, 13]). Зв’язані системи рівнянь, що виникають в гідродинаміці, 
досліджувалися в [12, 13]. У запропонованій роботі вивчається поведінка 
розв’язків змішаної задачі для системи напівлінійних рівнянь магнітопруж-
ності. Методи дослідження цієї системи істотно відрізняються від методів, 
використовуваних в [12, 13], з огляду на наявність рівнянь другого порядку 
за змінною t . 
 Формулювання задачі та основний результат. Нехай Ω  – зовнішня 

область в 3R  з гладкою межею Γ  і 3 \ GΩ = R , де G  – обмежена зіркова 
область. Позначимо (0, )Q = Ω × ∞ , (0, )Σ = Γ × ∞ . Для системи напівлінійних 
рівнянь магнітопружності розглянемо таку початково-крайову задачу: 
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1 rot 0,     div 0,     ( , )b ub b b x t Q
t t

∂ ∂ − ∆ − × = = ∈ ∂ σµ ∂ 
, (1) 
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2
0

1( ) grad div (rot ) 0,   ( , )u u u b b x t Q
t

∂ρ − µ∆ − λ + µ − × = ∈
µ∂

, (2) 

 ( ) 0 0 1, 0 ( ),    ( ,0) ( ),    ( ,0) ( ),    b x b x u x u x u x u x x′= = = ∈ Ω , (3) 

 0,     rot 0,     0n b n b u⋅ = × = =  на Σ . (4) 

Тут 3:b Q → R , 3:u Q → R  – вектор-функції магнітної індукції та перемі-
щення, n  – одиничний вектор нормалі до межі Γ = ∂Ω . Розв’язність задачі 
(1)–(4) досліджена в [2–4]. 
 Позначення. Для функціональних просторів будемо використовувати 
однакові позначення як для скалярних, так і для векторних функцій. Нехай 

Ω  – задана область. Норму в просторах Соболєва , ( )k pW Ω  позначаємо че-

рез ,. k p  і також будемо використовувати позначення ( )mH Ω  для 

,2 ( )mW Ω , m ∈ N . У просторах ( )pL Ω , 1 p≤ ≤ ∞ , норму позначаємо через 

. p . Для необмеженої області Ω  означимо однорідні простори Соболєва 

0 ( )kH Ω& , ( )kH Ω&  як поповнення множин 0 ( )C∞ Ω  і 0 ( )kC Ω  відповідно за нормою 

2 2

k

k

u D uα

α =

∇ = ∑ , де 0 ( )kC Ω  – простір звужень на Ω  функцій із 3
0 ( )kC R  

і :k f D f kα∇ = α ={ } . Через , ( )s pH Ω& , s ∈ R , 1 p< < ∞ , позначаємо зву-

ження простору , ( )s p nH& R  на Ω . Простір , ( )s p nH& R  [1, с. 187] розглядаємо як 
класи розподілів f  за модулем многочленів. Означимо простір W  як попов-

нення множини 1
0: ( ), div 0, 0 C n= ϕ ϕ ∈ Ω ϕ = ⋅ ϕ =W {  на Γ}  за нормою 
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2rot ϕ . Через ( ; )bC X+R  позначимо простір обмежених і неперервних 

функцій :g X+ →R , де 0, )+ = ∞¡ [ , X  – банахів простір. Надалі літерою c  

будемо позначати різні додатні сталі, а через u′  – похідну за часом u
t

∂
∂

. 

 Теорема 1. Припустимо, що ( )2 6 5
0 ( )b H W L∈ Ω Ω∩ ∩ / , 0rot 0n b× =  

на Γ , 1 2 2,
0 0 ( ) ( ) ( )pu H H W∈ Ω Ω Ω∩ ∩ , 1 1,

1 0 ( ) ( )pu H W∈ Ω Ω∩ , де 4 3p = / . Тоді 

існує таке 0η > , що за умови 

 0 0 1 1,22,2 1,2
b u u+ ∇ + < η  (5) 

існує єдиний розв’язок ,b u{ }  задачі (1)–(4), який задовольняє включення 

 2 1 2 2( ; ) ; ( ) ,      ; ( )bb L W C H b L L+ + +∈ Ω ∆ ∈ Ω∩ ( ) ( )R R R , (6) 

 2 2( ; ) ; ( )bb L W C L+ +
′ ∈ Ω∩ ( )R R , (7) 

 1 1 2
0 0; ( ) ,    ; ( ) ,    ; ( )b b bu C H u C H u C L+ + +

′ ′′∈ Ω ∈ Ω ∈ Ω&( ) ( ) ( )R R R , (8) 

і для цього розв’язку виконуються оцінки 

 ( ) 5 4(1 )b t c t −
∞ ≤ + / , (9) 

 , 1,( ) ( )
( ) ( ) (1 )H H

u t u t c tα α−
−γ

Ω Ω
′+ ≤ +& &l l , (10) 

де (1 ) (2 )α = − ε − ε/ , 4(2 ) (3 2 )= − ε − ε/l , (1 ) (4 2 )γ = − ε − ε/  і ε  – довільне 

число з інтервалу (0, 2 3)/ . 

 Допоміжні твердження. Із теореми 1 у [2] випливає така 
 Лема 1. Нехай початкові дані 0b , 0u , 1u  задачі (1)–(4) задовольняють 

умови 2
0 ( )b H W∈ Ω ∩ , 0rot 0n b× =  на Γ , 1 2

0 0 ( ) ( )u H H∈ Ω Ω& &∩ , 1
1 0 ( )u H∈ Ω . 

Тоді існує таке 0η > , що за умови 0 0 1 1,22,2 1,2
b u u+ ∇ + < η  існує єди-

ний розв’язок ,b u{ }  задачі (1)–(4), який задовольняє включення (6)–(8). 
 Уведемо функціональний простір 

 3
0, 0( ) ( ) : div 0C f C f∞ ∞

σ Ω = ∈ Ω ={ [ ]  в Ω} . 

Означимо простір ( )pLσ Ω  як замикання 0, ( )C∞
σ Ω  в ( )pL Ω . Якщо ∂Ω  є класу 

2,1C , то соленоїдний простір ( )pLσ Ω  характеризується як [6, с. 160] 

 ( ) ( ) : div 0p pL f L fσ Ω = ∈ Ω ={  в ,   0n fΩ ⋅ =  на ∂Ω} . 

Означимо лінійний оператор ,q Ω=MM  таким чином: 

 2, 3( ) ( ) ( ) : rot 0q qL b W n bσ= Ω ∈ Ω × =∩D M { [ ]  на ∂Ω} , 

 rot rotb b=M  для ( )b ∈ D M . 

У [12, 13] доведено, що при 1 q< < ∞  оператор − M  є генератором аналі-

тичної напівгрупи 0( )t
te−
≥

M  на ( )qLσ Ω  і для цієї напівгрупи справджуються 
q rL L−  оцінки, що містяться у наступному твердженні. 

 Лема 2. 1°). Нехай 1 q r≤ ≤ ≤ ∞  і q ≠ ∞ , 1r ≠ . Тоді існує стала c =  

, 0q rc= >  така, що для ( )qf Lσ∈ Ω  виконується нерівність 

 
3 1 1
2 ,      0t q r

qr
e f ct f t

 − − −  ≤ >M . (11) 
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 2°). Нехай 1 3q r≤ ≤ ≤ , 1r ≠ . Тоді існує стала , 0q rc c= >  така, що 

 
3 1 1 1
2 2 ,     0    ( )t qq r

qr
e f ct f t f L

 − − − −  
σ∇ ≤ > ∀ ∈ ΩM . (12) 

 У [12, 13] також показано, що ( )q
qb Lσ∈ ΩM  для ( )qb ∈ D M , область ви-

значення ( )qD M  щільна в ( )qLσ Ω  і qM  – замкнутий оператор при 1 q< < ∞ . 

Крім того, якщо q
∗M  – оператор, спряжений до qM , то q q

∗
′= M M , де q′ =  

( 1)q q= −/ , 1 q< < ∞ . 

 Позначимо 2 2
0 (rot; ) : ( ), rot ( ), 0H f f L f L n fΩ = ∈ Ω ∈ Ω × ={  на Γ}  [5, 

с. 316], ( ) tT t e−≡ M , ( , ) ( ) ( )u v u x v x dx
Ω

= ⋅∫  для 3:u Ω → R , 3:v Ω → R . 

 Лема 3. Нехай 3
2

p≤ < ∞ , 1 3
2 2p

= +æ . Тоді існує стала 0pc c= >  та-

ка, що 

 ( ) rot ,      0pT t f ct f t−
∞ ≤ >æ , (13) 

для всіх 0 (rot; ) pf H L∈ Ω ∩ . 

 Д о в е д е н н я.  Нехай 0, ( )C∞
σψ ∈ Ω  і числа q , r  такі, що 1 q r< ≤ ≤  

3≤ . Тоді маємо  

 ( ( ) rot , ) ( , rot ( ) ) rot ( )r rT t f f T t f T t′ψ = ψ ≤ ψ , (14) 

де ( 1)r r r′ = −/ . Використавши оцінку (12), із (14) отримаємо 

 ( ( ) rot , ) r qT t f ct f−γ
′ψ ≤ ψ , (15) 

де 3 1 1 1
2 2q r

 γ = − + 
 

. Оскільки ( ) ( )q qL L
′∗

σ σΩ = Ω  [8, теорема 1.6], то з (15) ви-

пливає оцінка 

 ( ) rot q rT t f ct f−γ
′ ′≤ . (16) 

Використовуючи (11), (16), маємо 

 3 2( ) rot rot rot
2 2 2

q

q

t t tT t f T T f ct T f
′−

∞
′∞

     = ≤ ≤     
     

/  

 3 2 1 2r
rct f

′− −
′≤ / / . (17) 

Поклавши у (17) r p′ = , одержуємо оцінку (13).  
 Розглянемо задачу 

 0u Au′′ρ + =  в 1; ( )L H∞ −
+ Ω( )R , (18) 

 1 2
0 1 0 0 1(0) ,    (0) ,    ( ),    ( )u u u u u H u L′= = ∈ Ω ∈ Ω& , (19) 

де ( ) grad divAu u u= − µ∆ − λ + µ . Нехай ( )u t  – розв’язок задачі (18), (19). 

Означимо енергію ( , )( )E u D t  в області D ⊂ Ω  таким чином: 

 
3

22 2

1

( , )( ) ( ) div ( ) grad ( ) ( )j
jD

E u D t u t u t u t dx
=

 ′= λ + µ + µ + ρ 
 

∑∫ . 

Нехай :R x x RΩ = ∈ Ω <{ } , 0R > . Для локальної енергії справджується 

таке твердження [14, теорема 4.1]. 



38 

 Лема 4. Припустимо, що область G  є зірковою. Тоді для кожного 
0R >  існують сталі ( , )Rα = α Ω  і ( , )c c R= Ω  такі, що якщо 0supp Ru ⊂ Ω , 

1supp Ru ⊂ Ω , то для розв’язку u  задачі (18), (19) справджується оцінка 

 ( , )( ) ( , )(0)t
RE u t ce E u−αΩ ≤ Ω . (20) 

 Через , ( )s p nH& R , 1 p< < ∞ , s ∈ R , s n p′> − / , 1 1 1p p′+ =/ / , позначимо 

поповнення простору 0 ( )nC∞ R  за нормою ,
1

( )
( )s p p n

s
H L

v F F v−= ξ& ( )
R

. Пе-

ретворення Фур’є функції v  будемо позначати через ( )F v , а обернене пе-

ретворення – через 1 ( )F v− . Розглянемо задачу (18), (19) в nR . 
 Лема 5. Нехай 2 q< < ∞ , 1 1 1q p+ =/ / , 1s n p> − / , ( 1) 2nσ = − −/  

( 1)n q− + / , 2n ≥ . Тоді для розв’язку ( )u t  задачі Коші (18), (19) виконуєть-
ся оцінка 

 , ,1,1, 0 1( ) ( )s q s ps ps qH HHH
u t u t c t u u +σ+ σ+−

−β′+ ≤ +& &&& ( ) , (21) 

де ( 1)(1 2 1 )n qβ = − −/ /  і стала c  не залежить від u . 
 Д о в е д е н н я.  З огляду на розклад Гельмгольца (див. [6, теоре-
ма ІІІ.1.2]) достатньо довести оцінку (21) для хвильового рівняння. Із [9, 
твердження 2.3] випливає оцінка 

 ,
1 exp

( )( ) pH
q

it
F F c t σ

−β− ξ ψ ξ ≤ ψ ξ 
&

( )
. (22) 

Використовуючи зображення 0 1

sin
( ) cos

t
Fu t t Fu Fu

ξ
= ξ +

ξ
( )

( )  і (22), отри-

муємо оцінку (21) для розв’язків хвильового рівняння, а отже, і для роз-
в’язків задачі (18), (19).   
 Наслідок 1. Нехай виконуються умови леми 5 і число q  таке, що 

02 q q< ≤ , 0 2( 1) ( 1)q n n= + −/ . Тоді для розв’язку ( )u t  задачі Коші (18), (19) 

справджується оцінка 

 , ,1,1, 0 1( ) ( )s q s ps ps qH HHH
u t u t ct u u+−

−β′+ ≤ + %%& &&& ( ) , (23) 

де 2 ( 1) 2p nq n q= + +% /[ ] , ( 1)(1 2 1 )n qβ = − −/ / . 

 Д о в е д е н н я.  Використавши вкладення , ,s p s pH H +σ⊂%& & , 1,s pH + ⊂%&  
1,s pH +σ+⊂ & , із (21) отримаємо (23).   

 Нехай s ∈ R  і 1 p< < ∞ . Означимо простір , ( ) : ( )s p n nH f f S′= ∈{ }R R , 

,
21 2

( ) 1s p n
s

H p
f F Ff−= + ξ < ∞/{ {( ) } }R . Простори , ( )s pH Ω , , ( )s pH Ω&  означи-

мо як звуження просторів , ( )s p nH R , , ( )s p nH& R  на Ω  відповідно. Ці простори 
наділяються нормами 

 ( ) ( )inf : ( ),n
n

X Xf g g X g fΩ Ω= ∈ ={ }R R , 

де літера X  позначає ,s pH  або ,s pH& . 
 Аналогічно, як у [10], за допомогою методу зрізання гладкими функція-
ми, використовуючи оцінки (20), (21), (23), доводимо наступну лему. 
 Лема 6. Нехай 3n =  і число q  таке, що 02 q q< ≤ , 0 2( 1) ( 1)q n n= + −/ . 

Тоді для розв’язку ( )u t  задачі (18), (19) в Ω  справджується оцінка 

 1 ,2 ,1,
1

0 1( ) ( )( )( )
( ) ( ) (1 )q ppq

d
L HHH

u t u t c t u u +µ+µ−
−β−

Ω ΩΩΩ
′+ ≤ + + &&& ( ) , 

  (24) 
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де 1 1
2

n n
r

− +µ = − , 1 1 1
p r

+ = , 0r r≤ < ∞ , 0
2

2
nr

n
=

−
, 1 1( 1)

2
n

q
 β = − − 
 

, 

( 1)(1 2 1 )d n r= − −/ / . 

 Наслідок 2. Нехай виконуються припущення леми 6. Тоді для розв’яз-
ку ( )u t  задачі (18), (19) справджується оцінка 

 , 1,2,1, 0 1( ) ( )( )( )
( ) ( ) (1 )H HHH

u t u t c t u uα ηηα−
−γ

Ω ΩΩΩ
′+ ≤ + +& & ( )l l , (25) 

де 
1

µ
α =

+ µ
, 1 1 1

1 2q
µ = + + µ  l

, 1 1
2

n n
r

− +µ = − , 0r r≤ < ∞ , 0
2

2
nr

n
=

−
, 

1 1 2 1( 1)nη = + +/ / , ( 1) (1 )dγ = β + − + µ/ . Тут числа β  і d  такі ж самі, як 

у лемі 6, а q , r  – довільні числа з півінтервалів 0(2,q ]  і 0 , )r ∞[  відповідно. 

 Д о в е д е н н я.  Із енергетичної рівності для задачі (18), (19) випли-
ває 
 1,2 21,22 0 1( ) ( )( )( )

( ) ( )H LHL
u t u t c u uΩ ΩΩΩ

′+ ≤ +& ( ) . (26) 

Застосовуючи комплексний метод інтерполяції [1, теорема 6.4.5], із (24) і 
(26) отримуємо (25).  

 Лема 7. Нехай 3Ω ⊂ R . Тоді для всіх вектор-функцій 3:w Ω → R  та-

ких, що 2 ( )w H∈ Ω , div 0w =  в Ω , 0n w⋅ =  і rot 0n w× =  на Γ , справд-
жуються оцінки 

 1,6 2 2rot rot rotw c w w≤ +( ) , (27) 

 2 2 2rot rot rot rotw c w w∇ ≤ +( ) . (28) 

 Д о в е д е н н я.  Покладемо rotu w= . Тоді для всіх 1( )Hψ ∈ Ω , n ×  

0× ψ =  на Γ  виконується тотожність 

 ( , ) (rot , rot ) (div ,div ) ( div )u u u u n n dS
Γ

∇ ∇ψ = ψ + ψ + ⋅ ψ ⋅ ∇ − ψ∫ . (29) 

Покладемо у (29) uψ = . Тоді за допомогою теореми про сліди отримаємо 

нерівність 1,2 2 2rotu c u u≤ +( ) , звідки випливає (28) і з огляду на 

вкладення 1,2 6( ) ( )W LΩ ⊂ Ω  маємо 

 6 2 2rot rot rot rotw c w w≤ +( ) . (30) 

Із [11, теорема 3.2, формула (3.5)] випливає нерівність 

 6 2 6 2rot rotw w c w w∇ + ∇ ≤ +( ) . (31) 

Підставивши оцінку (30) в (31), з огляду на вкладення 1,2 6( ) ( )H LΩ ⊂ Ω&  

отримаємо (27).  

 Лема 8. Нехай 3Ω ⊂ R . Тоді для всіх вектор-функцій 3:w Ω → R  

таких, що 1( )w H∈ Ω , div 0w =  в Ω , 0n w⋅ =  на Γ  справджується 
оцінка 
 6 2rotw c w≤ . (32) 

 Д о в е д е н н я.  Із [11, теорема 3.2, формула (3.4)] випливає нерів-

ність 2 2rotw c w∇ ≤ . Звідси на підставі вкладення 1,2 6( ) ( )H LΩ ⊂ Ω&  отри-

муємо оцінку (32).  

 Оцінка розв’язків. 
 Д о в е д е н н я  теореми 1. Помноживши рівняння (1) скалярно в 

2 ( )L Ω  на ( )b t , отримаємо 
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 2 2
2 2 6 23

( ) rot ( ) ( ) ( ) rot ( )d b t c b t c u t b t b t
dt

′+ ≤ . (33) 

Звідси, використавши (32) для ( )b t , вкладення 1 3( ) ( )H LΩ ⊂ Ω  для ( )u t′ , а 
також вибравши початкові дані задачі (1)–(4) достатньо малими, дістанемо 

 2 2
2 2( ) rot ( ) 0d b t c b t

dt
+ ≤ . (34) 

Помножимо нерівність (34) на t  і проінтегруємо на 0, t[ ] . Тоді отримаємо 

 2 2 2
2 2 2

0 0

( ) rot ( ) ( )
t t

t b t c b d b d+ τ τ τ ≤ τ τ∫ ∫ . (35) 

 Покажемо, що 2 2; ( )b L L+∈ Ω( )R . Позначимо f u b′= × . Означимо про-

стір ( )rXσ Ω , 1 r< < ∞ , як поповнення множини W  за нормою rot rϕ . 

Нехай для 2 ( ) ( )rf L L∈ Ω Ω∩  функція ( )rw Xσ∈ Ω  є розв’язком задачі 

(rot , rot ) ( , rot )w fϕ = ϕ  ( )rX
′

σ∀ϕ∈ Ω , а функція ( )g t  є розв’язком задачі 

( ) ( )g t b t=M , rot rot≡M , 2( ) ( )g t Xσ∈ Ω , 2 6 5( ) ( ) ( )b t L Lσ∈ Ω Ω∩ / . Зазначимо, 

що з використанням (11) при 6 5r q= = /  неважко вивести з (1) оцінку 
3 4

06 5 6 5
( ) (1 )b t c b c t≤ + + /

/ / . Тоді з огляду на (32) маємо 2rot ( )g t ≤  

6 5( )c b t≤ / . Помноживши скалярно в 2 ( )L Ω  обидві частини рівняння (1) на 

( )g t , отримаємо 

 2 2
2 2

1 rot ( ) ( ) (rot , ) ( , )
2

d g t c b t f g w b
dt

+ = = . (36) 

Із [11] маємо 6 5 6 5 6 5rotw c w c f∇ ≤ ≤/ / / , звідки з огляду на вкладення 

1, 2( ) ( )rH LΩ ⊂ Ω& , 6 5r = / , отримуємо оцінку 

 2 23
( ) ( ) ( )w t c u t b t′≤ . (37) 

Оцінимо праву частину в (36) за допомогою (37) і проінтегруємо на 0, t[ ] . 

Виберемо початкові дані задачі (1)–(4) такими, щоб 
3

sup ( ) :u t t +
′ ∈ <{ }R  

< ε , де ε  є достатньо малим. Тоді маємо, що 2 2; ( )b L L+∈ Ω( )R , і тому з (35) 

випливає, що 2 2rot ( ) ; ( )t b t L L+∈ Ω( )R . Помножимо скалярно в 2 ( )L Ω  

обидві частини рівняння (1) на bM . Тоді, використавши нерівність 

Гельдера, оцінку (27) при w b= , вкладення 1,6 ( ) ( )W L∞Ω ⊂ Ω , дістанемо 

 2 2
2 2rot ( ) ( )d b t c b t

dt
+ ≤M  

 2 2 21,2
( ) ( ) rot ( ) ( )c u t b t b t b t′≤ +M M( ) . (38) 

Помножимо нерівність (38) на t  і проінтегруємо на 0, t[ ] . Тоді, вибравши по-

чаткові дані достатньо малими, отримаємо 2 2( ) ; ( )t b t L L+∈ ΩR( )M . Отже, з 
огляду на оцінку (28) маємо 

 2 2 2 1,2; ( ) ,     rot ( ) ; ( )b L L t b t L W+ +∈ Ω ∈ Ω( ) ( )R R . (39) 

Оскільки 2; ( )b L L∞
+

′ ∈ Ω( )R , 2rot ; ( )b L L∞
+∈ Ω( )R , то з (1) аналогічно виво-

димо, що 2; ( )b L L∞
+∈ ΩM ( )R . 
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 Встановимо оцінки для розв’язку ( )u t  рівняння (2). За допомогою прин-
ципу Дюамеля і оцінки (25) з (2) отримуємо  

 , 1,2,1, 0 1( ) ( )( )( )
( ) ( ) (1 )H HHH

u t u t c t u uα ηηα−
−γ

Ω ΩΩΩ
′+ ≤ + + +& & ( )l l  

 1,
0

(1 ) rot ,     4 3
t

c t s b b ds−γ
η+ + − × η =∫ / . (40) 

 Лема 9. Нехай 2,( )b Ω∈ D M . Тоді при 4 3η = /  справджується оцінка  

 2 2
1, 2 2 2 2 2rot rot rotb b c b b c b b bη× ≤ + + +M M( ) ( ) . (41) 

 Д о в е д е н н я.  Використавши нерівність Гельдера, оцінки (27), 
(28), (32), отримаємо (41).   
 Для інтеграла в правій частині (40), використовуючи (41), (39), (6), має-
мо співвідношення 

 1,
0

( ) (1 ) rot
t

I t c t s b b ds−γ
η≡ + − × ≤∫  

 
2

2 2 2
2 2 2

0

(1 ) rot
t

c t s b b b ds−γ≤ + − + + +∫ M
/

( )  

 2 2
2

(1 ) rot 1
2

t

t

tc t s b b ds c
−γ

−γ  + + − + ≤ + + 
 ∫ M

/

( )  

 
1 2

2 1

2

(1 ) (1 )
t

t

c t s s ds− γ − + + − + × 
 ∫

/

/

 

 
1 2

2 2
2 2

2

(1 ) rot (1 )
t

t

s b b ds c t −γ × + + ≤ + 
 ∫ M

/

/

[ ] . (42) 

У наслідку 2 позначимо 4r = ε/  і покладемо 0 4q q= = . Тоді з (40) і (42) ви-

пливає оцінка (10). 
 Встановимо оцінку для розв’язку ( )b t  рівняння (1). За допомогою фор-
мули Дюамеля і нерівностей (11), (13) отримуємо 

 0 1 26 5
( ) ( ) ( )b t ct b J t J t−δ

∞ ≤ + +/ , (43) 

де 

 
2

1 22
0 2

( ) ( ) ,      ( ) ( )
t t

p
t

J t c t s u b ds J t c t s u b ds−δ −′ ′≡ − × ≡ − ×∫ ∫
/

/

æ , 

5 4δ = / , а æ  і p  такі, як в умові леми 3. Для 1( )J t  неважко довести оцінку 

 1 2
( ) sup ( ) : 0, sup (1 ) ( ) : 0,J t ct u t s t s b s s t−δ δ

∞
′≤ ∈ + ∈[ ] [ ]{ } { } . (44) 

Для інтеграла 2( )J t  в (43) маємо 

 2 ( ) sup ( ) : 0, sup ( ) : 0,
p

J t ct s u s s t s b s s t−ω ν δ
∞

′≤ ∈ ∈[ ] [ ]{ } { } , (45) 

де 1ω = + ν + δ −æ  (число 0ν >  уточнимо нижче). Для ( )u t′  використаємо 
інтерполяційну нерівність (див. [7, наслідок 2]) 

 1 1,
0

1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )pL H H

u t c u t u t α−
θ −θ

Ω Ω Ω
′ ′ ′≤ & & l , (46) 
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де 6p≤ <l , 0 1< θ < , 3 1 3 3(1 ) 1 0
2p p

   θ − + − θ α − − + =   
   l

, числа α , l  такі 

ж, як у формулюванні теореми 1, лише ε  вибираємо з інтервалу (0, 1 4)/ . Із 
(46), (10) отримуємо оцінку 

 1
0

(1 )
( )

( ) sup ( ) :
p H

u t ct u s s
θ− −θ γ

+Ω
′ ′≤ ∈&{ }R . (47) 

Покладемо (1 )ν = − θ γ . Умова ω ≥ δ  рівносильна умові ( 3) 2p pν ≥ − / . Щоб 

задовольнити цю умову, виберемо число 3p >  достатньо близьким до 

числа 3. Тоді при 1t ≥ , вибравши початкові дані (3) достатньо малими, із 
(43)–(45) виводимо оцінку (9). Оцінка (9) при 1t ≤  випливає із того, що 

2; ( )b L L∞
+∈ ΩM ( )R , 2rot ; ( )b L L∞

+∈ Ω( )R , оцінки (27) і вкладення 
1,6 ( ) ( )W L∞Ω ⊂ Ω .  
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ОБ ОЦЕНКАХ УБЫВАНИЯ РЕШЕНИЙ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ 
ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМЫ ПОЛУЛИНЕЙНЫХ 
УРАВНЕНИЙ МАГНИТОУПРУГОСТИ ВО ВНЕШНИХ ОБЛАСТЯХ 
 
Исследовано поведение при t → ∞  сильных решений начально-краевой задачи для 
системы полулинейных уравнений магнитоупругости во внешних областях. Для 

векторов магнитной индукции и перемещения получены оценки убывания в L∞  и 
пространствах Соболева дробного порядка соответственно. 
 
ON DECAY ESTIMATES OF THE SOLUTIONS OF INITIAL-BOUNDARY 
VALUE PROBLEM FOR THE SYSTEM OF SEMILINEAR 
EQUATIONS OF MAGNETOELASTICITY IN EXTERIOR DOMAINS 
 
The behavior of the strong solutions to the initial-boundary value problem for the 
system of semilinear equations of magnetoelasticity in exterior domains is investigated 
at t → ∞ . For vectors of magnetic induction and displacement, decay estimates are 

obtained in L∞  and in fractional-order Sobolev spaces, respectively. 
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