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ПРО ІНВАРІАНТНІ РОЗВ’ЯЗКИ ДЕЯКИХ П’ЯТИВИМІРНИХ 
РІВНЯНЬ Д’АЛАМБЕРА 
 

З використанням інваріантів неспряжених підгруп групи Пуанкаре (1, 4)P  

(спряження розглядається стосовно групи (1, 4)P ) побудовано анзаци, які ре-
дукують деякі лінійні і нелінійні п’ятивимірні рівняння Д’Аламбера до зви-
чайних диференціальних рівнянь. На основі розв’язків редукованих рівнянь 
побудовано інваріантні розв’язки досліджуваних п’ятивимірних рівнянь 
Д’Аламбера. 

 
Вступ. При розв’язуванні багатьох задач диференціальної геометрії, 

теорії нелінійних хвиль, теоретичної і математичної фізики у просторах 
різних вимірностей часто використовують лінійні та нелінійні рівняння 
Клейна – Гордона, рівняння sine-Gordon, рівняння sinh-Gordon, рівняння 
Ліувілля тощо. 

Лінійні та нелінійні рівняння Клейна – Гордона в просторах різних 
вимірностей використовують при побудові та вивченні моделей теорії поля. 

Багато різних застосувань рівняння Клейна – Гордона в п’ятивимірній 
теорії поля можна знайти в монографії [7]. У п’ятивимірному просторі Мін-
ковського (1, 4)M  лінійні рівняння Клейна – Гордона виникають в теорії по-
ля з фундаментальною довжиною [5]. 

У роботі [22] побудовано і проаналізовано трансляційно інваріантні та 
сферично симетричні аналітичні розв’язки нелінійних багатовимірних рів-
нянь Клейна – Гордона з поліноміальними нелінійностями. 

Деякі інші моделі теорії поля, пов’язані з нелінійними багатовимірними 
рівняннями Клейна – Гордона, описано у роботах [20, 21]. 

Рівняння sine-Gordon у просторах різних вимірностей широко викорис-
товуються у фізиці і математиці. Двовимірне рівняння sine-Gordon вико-
ристовується, зокрема, при описі: поширення дислокацій у кристалах, руху 
стінок Блоха в магнітних кристалах, поверхонь з постійною від’ємною кри-
виною, в унітарній теорії елементарних частинок, моделі Тіррінга у кла-
сичній і квантовій теорії поля тощо (див. [1, 4, 11, 25, 29, 34] і цитовану там 
літературу). 

У просторах вищих вимірностей рівняння sine-Gordon також має за-
стосування в фізиці і ретельно вивчалося [10, 12, 26, 35]. 

Для двовимірних рівнянь sine-Gordon добре відомі солітонні розв’яз-
ки [6]. 

Багатопараметричні сім’ї точних розв’язків рівняння sine-Gordon у 
просторах різних вимірностей побудовано у роботах [14, 17–20]. 

Рівняння sinh-Gordon у просторах різних вимірностей широко вико-
ристовують у фізиці і математиці. Це рівняння виникає, зокрема, при 
розгляді деяких задач теорії поля [27]. 

Аналіз і фізична інтерпретація розв’язків двовимірних рівнянь sinh-
Gordon наведено в [32]. 

У роботах [16, 18] побудовано багатопараметричні сім’ї точних розв’яз-
ків для рівняння sinh-Gordon у просторах різних вимірностей. 

У роботі [33] автори будують і досліджують сингулярні розв’язки сут-
тєво нелінійних рівнянь Ліувілля і sinh-Gordon. Автори також пропонують 
фізичну інтерпретацію сингулярних розв’язків. 

Рівняння Ліувілля виникає у задачах диференціальної геометрії, теорії 
нелінійних хвиль, а також у квантовій теорії поля [3]. 

У двовимірному випадку загальний розв’язок рівняння Ліувілля побу-
дував у 1853 р. сам Ліувілль. 
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У [17, 18] проведено симетрійну редукцію та побудовано деякі точні 
розв’язки для тривимірного рівняння Ліувілля. 

Симетрійна редукція рівняння Ліувілля в просторі Мінковського 1,nR  

проведена у [2]. У цій же роботі також побудовано деякі точні розв’язки 
цього рівняння. 

Сингулярні розв’язки рівняння Ліувілля побудовано і досліджено у ро-
ботах [13, 23, 33]. 

У цій статті розглядаємо такі п’ятивимірнi диференціальні рівняння із 
частинними похідними: 

 5 ,       u u= λ λ ∈W R , (1) 

 5 sinu u=W , (2) 

 5
uu e=W , (3) 

 5 sinhu u=W , (4) 

де 
2 2 2 2 2

5 2 2 2 2 2
0 1 2 3 4x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂≡ − − − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

W  – оператор Д’Аламбера у п’ятивимір-

ному просторі Мінковського (1, 4)M . 
Для дослідження цих рівнянь використаємо регулярний метод побудо-

ви (часткових) точних розв’язків диференціальних рівнянь, відкритий ба-
гато років тому Софусом Лі (див., наприклад, [30, 31]). 

Рівняння (1)–(4) є інваріантними відносно узагальненої групи Пуанкаре 
(1, 4)P . Група (1, 4)P  – це група поворотів і зсувів простору (1, 4)M . Неспря-

жені підалгебри алгебри Лі групи (1, 4)P  (спряження розглядалося стосовно 
групи (1, 4)P ) описано в [8, 9, 15]. 

У цій роботі з використанням підгрупової структури групи (1, 4)P  та 
інваріантів її неспряжених підгруп проведено симетрійну редукцію рівнянь 
(1)–(4) і побудовано деякі класи їх інваріантних розв’язків. Ці розв’язки 
наведено у наступних параграфах без обчислюваних деталей. 

1. Деякі інваріантні розв’язки лінійного п’ятивимірного рівняння 
Д’Аламбера. Розглянемо рівняння 

 5 ,       u u= λ λ ∈W R . 

Нижче наводимо деякі інваріантні розв’язки цього рівняння. 

(а). Випадок 0λ ≠ . 

 1. 1 2( ) exp expu x c c
k k
λ λ   = ω + − ω   

   
, 

де ω  – одновимірні інваріанти неспряжених підгруп групи (1, 4)P , 

k  – стала. 
Можливі ω  і k  мають такий вигляд: 

 0 2 3,     1,     ,     1,     ,     1x k x k x kω = = ω = = − ω = = − , 

 4 2 0 4,     1,     ln ( ),     1x k x a x x kω = = − ω = − + = − , 

 2
3 0 4 2 0 4ln ( ),    1,    2 ( ) ,    4x a x x k x x x kω = − + = − ω = − + = − , 

 2 2
0 4 0 3 0( ) 2 ,       4x x x kω = + + α = − α , 

 2 2
0 4 1 3( ) 2 2 ,       4( 1)x x x x kω = µ + − + = − µ +( ) , 

 2 2 2
2 3 0 42( ) ( ) ,      4( )x x x x kω = δ − γ − δ + = − δ + γ . 
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 2. 1 0 2 0( )u x c J c Y= − λε ω + − λε ω( ) ( ) , 

де J  і Y  – функції Бесселя першого роду і другого роду відповідно. 
Можливі інваріанти ω  і параметри ε  мають вигляд: 

 2 2 1 2 2 2 1 2
0 4 1 2,     1,       ,     1x x x xω = − ε = ω = + ε = −( ) ( )/ / , 

 2 2 1 2
3 4 ,     1x xω = + ε = −( ) / . 

 3. 1 2( ) sinh cosh
c c

u x = λε ω + λε ω
ω ω

( ) ( ) , 

де ω  і ε  мають такий вигляд: 

 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2
0 3 4 1 2 3,    1,      ,    1x x x x x xω = − − ε = ω = + + ε = −( ) ( )/ / . 

 4. 1 2
1 1( )

c c
u x J Y= − λε ω + − λε ω

ω ω
( ) ( ) , 

де ω  і ε  мають такий вигляд: 

 2 2 2 2 1 2
0 1 2 4 ,      1x x x xω = − − − ε =( ) / , 

 2 2 2 2 1 2
0 1 2 3 ,      1x x x xω = − − − ε =( ) / , 

 2 2 2 2 1 2
1 2 3 4 ,      1x x x xω = + + + ε = −( ) / . 

 5. ( ) 1 2
3 3

exp exp
c c

u x = λ ω λ − λω + − λ ω λω + λ
ω ω

( )( ) ( )( ) , 

де 

 2 2 2 2 2 1 2
0 1 2 3 4x x x x xω = − − − −( ) / . 

 6. 1 2 1 2 2 1( ) ( ) sin ( ) cosu x f f= ω λ ω + ω λ ω( ) ( ) , 

де 
 1 2 2 0 4 1 3 2 0 4,    ,        ,    x x x x x xω = ω = + ω = ω = + . 

 7. 1 2 1 2
1 1 2 12 2

1 1

( ) ( ) sin ( ) cos
1 1

u x f f
λ ω ω λ ω ω   = ω + ω   

   ω + ω +
, 

де 

 3
1 0 4 2 2

0 4

,       
x

x x x
x x

ω = + ω = +
+

, 

 1
1 0 4 2 3

0 4

,       
x

x x x
x x

ω = + ω = +
+

. 

 8. 1 2 0 1 2 2 0 1( ) ( ) ( )u x f J f Y= ω λ ω + ω λ ω( ) ( ) , 

де 1f  і 2f  – довільні гладкі функції; J , Y  – функції Бесселя першого 

та другого роду відповідно; 1ω  і 2ω  – двовимірні інваріанти неспря-

жених підгруп групи (1, 4)P , які є такими: 

 2 2 1 2
1 1 2 2 0 4,      x x x xω = + ω = +( ) / . 

 9. 1 1 2 1
2 2

2 2

( ) ( )
( ) sinh cosh

f f
u x

ω ω
= − λ ω + − λ ω

ω ω
( ) ( ) , 

де 

 2 2 2 1 2
1 0 4 2 1 2 3,       x x x x xω = + ω = + +( ) / . 
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(б). Випадок 0λ = . 

1. 1 2( )u x c c= ω + , 

де 1c  і 2c  – довільні сталі, ω  – одновимірні інваріанти неспряжених 

підгруп групи (1, 4)P , подані такими формулами: 

 0 2 3 4 2 0 4 3 0 4,    ,    ,    ,    ln ( ),    ln ( )x x x x x a x x x a x x− + − + , 

 2 2 2
2 0 4 0 4 0 3 0 4 1 32 ( ) ,    ( ) 2 ,    ( ) 2 2x x x x x x x x x x− + + + α µ + − +( ) , 

 2
2 3 0 42( ) ( )x x x xδ − γ − δ + . 

2. 1 2( ) ln ( )u x c c= ω + , 

де ω  – один з одновимірних інваріантів неспряжених підгруп групи 
(1, 4)P , поданих такими формулами: 

 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2
0 4 1 2 3 4,     ,     x x x x x x− + +( ) ( ) ( )/ / / . 

3. 1
2( )

c
u x c= +

ω
, 

де ω  – один із інваріантів: 

 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2
0 3 4 1 2 3,     x x x x x x− − + +( ) ( )/ / . 

4. 1
22

( )
c

u x c= +
ω

, 

де ω  – один із таких інваріантів: 

 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2
0 1 2 4 0 1 2 3 1 2 3 4,   ,   x x x x x x x x x x x x− − − − − − + + +( ) ( ) ( )/ / / . 

5. 1
23

( )
c

u x c= +
ω

, 

де 

 2 2 2 2 2 1 2
0 1 2 3 4x x x x xω = − − − −( ) / . 

6. 1 1 2 2 2( ) ( ) ( )u x f f= ω ω + ω , 

де 1f  і 2f  – довільні гладкі функції; 1ω  і 2ω  – двовимірні інваріанти 

неспряжених підгруп групи (1, 4)P , перераховані у наступних фор-
мулах: 

 1 2 2 0 4 1 3 2 0 4,    ,        ,    x x x x x xω = ω = + ω = ω = + , 

 3
1 2 2 0 4

0 4

,      
x

x x x
x x

ω = + ω = +
+

, 

 1
1 3 2 0 4

0 4

,      
x

x x x
x x

ω = + ω = +
+

. 

 7. 1 1 2 2 2( ) ln ( ) ( ) ( )u x f f= ω ω + ω , 
де 

 2 2 1 2
1 1 2 2 0 4,      x x x xω = + ω = +( ) / . 

 8. 1 1 2 1
2

1( ) ( ) ( )u x f f= ω + ω
ω

, 

де 

 2 2 2 1 2
1 0 4 2 1 2 3,      x x x x xω = + ω = + +( ) / . 
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2. Деякі інваріантні розв’язки п’ятивимірного рівняння sine-Gordon. 
Розглянемо рівняння 

 5 sinu u=W  

і наведемо деякі його інваріантні розв’язки. 

 1. 0 1( ) 4 arc tan ( ) (1 )
2

u x eε ω= α − − ε π . 

 2. 1( ) 2 arc cos dn ( , ) (1 ) ,     0 1
2

u x m m= ω + α + + ε π < <[ ] . 

3. 1( ) 2 arc cos cn , (1 ) ,   0 1,   const
2

u x m m
m

ω + α  = + + ε π < < α =    
, 

де dn ( , )mω + α  і cn ,m
m

ω + α  
 

 – еліптичні функції Якобі, 0 1ε = ± , 

1ε = ± , α ∈ R ; ω  і ε  мають такий вигляд: 

 0 2 3,   1,      ,   1,      ,   1x x xω = ε = ω = ε = − ω = ε = − , 

 4 2 2 0 4,    1,       ln ( ),    1x x a x xω = ε = − ω = − + ε = − , 

 3 0 4ln ( ),    1x a x xω = − + ε = − . 

 4. ( ) 4 arc tan tanh
2

u x ω =  
 

, 

де ω  має одну з наступних форм: 

 2 3 4 2 2 0 4 3 0 4,    ,    ,    ln ( ),    ln ( )x x x x a x x x a x x− + − + . 

Такого вигляду розв’язки для рівняння sine-Gordon у просторах різних 
вимірів отримано у [14, 17, 20]. Зокрема, розв’язки 1–3 з 0xω = , 1ε =  

можна знайти в [18, 20]. 

3. Деякі інваріантні розв’язки п’ятивимірного рівняння Ліувілля. 
Розглянемо рівняння 

 5
uu e=W . 

Нижче подаємо деякі інваріантні розв’язки для цього рівняння. 

1. 21 1
2( ) ln tan ( ) 1

2 4
c c

u x c
k

   = ω + +      
, 

де 
 0 2 3,   1,       ,   1,       ,   1x k x k x kω = = ω = = − ω = = − , 

 4 2 2 0 4,    1,       ln ( ),    1x k x a x x kω = = − ω = − + = − , 

 2
3 3 0 4 2 0 4ln ( ),   1,     2 ( ) ,   4x a x x k x x x kω = − + = − ω = − + = − , 

 2 2
0 4 0 3 0 0( ) 2 ,     4 ,     0x x a x kω = + + = − α α < , 

 2 2
0 4 1 3( ) 2 2 ,     4( 1),     0x x x x kω = µ + − + = − µ + µ >( ) , 

 2 2 2
2 3 0 42( ) ( ) ,     4( ),     0x x x x kω = δ − γ − δ + = − δ + γ γ > . 

2. 21
1 22

( 4) 1( ) ln tan 4 (ln ) 1
22

c
u x c c

ε −   = − ω − +   ε  ω 
, 

де 

 2 2 1 2 2 2 1 2
0 4 1 2,    1,        ,    1x x x xω = − ε = ω = + ε = −( ) ( )/ / , 

 2 2 1 2
3 4 ,      1x xω = + ε = −( ) / . 
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3. 2 2 2 1
2

1 21 2

( )1( ) ln tanh 1
2 ( )2 ( )

f
u x

ff

ω + ω   = − −   ω  ω 
, 

де 
 1 2 2 0 4 1 3 2 0 4,    ,        ,    x x x x x xω = ω = + ω = ω = + . 

4. 2 1 1 2 1 21 1
2 2
1 1

( ) ( )( )
( ) ln tanh 1

2 2 1

f ff
u x

ω ω + ωω   = − −     ω ω +

( )
, 

де 

 3
1 0 4 2 2

0 4

,      
x

x x x
x x

ω = + ω = +
+

, 

 1
1 0 4 2 3

0 4

,       
x

x x x
x x

ω = + ω = +
+

. 

5. 21 2
1 2 2 2 12

1

4 ( ) 1( ) ln tan ( ) 4 ( ) ln ( ) 1
22

f
u x f f

− ω   = ω − ω − ω +     ω 
( ) , 

де 

 2 2 1 2
1 1 2 2 0 4,       x x x xω = + ω = +( ) / . 

4. Деякі інваріантні розв’язки п’ятивимірного рівняння sinh-Gordon. 
Наступне рівняння, яке розглядаємо, має вигляд 

 5 sinhu u=W . 

Нижче перераховані деякі його інваріантні розв’язки. 

1. ( ) 2arc tanh (sin )u x = ω . 

2. 22 2( ) 2arc tanh (sn ( , )),    ,    ,    2
2 2

c cu x z k z k c
c

+ −= = ω = >
+

, 

де sn ( , )z k  – еліптична функція Якобі. 

3. ( ) 4arc tanh ( ),       2u x e cω= = , 

де 0xω = . 

4. 2 2( ) arc cosh cn ( , ) sn ( , )
2
cu x z k z k = + 

 
, 

 22 2,      ,      2
2 2

c cz k c
c

+ −= ω = >
+

, 

де ω  – одна із наступних функцій: 

 2 3 4 2 0 4 3 0 4,    ,     ,     ln ( ),     ln ( )x x x x a x x x a x x− + − + . 

У роботах [16, 18] побудовано багатопараметричні сім’ї точних розв’яз-
ків рівняння sinh-Gordon у просторах різних вимірностей. Зокрема, роз-
в’язки 1–3 з 0xω =  можна знайти у [18]. 

Отже, показано, що деякі результати, отримані в [16, 18] з вико-
ристанням узагальненого підходу Лі, у випадку рівняння sinh-Gordon у 
(1 4+ )-вимірному просторі Мінковського (1, 4)M  можуть бути отримані в 
рамках класичного методу Лі. 

Заключні зауваження. Таким чином, наведено набір інваріантних роз-
в’язків рівнянь (1)–(4). Ці розв’язки отримано з використанням стандарт-
ного алгоритму Лі та інваріантів неспряжених підалгебр алгебри Лі групи 

(1, 4)P . Деякі з побудованих розв’язків можуть бути цікавими при побудові 
п’ятивимірних релятивістських моделей. З приводу точних розв’язків рів-
нянь Максвелла і рівнянь аксионної електродинаміки див. [24] і [28]. 
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ОБ ИНВАРИАНТНЫХ РЕШЕНИЯХ НЕКОТОРЫХ ПЯТИМЕРНЫХ 
УРАВНЕНИЙ Д’АЛАМБЕРА 
 

С использованием инвариантов несопряженных подгрупп группы Пуанкаре (1, 4)P  

(сопряжение рассматривается относительно группы (1, 4)P ) построены анзацы, 
которые редуцируют некоторые линейные и нелинейные пятимерные уравнения 
Д’Аламбера к обыкновенным дифференциальным уравнениям. С учетом решения 
редуцированных уравнений построены инвариантные решения исследуемых пя-
тимерных уравнений Д’Аламбера. 
 
ON INVARIANT SOLUTIONS OF SOME FIVE-DIMENSIONAL 
D’ALEMBERT EQUATIONS 
 
Using invariants of nonconjugate subgroups of the Poincaré group (1, 4)P  (conjugation 

is considered with respect to the group (1, 4)P ), ansatzes which reduce some linear and 
nonlinear five-dimensional d’Alembert equations to ordinary differential equations are 
constructed. Taking into account solutions of the reduced equations, invariant solutions 
of those five-dimensional d’Alembert equations are found. 
 
Ін-т прикл. проблем механіки і математики Одержано 
ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів 03.07.14 


