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УЗАГАЛЬНЕНИЙ ОПЕРАТОР ДАНКЛА – ОПДАМА ТА ЙОГО ВЛАСТИВОСТІ 
У ПРОСТОРАХ ФУНКЦІЙ, АНАЛІТИЧНИХ В ОБЛАСТЯХ 
 

Означено узагальнений оператор Данкла – Опдама та вивчено деякі його 
властивості в просторі ( )GH  функцій, аналітичних у довільній області G . 

Досліджується також можливість продовження на простір ( )GH  діагональ-
ного оператора, побудованого за тейлорівськими коефіцієнтами узагальненої 
гіпергеометричної функції. 

 
Нехай G  – довільна область комплексної площини і ( )GH  – простір 

усіх аналітичних в G  функцій, що наділений топологією компактної збіж-
ності, а ( ( ))GL H  – множина всіх лінійних неперервних операторів, що 

діють в ( )GH . Через ( )G′H  позначатимемо спряжений простір до ( )GH . У 
випадку, якщо область G  є симетричною відносно початку координат і α  – 
довільне комплексне число, то оператор Данкла αΛ  діє в просторі ( )GH  за 

правилом 

 
( ) ( )

( )( ) ( )
f z f z

f z f z
zα

− −′Λ = + α . 

Цей оператор був означений у [8, 9] і відіграє важливу роль у різних за-
дачах математики та фізики (див., наприклад, [11]). Оператор Данкла та 
деякі його модифікації у просторах аналітичних функцій вивчалися в пра-
цях [2–6, 12]. 

Нехай m  – фіксоване натуральне число, 2m ≥ , 2exp i
m
πω = , G  – до-

вільна m -симетрична область комплексної площини (тобто G Gω = ), яка 
містить початок координат. Для довільних комплексних чисел jα , j =  

0, , 1m= −… , через Λ  позначимо оператор, який лінійно та неперервно діє 
в просторі ( )GH  за правилом 
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−

=

ω −′Λ = + α∑  (1) 

при 0z =/  і 
1

0

( )(0) (0) 1
m

j
j

j

f f
−

=

 ′Λ = + α ω 
 ∑ . 

У випадку, коли j
jα = ω , 0, , 1j m= −… , оператор (1) вивчався у про-

сторі цілих функцій ( )H C  у [5]. У роботі [10] означено оператор Данкла –
 Опдама, який є узагальненням оператора Данкла і який в одновимірному 
випадку має вигляд 

 
1 1

1 0

1
m m

jt j
t

t j

dD k
dz z

− −
−

= =

= + ω τ∑ ∑ , 

де ( )( ) ( )f z f zτ = ω , а tk , 1, , 1t m= −… , – довільні комплексні числа. Опера-

тор D  можна записати у вигляді 
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=
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де 
1

1

m
jt

j t
t

c k
−

−

=

= ω∑ , 0, , 1j m= −… . Оскільки 
1

0

0
m

j
j

c
−

=

=∑ , то для довільної 
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функції ( )f G∈ H  при z G∈  маємо, що 

 
1

0

( ) (0)
( )( ) ( )

jm

j
j

f z f
Df z f z c

z

−

=

ω −′= + ∑ . 

Тому оператор Данкла – Опдама D  є частковим випадком операторів ви-

гляду (1). Навпаки, легко перевірити, що при виконанні умови 
1

0

0
m

j
j

−

=

α =∑  

оператор (1) є оператором Данкла – Опдама. Таким чином, оператор вигля-

ду (1) є оператором Данкла – Опдама тоді й тільки тоді, коли 
1

0

0
m

j
j

−

=

α =∑ . 

У цій статті вивчаються деякі властивості узагальненого оператора 
Данкла – Опдама (1) у просторі ( )GH . 

1. Дослідимо спочатку деякі властивості діагональних операторів, що 
побудовані за тейлорівськими коефіцієнтами узагальненої гіпергеометрич-
ної функції, у просторах функцій, аналітичних у довільних областях. Одер-
жані результати будуть істотно використовуватися при вивченні властивос-
тей узагальненого оператора Данкла – Опдама. У випадку 0 G∈  формулою 

( ) (0)
( )( )

f z f
f z

z
−∆ =  при 0z =/  i ( )(0) (0)f f ′∆ =  означується оператор Помм’є 

∆ , який лінійно та неперервно діє в ( )GH . Для комплексного числа a  і 

цілого невід’ємного числа n  через ( )na  позначимо символ Похгаммера: 

( ) ( 1) ( 1)na a a a n= + + −… , 1n ≥ , 0( ) 1a = . Нагадаємо, що область ком-

плексної площини називається зірковою відносно початку координат, якщо 
для довільної точки з цієї області відрізок, який з’єднує початок координат 
і цю точку, міститься в цій області. 

Теорема 1. Нехай G  – довільна зіркова відносно початку координат 
область комплексної площини і a ∈ C , причому a n= −/ , 0,1,n = … . Тоді 

діагональний оператор aP , який на степенях z  визначається формулами 

( )
!

n nn
a

a
P z z

n
= , продовжується до ізоморфізму з класу ( ( ))GL H . 

Д о в е д е н н я. Спочатку покажемо, що для довільного a ∈ C  опе-
ратор aP  продовжується до лінійного неперервного оператора, що діє в 

( )GH . Використовуючи формулу зв’язку між символом Похгаммера і ґам-

ма-функцією Ейлера 
( )

( )
( )n

z n
z

z
Γ +=

Γ
, \ : 0,1,z n n∈ − = …C { } , одержимо, 

що при 0 Re 1a< <  і 0,1,n = …  

 
( ) ( ) ( ) ( ,1 )

! (1) ( ) ( 1) ( ) (1 )
n n n nn n

n

a a n a B n a a
z z z z

n a n a a
Γ + + −= = = =

Γ Γ + Γ Γ −
 

 
1

1

0

1 (1 ) ( )
( ) (1 )

a a nt t zt dt
a a

− −= −
Γ Γ − ∫ . 

Тому при 0 Re 1a< <  продовження оператора aP  до оператора з класу 

( ( ))GL H  здійснюється формулою 

 
1

1

0

1( )( ) (1 ) ( )
( ) (1 )

a a
aP f z t t f zt dt

a a
− −= −

Γ Γ − ∫ . (2) 

Якщо ж Re 1a = , то аналогічне продовження здійснюється формулою 
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1

1 1

0

1( )( ) (1 ) ( )
( ) (2 )

a a
a z

dP f z U E t t f zt dt
a a dz

− −   = + −   Γ Γ −    ∫ , (3) 

де zU  – оператор множення на незалежну змінну, а E  – одиничний опе-

ратор. Таким чином, формулами (2) і (3) оператор aP  продовжується до 

оператора з класу ( ( ))GL H  для : 0 Re 1a a∈ < ≤C . Припустимо, що для 

деякого натурального k  оператор aP  при : 1 Rea k a k∈ − < ≤C  про-

довжується до лінійного неперервного оператора, який діє в ( )GH . Тоді 
формулою 

 1
1 ( 1)

1a z a
dP U a E P

a dz −
 = + − −  

 

оператор aP  продовжується до лінійного неперервного оператора з класу 

( ( ))GL H  при : Re 1a k a k∈ < ≤ +C . Звідси випливає, що оператор aP  для 

довільного a ∈ C , Re 0a > , продовжується до лінійного неперервного опе-

ратора, що діє в ( )GH . 

Припустимо, що оператор aP  продовжується до оператора з класу 

( ( ))GL H  для довільного a ∈ C , для якого Re a k> − , де k  – деяке фіксова-

не ціле невід’ємне число. Нехай тепер a ∈ C , причому Re 1a k> − − . За 

припущенням індукції оператор 1aP +  продовжується до оператора з класу 

( ( ))GL H . Нехай J  – оператор інтегрування, який діє в ( )GH  за правилом 

0

( )( ) ( )
z

f z f t dt= ∫J  і 0 ( )G′δ ∈ H , причому 0 ( ) (0)f fδ = . Оскільки для довільно-

го цілого невід’ємного n  виконується рівність 1 0( )n n
a aP z a P z+= ∆ + δJ , то 

формулою 

 1 0a aP a P += ∆ + δJ  (4) 

оператор aP  продовжується до оператора з класу ( ( ))GL H . Тому за прин-

ципом математичної індукції для довільного числа 
0

: Re
k

a a a k
∞

=
∈ ∈ > − =∪ { }C  

= C  оператор aP  продовжується до лінійного неперервного оператора, який 

діє в ( )GH . 

Нехай тепер \ : 0,1,a n n∈ − = …{ }C . Покажемо, що тоді оператор aP  є 

ізоморфізмом простору ( )GH . Розглянемо оператор aP% , який на степені z  

діє за правилом !
( )

n n
a

n

nP z z
a

=% , 0,1,n = … . Перевіримо спочатку, що опера-

тор aP%  при \ : 0,1,a n n∈ − = …{ }C  продовжується до лінійного неперерв-

ного оператора з класу ( ( ))GL H . При a ∈ C , Re 0a > , це продовження 
здійснюється формулою 

 
1

1

0

( )( ) (1 ) ( )a
a z

dP f z U aE t f tz dt
dz

− = + − 
  ∫% . 

Далі, аналогічно, як і для оператора aP , індукцією за k  для \ :a n∈ −{C  

: 0,1,n = …} , Re a k> − , неважко перевірити, що оператор aP%  продовжу-

ється до оператора з класу ( ( ))GL H . При цьому замість формули (4) по-
трібно використати співвідношення 
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 1
1

a z a
dP U aE P

a dz +
 = + 
 

% % . 

Таким чином, оператор aP%  при \ : 0,1,a n n∈ − = …{ }C  дійсно продовжу-

ється до оператора з класу ( ( ))GL H . Зрозуміло, що ( ) ( )n n n
a a a aP P z P P z z= =% %  

при 0,1,n = … . Оскільки система 0( )n
nz ∞

=  є повною в ( )GH , то звідси випли-

ває, що оператор aP  є ізоморфізмом простору ( )GH , причому 1
a aP P− = % . 

Теорему доведено.  

Лема 1. Нехай G  – довільна зіркова відносно початку координат 
область комплексної площини, l  – фіксоване натуральне число, 

1( )j ja a == l , 1( )j jb b == ∈ Cl l , причому ,j ja b k= −/ , 0,1,k = … , при 1, ,j = … l . 

Тоді діагональний оператор ,a bS , який на степенях z  визначається 

формулами 

 1 2
,

1 2

( ) ( ) ( )
,      0,1,

( ) ( ) ( )
n nn n n

a b
n n n

a a a
S z z n

b b b
= =

…
……

l

l
, 

продовжується до ізоморфізму з класу ( ( ))GL H . 

Д о в е д е н н я. Перевіримо правильність твердження леми при 

1=l . Маємо 1
, ,1 1 1 1a b a b a bS S P P−= = . Отже, при 1=l  твердження леми 1 є 

правильним, оскільки у цьому випадку оператор ,a bS  подається у вигляді 

добутку ізоморфізмів простору ( )GH . Далі правильність твердження леми 

доводиться індукцією за l .  

Нехай G  – зіркова відносно початку координат m -симетрична об-
ласть комплексної площини. Через ( )k GH , 0, , 1k m= −… , позначимо замк-

нуті підпростори простору ( )GH , які визначаються таким чином: 

 ( ) ( ) : ( ) ( ) , 0, , 1k
k G f G f z f z z G k m= ∈ ω = ω ∀ ∈ = −…H H{ } . 

Тоді простір ( )GH  є прямою сумою підпросторів ( )k GH , 0, , 1k m= −… : 

 0 1 1( ) ( ) ( ) ( )mG G G G−= ⊕ ⊕ ⊕…H H H H . 

Доведення цього твердження наведено в [7], де встановлено, що довільна 

функція ( )f G∈ H  єдиним чином зображається у вигляді 
1

0

( ) ( )
m

j
j

f z f z
−

=

= ∑ , де 

( )j jf G∈ H , 0, , 1j m= −… , при цьому 

 
1

0

1( ) ( )( ) ( )
m

j
j jf z P f z f z

m

−
−

=

= = ω ω∑ l l

l
. 

Оператори jP  є проекторами в просторі ( )GH , причому ( ) ( ( ))j jG P G=H H , 

0, , 1j m= −… . Таким чином, довільну функцію ( )f G∈ H  можна зобразити 
у вигляді 

 
1

0

( ) ( )( )
m

j
j

f z P f z
−

=

= ∑ . (5) 

Через mG  позначимо множину :mz z G∈{ } . Зрозуміло, що mG  є зір-

ковою відносно точки 0z =  областю комплексної площини, оскільки такою 
є область G . У роботі [1] встановлено, що кожен з підпросторів ( )j GH , 
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0, , 1j m= −… , є ізоморфним до простору ( )mGH , причому ізоморфізмом 

простору ( )mGH  на простір ( )j GH  є оператор jU , який діє за правилом 

( )( ) ( )j m
jU g z z g z= , 0, , 1j m= −… . Із цих тверджень випливає правильність 

твердження наступної леми. 

Лема 2. Нехай G  – довільна зіркова відносно початку координат та 
m -симетрична область комплексної площини. Тоді довільну функцію 

( )f G∈ H  можна єдиним способом зобразити у вигляді 

 
1

0

( ) ( ),      
m

j m
j

j

f z z f z z G
−

=

= ∈∑ , (6) 

де ( )m
jf G∈ H , 0, , 1j m= −… . 

Теорема 2. Нехай G  – довільна зіркова відносно початку координат 

та m -симетрична область комплексної площини, а ( )rc , ( )r
ja , ( )r

jb , r =  

0, , 1m= −… , 1, ,j m= … , – довільні комплексні числа, для яких викону-

ються умови ( ) 0rc =/ , ( )r
ja n= −/ , ( )r

jb n= −/ , 0,1,n = … . Тоді діагональний 

оператор T , який на степенях z  визначається рівностями 

 
( ) ( ) ( )

( ) 1 2
( ) ( ) ( )
1 2

r r r
mn r r mn rn n m n

r r r
n n m n

a a a
Tz c z

b b b
+ +=

…
…

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
, 

 0, , 1,      0,1,r m n= − =… … , (7) 

продовжується до ізоморфізму простору ( )GH . 

Д о в е д е н н я.  Позначимо 

 
( ) ( ) ( )

( ) 1 2
( ) ( ) ( )
1 2

,    0, , 1,    0,1,
r r r

r n n m n
mn r r r r

n n m n

a a a
c r m n

b b b
+γ = = − =

…
… …

…
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
. (8) 

Доведемо спочатку, що оператор T  продовжується до оператора з класу 
( ( ))GL H . Для кожного 0, , 1r m= −…  через rT  позначимо діагональний опе-

ратор, який на степенях z  діє за правилом ( )n n
r mn rT z z+= γ , 0,1,n = … . Із 

формул (8) і леми 1 випливає, що кожен з операторів rT , 0, , 1r m= −… , є 

ізоморфізмом простору ( )mGH . Виберемо довільну функцію ( )f G∈ H  і по-

дамо її у вигляді (6), де ( )m
jf G∈ H , 0, , 1j m= −… . Розглянемо оператор 

T% , який визначається формулою 

 
1

0

( )( ) ( )( ),       
m

j m
j j

j

Tf z z T f z z G
−

=

= ∈∑% . 

Оскільки ( ( ))m
jT G∈ L H , 0, , 1j m= −… , то оператор ( ( ))T G∈% L H . При 

0, , 1r m= −…  і 0,1,n = … виконується рівність mn r mn r
mn rTz z+ +

+= γ% . Тому 

оператор T%  є продовженням оператора T  до оператора з класу ( ( ))GL H . 

Оскільки послідовність 
0

1

nn

∞

=

  γ 
 має таку ж саму структуру, як і послідов-

ність 0( )n n
∞

=γ , то оператор T′ , який на степенях z  визначається формулою 

1n n

n
T z z′ =

γ
, 0,1,n = … , також продовжується до оператора з класу 



12 

( ( ))GL H . Оскільки ( )( ) ( )( )n n nTT z T T z z′ ′= = , 0,1,n = … , то оператор T′  є 
оберненим до оператора T , і тому T  є ізоморфізмом простору ( )GH .  

Оператори T , досліджені в теоремі 2, при певних обмеженнях на пара-
метри можна зобразити у вигляді добутку інтегральних операторів. 

Теорема 3. Нехай G  – довільна зіркова відносно початку координат 
та m -симетрична область комплексної площини, а ra , rb , rc  – деякі 

комплексні числа, причому Re 0r
ra
m

 − > 
 

, Re ( ) 0r rb a− > , 0, , 1r m= −… . 

Тоді оператор A , визначений на степенях z  рівностями 

 
( )

( ) ,        0, , 1,    0,1,
( )

mn r mn rr n
r

r n

a
A z c z r m n

b
+ += = − =… … , (9) 

формулою 

 
11 1

1 1

0 0 0

( )( ) (1 ) ( )r r r
m m

ma r b ar m
r r

r

Af z c d f z d
− −

− − − −−

= =

= ω τ − τ ω τ τ∑ ∑ ∫l l

l
, (10) 

де 1( , )r r r rd B a b a−= − , продовжується до оператора з класу ( ( ))GL H . Тут 

( , )B ⋅ ⋅  – значення бета-функції Ейлера у відповідних точках. 

Д о в е д е н н я.  Використовуючи формулу зв’язку між символом 

Похгаммера і гамма-функцією Ейлера 
( )

( )
( )n

z n
z

z
Γ +=

Γ
, \ :z n n∈ − =C {  

0,1,= …} , перетворимо праву частину (9): 

 
( ) ( )

( )
( ) ( )

mn r mn rr r
r

r r

a n b
A z c z

a b n
+ +Γ + Γ

= =
Γ Γ +

 

 1 ( , ) ( , ) mn r
r r r r r r rc B a b a B a n b a z− += − + − =  

 
1

1 11

0

( , ) (1 )r r ra n b amn r
r r r rc B a b a z t t dt+ − − −− += − − =∫  

 
1

1 11

0

( , ) ( ) (1 )r r rma r b amn r m
r r r rmc B a b a z d− − − −− += − τ τ − τ τ∫ . 

Таким чином, 

 
1

1 11

0

( ) ( , ) ( ) (1 )r r rma r b amn r mn r m
r r r rA z mc B a b a z d− − − −+ − += − τ τ − τ τ∫ , 

 0, , 1,       0,1,r m n= − =… … . 

Для кожного 0, , 1r m= −…  через rA  позначимо оператор з класу ( ( ))GL H , 
який діє за правилом 

 
1

1 11

0

( )( ) ( , ) ( )( ) (1 )r r rma r b am
r r r r r rA f z mc B a b a P f z d− − − −−= − τ τ − τ τ∫ . 

Для довільного фіксованого r  і довільного 0,1,n = … виконується рівність 

( ) ( )mn r mn r
rA z A z+ += . Тому формулою 

 
1

1 11

0

( )( ) ( , ) ( )( ) (1 )r r rma r b am
r r r r rAf z mc B a b a P f z d− − − −−= − τ τ − τ τ∫  
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оператор A  продовжується до оператора на підпросторі ( )r GH , r =  

0, , 1m= −… . 

Таким чином, для довільної функції ( )f G∈ H  при z G∈  виконується 
рівність 

 
1

1 11

0

( )( ) ( , ) ( )( ) (1 )r r rma r b am
r r r r r rAP f z mc B a b a P f z d− − − −−= − τ τ − τ τ∫ . (11) 

Використовуючи подання (5) і рівність (11), одержимо, що формулою 

 
11

1 11

0 0

( )( ) ( , ) ( )( ) (1 )r r r
m

ma r b am
r r r r r

r

Af z mc B a b a P f z d
−

− − − −−

=

= − τ τ − τ τ∑ ∫  

оператор A  продовжується до оператора з класу ( ( ))GL H . Використовуючи 

рівність 
1

0

1( )( ) ( )
m

r
rP f z f z

m

−
−

=

= ω ω∑ l l

l
, одержимо, що оператор A  зображаєть-

ся у вигляді (10). Теорему доведено.  

Зауваження 1. З теореми 2 випливає, що при виконанні умов теоре-
ми 3 і додаткової умови 0rc =/ , 0, , 1r m= −… , оператор A , який визнача-

ється формулою (10), є ізоморфізмом простору ( )GH . 

Зауваження 2. Оскільки область G  є однозв’язною, то система 

: 0,1,nz n = …{ }  є повною в ( )GH . Тому продовження оператора A , яке 
здійснюється в теоремі 3, можливе лише єдиним способом. 

Наслідок 1. Нехай G  – довільна зіркова відносно початку координат 

та m -симетрична область комплексної площини, а ( )rc , ( )r
ja , ( )r

jb , r =  

0, , 1m= −… , 1, ,j m= … , – довільні комплексні числа, для яких викону-

ються умови ( )Re 0r
j

ra
m

 − > 
 

, ( ) ( )Re 0r r
j jb a− >( ) , 0, , 1r m= −… , j =  

1, ,m= … . Тоді діагональний оператор T , який на степенях z  визнача-

ється рівностями (7), формулою 1 2 mA A A A= …  продовжується до опе-

ратора з класу ( ( ))GL H . 

Тут jA , 1, ,j m= … , – оператори з класу ( ( ))GL H , які визначаються 

рівностями 

 
( ) ( ) ( )11 1

1 1

, ,
0 0 0

( )( ) (1 ) ( )
r r r

j j j
m m

ma r b ar m
j r j r j

r

A f z c d f z d
− − − − − −−

= =

= ω τ − τ ω τ τ∑ ∑ ∫l l

l
, (12) 

де 1 ( ) ( ) ( )
, ,r r r

r j j j jd B a b a−= −( ) , 1, ,j m= … , ( )
,1

r
rc c= , , 1r jc = , 2, ,j m= … , 

0, , 1r m= −… . 

2. Нехай m  – фіксоване натуральне число, 2m ≥ , 2exp i
m
πω = , G  – 

довільна m -симетрична область комплексної площини і jα , 0, , 1j m= −… , 

– довільні комплексні числа. Вивчимо умови, при яких узагальнений опера-
тор Данкла – Опдама (1) у просторі ( )GH  є еквівалентним до оператора 
диференціювання. 

Оператор Λ  є оператором зваженого зворотного зсуву, причому 

 1n n
nz z −Λ = λ , 

де 
1

0

m
jn

n j
j

n
−

=

λ = + α ω∑ , 1,2,n = … , і 1 0Λ = . 
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Теорема 4. Нехай G  – довільна зіркова відносно початку координат 
та m -симетрична область комплексної площини. Для того щоб опера-

тор Λ  був еквівалентним до оператора d
dz

 у просторі ( )GH , необхідно 

та достатньо, щоб 

 0,      1,2,n nλ = =/ … . (13) 

Д о в е д е н н я. Необхідність. Нехай оператор Λ  є еквівалентним 

до оператора d
dz

 у просторі ( )GH . Припустимо, що умова (13) не викону-

ється. Тоді існує натуральне 1n ≥ , для якого 0nλ = , і для цього n  маємо, 

що 0nzΛ = . Крім того, 1 0Λ = . Тому dim Ker ( ) 2Λ ≥ . Оскільки dim Ker d
dz

  = 
 

 

1= , то оператор Λ  не є еквівалентним до оператора d
dz

 у просторі ( )GH . 

Одержали суперечність. 

Достатність. Розглянемо діагональний оператор T , який на степенях 
z  визначається рівностями 

 ( )n n
nT z z= γ , 

де 0 1γ =  і 
1 2

!
n

n

nγ =
λ λ λ… , 1n ≥ .  

 Покажемо, що оператор T  продовжується до ізоморфізму простору 
( )GH . Для довільних 0, , 1r m= −…  і 0,1,n = …  маємо 

 
1 1

1 2 1
0 0

( )!
mn r m n

r mk s r
s k

mn r
+ − −

+ + +
= =

+γ =
λ λ λ λ∏ ∏…

 

(вважаємо, що 1 2 1rλ λ λ =…  при 0r =  і 
1

1
0

1
n

mk s r
k

−

+ + +
=

λ =∏  при 0n = ). Для 

довільного цілого невід’ємного p  позначимо 
1

0

1( )
m

jp
j

j

q p
m

−

=

= α ω∑ . Зрозуміло, 

що ( ) ( )q p m q p+ =  для довільного 0,1,p = … . Перетворимо формулу для 

mn r+γ . Оскільки для довільних , 0, , 1r s m= −…  та 0,1,n = …  є правильни-

ми рівності 

 
1 1 1

( 1)
1

0 0 0

1
n n m

j s r
mk s r j

k k j

mk s r
− − −

+ +
+ + +

= = =

 λ = + + + + α ω = 
 ∏ ∏ ∑  

 
1

0

1 ( 1)
n

n

k

s rm k q s r
m

−

=

+ + = + + + + = 
 ∏  

 1 ( 1)n

n

s rm q s r
m

+ + = + + + 
 

, 

 1 2( )! ! mn

n n n

r r r mmn r r m
m m m
+ + +     + =      

     
… , 

то 

 
1 2

!
mn r

r

r
+γ = ×

λ λ λ…  
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1 2

1 2( 1) ( 2) ( )

n n n

n n n

r r r m
m m m

r r r mq r q r q r m
m m m

+ + +          
     ×

+ + +     + + + + + +     
     

…

…
. 

Позначимо ( )

1 2

!r

r

rc =
λ λ λ… , ( )r

j
r j

a
m
+= , ( ) ( )r

j
r j

b q r j
m
+= + + , 0, , 1r m= −… , 

1, ,j m= … . Тоді значення mn rTz +  оператора T  на степенях z  зображають-
ся формулою (7). Оскільки виконується умова (13), то за теоремою 2 опе-
ратор T  є ізоморфізмом простору ( )GH . Для довільного цілого невід’ємного 

n  виконується рівність ( )( ) ( )n ndT z T z
dz

  = Λ 
 

. Оскільки ( ( ))T G∈ L H  і об-

ласть G  є однозв’язною, то з використанням теореми Рунґе одержуємо, що 
dT T
dz

= Λ . Але T  є ізоморфізмом простору ( )GH . Тому оператор Λ  є ек-

вівалентним до оператора d
dz

 у просторі ( )GH .  

За допомогою теореми 4 можна одержати опис комутанта оператора 
Λ , а також встановити його гіперциклічність і хаотичність [6] у просторі 

( )GH , подібно до того, як це зроблено в [2] для оператора Данкла. 
При певних обмеженнях на параметри узагальненого оператора Данк-

ла – Опдама Λ  оператор перетворення T  можна зобразити у вигляді до-
бутку інтегральних операторів. Нехай виконується умова (13) і T  – діаго-
нальний оператор, побудований при доведенні достатності умов теореми 4. 
Через jT , 1, ,j m= … , позначимо діагональний оператор, який діє за 

правилом 

 
( )

, ( )
( ) ,    0, , 1,    0,1,

r
j nmn r mn r

j j r r
j n

a
T z c z r m n

b
+ += = − =… …

( )

( )
, (14) 

де 1,
1 2

!
r

r

rc =
λ λ λ…  і , 1j rc =  при 2, ,j m= … , 0, , 1r m= −… . При 0,r = … , 

, 1m −…  маємо, що ( )Re 0r
j

jra
m m

 − = > 
 

 і ( ) ( ) ( )r r
j jb a q r j− = + . Оскільки 

функція ( )q s  є періодичною з періодом m , то умова ( ) ( )Re 0r r
j jb a− >( ) , 

0, , 1r m= −… , рівносильна умові Re ( ( )) 0q s >  при 0, , 1s m= −… , тобто 
умові 

 
1

0

Re 0,      0, , 1
m

ks
k

k

s m
−

=

 α ω > = − 
 ∑ … . (15) 

За теоремою 3 при виконанні умови (15) оператори jT  при 1, ,j m= …  

зображаються у вигляді 

 
11 1

1 ( ) 1
,

0 0 0

( )( ) (1 ) ( )
m m

r j m q r j
j j r

r

T f z t f z d
− −

− − + −

= =

= ω τ − τ ω τ τ∑ ∑ ∫l l

l
, (16) 

де 1
1,

1 2

! 1 , ( 1)r
r

r rt B q r
m

− + = + λ λ λ  …  і 1
, , ( )j r

r j
t B q r j

m
− + = + 

 
 при j =  

2, ,m= … , а 
1

( )

0

1( )
m

k r j
k

k

q r j
m

−
+

=

+ = α ω∑ , 0, , 1r m= −… , 1, ,j m= … . Зазначи-
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мо, що умова (15) не залежить від індексу оператора jT , а також, що з 

умови (15) випливає умова (13). Тому є правильною така 
Теорема 5. Нехай G  – довільна зіркова відносно початку координат 

та m -симетрична область комплексної площини, а комплексні числа jα , 

0, , 1j m= −… , задовольняють умову (15). Тоді оператор 1 2 mT T T T= … , де 

jT , 1, ,j m= … , визначаються рівностями (16), є ізоморфізмом простору 

( )GH  і для нього виконується рівність dT T
dz

= Λ . 

Зауваження 3. Оператори iT  та jT  при , 1, ,i j m= …  є переставними 

між собою, оскільки кожен з них є діагональним і вони належать до класу 
( ( ))GL H . 

Зауваження 4. Вибір множників jT  у зображенні оператора T  рівніс-

тю 1 2 mT T T T= …  можна здійснити різними способами. Загальний спосіб 

такого зображення є таким. Нехай для кожного фіксованого числа r =  

0, , 1m= −…  множина ( ) : 1, ,r
ji j m= …{ }  є деякою перестановкою чисел 

1, ,j m= … . Тоді оператори jT% , 1, ,j m= … , можна означити формулою 

 
( )
( )

, ( )
( ) ,    0, , 1,    0,1,

r
j

r

i nmn r mn r
j j r r

j n

a

T z c z r m n
b

+ +

  
 = = − =% … …
( )

. (17) 

При виконанні умов ( )
( )Re 0r
j

r

i

ra
m

 − > 
 

 та ( )
( ) ( )Re 0r

j

r r
j i

b a − > 
 

, 0,r = … , 

, 1m −… , 1, ,j m= … , згідно з теоремою 3 кожен з операторів jT%  зобра-

жається в інтегральній формі формулою вигляду (10). Тоді одержуємо, що 

1 2 mT T T T= % % %… . 
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ОБОБЩЁННЫЙ ОПЕРАТОР ДАНКЛА – ОПДАМА И ЕГО СВОЙСТВА В 
ПРОСТРАНСТВАХ ФУНКЦИЙ, АНАЛИТИЧЕСКИХ В ОБЛАСТЯХ 
 
Определён обобщенный оператор Данкла – Опдама и изучены некоторые его 
свойства в пространстве ( )GH  функций, аналитических в произвольной области 

G . Исследуется также возможность продолжения на пространство ( )GH  диаго-
нального оператора, построенного по тейлоровским коэффициентам обобщенной 
гипергеометрической функции. 
 
GENERALIZED DUNKL – OPDAM OPERATOR AND ITS PROPERTIES 
IN THE SPACES OF ANALYTIC FUNCTIONS IN DOMAINS 
 
The generalized Dunkl – Opdam operator is defined and some of its properties in the 
space ( )GH  of all analytic functions in G  are studied. The possibility of an extension 
of a diagonal operator, constructed by Taylor coefficients of a generalized 
hypergeometric function on the space ( )GH , is also investigated. 
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