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ОСЕСИМЕТРИЧНІ РЕЗОНАНСНІ КОЛИВАННЯ І ВІБРОРОЗІГРІВ 
ТЕРМОВ’ЯЗКОПРУЖНОЇ ЦИЛІНДРИЧНОЇ ОБОЛОНКИ З 
П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНИМИ СЕНСОРАМИ І АКТУАТОРАМИ 
 

Розглядається задача про осесиметричні вимушені резонансні коливання і 
дисипативний розігрів в’язкопружної циліндричної оболонки з п’єзоелектрич-
ними сенсорами і актуаторами при моногармонічному навантаженні. В’яз-
копружна поведінка пасивного і п’єзоактивного матеріалів описується в тер-
мінах комплексних модулів, які залежать від температури вібророзігріву. На 
основі числових розрахунків досліджено вплив температурної залежності 
властивостей матеріалів на динамічні характеристики, температуру віб-
ророзігріву, електричні показники сенсора та активне модальне демпфуван-
ня оболонки за допомогою п’єзоактуатора з використанням показника 
сенсора. 

 
 Вступ. Для демпфування коливань тонкостінних елементів конструкцій 
у практичних застосуваннях все частіше використовують активні методи, 
коли в структуру елемента включають п’єзоактивні складові, які викону-
ють роль актуаторів або сенсорів [4, 12, 15]. На ефективність активного 
демпфування коливань тонкостінних елементів впливає багато факторів: 
геометричні параметри складових об’єкта, електромеханічні властивості 
пасивного (без п’єзоефекту) і п’єзоактивного матеріалів, механічні і елект-
ричні граничні умови та теплові ефекти, спричинені гістерезисними втрата-
ми або зовнішнім нагрівом тіла [2–4, 13, 14, 16]. Температура вібророзігріву, 
зумовлена внутрішніми втратами в матеріалі, може суттєво вплинути на 
динамічну поведінку та ефективність демпфування тонкостінних конструк-
цій [4, 10, 11 та ін.]. 
 Моделюванню вимушених стаціонарних коливань і дисипативного ро-
зігріву тонкостінних непружних елементів з п’єзоелектричними включен-
нями та дослідженню впливу температурної залежності матеріалів на ди-
намічні характеристики та ефективність демпфування таких об’єктів при-
свячено роботи [1, 5, 9, 10 та ін.]. Резонансні осесиметричні коливання і ро-
зігрів циліндричних оболонок та їх контроль п’єзоелектричними актуатора-
ми на основі аналітичних розв’язків і чисельних методів розглядались у 
статтях [7, 8, 11 та ін.]. 
 У цій статті досліджуються резонансні коливання і вібророзігрів в’яз-
копружної циліндричної оболонки з п’єзошарами, які виконують роль ак-
туаторів або сенсорів, вплив температури вібророзігріву на електричні по-
казники сенсора та можливість демпфування коливань за допомогою п’єзо-
актуатора на основі показника сенсора. 
 1. Постановка задачі. Розглянемо тришарову циліндричну оболонку 
довжини l . Середній шар товщини h  виготовлено з пасивного ізотропного 
матеріалу. Зовнішні шари товщини δ , виготовлені з поляризованої уздовж 
товщини п’єзокераміки, жорстко скріплені з пасивним шаром і виконують 
роль сенсорів або актуаторів. Оболонку віднесено до циліндричної системи 
координат α , θ , z  з початком товщинної координати у точці 0z =  на се-
рединній поверхні радіуса R . Вважаємо, що поляризація верхнього 
( 2)z h> /  і нижнього ( 2)z h< − /  п’єзошарів характеризується значеннями 

п’єзомодулів 31d−  і 31d  відповідно. Поверхні шарів електродовані. Елект-
роди на поверхнях контакту з пасивним шаром підтримуються при елект-
ричному потенціалі ( 2) 0hϕ ± =/ . Суцільні електроди на циліндричних по-

верхнях 2z H= ± /  ( 2 )H h= + δ  оболонки нескінченно тонкими круговими 
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розрізами з координатами α1 , α2  1 2(0 )≤ α ≤ α ≤ α ≤ l  розділені на окремі 
ділянки. 
 Оболонку навантажено осесиметричним поверхневим тиском zq =  

( ) cosq t= α ω , який гармонічно змінюється в часі t  з частотою ω , близькою 
до резонансної. У випадку п’єзошарів-актуаторів до електродів на ділянках 

площею 2s R±
α= π ∆  2 1( )α∆ = α − α  з частотою механічного навантаження 

для компенсації його дії підводиться різниця електричних потенціалів з ам-
плітудою ( 2) aH Vϕ ± = ±/ . На ділянках 1α < α  і 2α > α  електроди закорочені 

( 0)aV = . Якщо п’єзоактивні ділянки виконують роль сенсора, то внаслідок 

дії механічного навантаження на електродованих поверхнях 2z H= ± /  ви-

никає невідома різниця амплітуд електричних потенціалів ( 2) sH Vϕ ± = ±/  
та виконуються такі електричні граничні умови [4]: 

 0
s

D ds
±

± =∫∫ , (1) 

де ±D  – нормальна складова електричної індукції у п’єзошарах. 
 При моделюванні електротермомеханічної поведінки тришарової ци-
ліндричної оболонки припускаємо, що для пакета шарів справджуються гі-
потези Кірхгофа – Лява відносно механічних змінних. Для електричних по-
льових величин вважаємо, що в п’єзоактивних шарах складовими вектора 
індукції αD , θD  і напруженості αE , θE  електричного поля можна знехту-

вати. Тоді з рівнянь електростатики випливає, що в п’єзошарах складова 

( )zD C± ±= α  не залежить від координати z  [2]. Температуру дисипативного 

розігріву приймаємо сталою по товщині пакета. Вважаємо, що торці оболон-
ки шарнірно закріплені, а на зовнішніх її поверхнях виконуються умови 
конвективного теплообміну. Згідно з підходом [6] на основі прийнятих гіпо-
тез задача про електромеханічну поведінку розглядуваної циліндричної обо-
лонки відносно шуканих комплексних величин зводиться до розв’язання 

 – рівнянь гармонічних коливань (множник ωi te  опускаємо): 

 2 20,     0,     0a z

dN dM dQ N
u Q w q

d d d R
α α α θ+ ρω = − = − + ρω + =

α α α
) )

; (2) 

 – визначальних співвідношень для зусиль і моментів: 

 11 12 12 11,       N C C N C Cα α θ θ α θ= ε + ε = ε + ε , 

 11 12,        E EM D M M D Mα α θ α= + = +æ æ ; (3) 

 – виразів для параметрів деформації через амплітуди переміщень: 

 ,     ,     ,     
ddu w dw

d R d d
α

α θ α α
ϑ

ε = ε = = ϑ = −
α α α

æ ; (4) 

– усередненого за період коливань і по товщині оболонки рівняння 
теплопровідності: 
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з дисипативною функцією 
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 Механічні граничні умови є такими: 
 0,      0,      0,      0,N w Mα α= = = α = l . (7) 

 Граничні та початкові умови для рівняння теплопровідності мають 
вигляд 

 0,
0( ),     0, ,     ,     0c

T T T T T t
α∂ = ± − α = = =

∂α λ
l l . (8) 

 У рівняннях (2)–(8) введено такі позначення: 

 1 1 1 1 33 1(2 )s
k k kC h B B k= + + γ δ[ ] , 
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(1 )
p E aE T

E

d
k M h b V

hS
δ= = − + δ δ =
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 3 3 2
1 1 14 6 3 ,    2 h∗ ∗δ = δ + δ + δ ρ = ρ δ + ρ

)
. (9) 

Тут 1 1 1( ) 1 ( )E s
k k ks s T i T′= − δ[ ] , 31 31 31( ) 1 ( )dd d T i T′= − δ[ ] , 33 33 33( ) 1 ( )T T i Tε′ε = ε − δ[ ]  – 

відповідно залежні від температури комплексні податливості, п’єзомодуль і 
діелектрична проникність п’єзоматеріалу; ( ) ( )E E T iE T′ ′′= +  – коефіцієнт 
в’язкопружності і constν =  – коефіцієнт Пуассона пасивного матеріалу; 

w w iw′ ′′= + , u u iu′ ′′= +  – комплексні амплітуди прогину і осьового пере-
міщення; ρ , ∗ρ  – питома густина пасивного і п’єзоактивного матеріалів; 

sα , 0,α l  – коефіцієнти теплообміну на зовнішніх поверхнях оболонки; λ , a  

– коефіцієнти тепло- і температуропровідності. Тут і далі прийнято стан-

дартні позначення комплексних величин a a ia′ ′′= + , 2 2 1 2( )a a a′ ′′= + / , 

1i = − . 

 Зауважимо, що у перших двох співвідношеннях (9) 1 0k = , 2 0k = , 

3 1.0k = , якщо п’єзошари є актуаторами, і 1 0k = , 2 1.0k = , 3 0k = , якщо 
вони виконують роль сенсорів. 
 При побудові визначальних рівнянь (3) для випадку п’єзошарів-сенсо-
рів замість (1) використано умову 0zD C= =  [6]. 

 2. Побудова розв’язку задачі. При врахуванні температурної залеж-
ності в’язкопружних властивостей пасивного і п’єзоактивного матеріалів 
система рівнянь (2)–(8) є взаємозв’язаною і нелінійною. Для її розв’язуван-
ня використовуємо метод покрокового інтегрування за часом [2]. З цією ме-
тою рівняння (2)–(4) після деяких перетворень запишемо у формі звичай-
них диференціальних рівнянь нормального вигляду 
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α α
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ν − ν = − ρω = − + − ρω − α α  
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 ,          C
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dM duQ J N w
d d R

α
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= = −

α α
, 

 ,          D D E

dQdw Q J M J M
d d

α
α α= − = −

α α
, (10) 

де 11 11 12 111 ,  1 ,  C D CJ C J D C C= = ν =/ / / . 
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 Комплекснозначну систему рівнянь (10) з граничними умовами (7) на 
кожному часовому кроці t∆  інтегруємо з використанням типової програми 
розв’язування системи звичайних диференціальних рівнянь. При цьому на 
кожному кроці розв’язуємо лінійну задачу при ізотермічних електромеха-
нічних характеристиках матеріалів. Після отримання дисипативної функції 
(6) задачу теплопровідності розв’язуємо методом скінченних різниць із за-
стосуванням явної схеми. Потім за розподілом температури обчислюємо 
жорсткісні характеристики (9) і процес повторюється. При цьому викорис-
товуємо безрозмірні просторову координату x = α l/ , координату за часом 

2 2atτ = l/  і нормований коефіцієнтом теплопровідності λ  коефіцієнт тепло-

обміну ,0, ,0,s sγ = α λl ll/ . 

 У розглядуваному випадку в оболонці реалізуються переважно зги-
нальні коливання з найбільш енергоємною першою модою. Тому нижче всі 
розрахунки проводились в околі частот першого резонансу згинальної моди. 
 Дослідження виконано для трьох способів збудження вимушених коли-
вань оболонки з п’єзошарами-актуаторами. Перший спосіб – навантаження 
оболонки рівномірним поверхневим тиском 0zq q= . При другому способі до 

зовнішніх електродів актуатора підводиться різниця електричних потенці-
алів з амплітудою aV± . При третьому, комбінованому способі навантажен-

ня, оболонка знаходиться під дією гармонічного рівномірного тиску 0q , і з 

метою його компенсації до актуатора підводиться різниця потенціалів 2 aV  з 

тією ж частотою, але протилежної фази. Компенсаційне значення aV  при 

відомому 0q  розраховується за формулою [9] 

 0( )a aV k q= ∆ . (11) 

Тут ak  – коефіцієнт керування, α∆ = ∆ l/  – безрозмірна ширина п’єзоак-

тивної ділянки. Розрахований на частоті лінійного резонансу коефіцієнт ak  
визначається відношенням [8] 

 max

max

q
a

E

w
k

w
= , (12) 

у якому 
maxqw  і maxEw  – максимальні амплітуди прогинів оболонки при 

навантаженнях 0 1q = Па, 0aV =  і 0 0q = , 1aV± = В, відповідно. 

 Нехай тепер п’єзошари з розімкнутими зовнішніми електродами вико-
нують роль сенсора. При механічному гармонічному навантаженні на елект-
родах сенсора виникає різниця електричних потенціалів sV , яку можна ви-
значити експериментально або розрахувати чисельно. У розглядуваному 
випадку потенціал на електродах верхнього п’єзошару ( 2)z H= /  оболонки з 
використанням умови (1) обчислюється за формулою 
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V

b T d

α

α θ α
α

α

α

+ δ ε + ε + α 
 

=
δ

α

∫

∫

æ

. (13) 

 Для контролю вимушених коливань оболонки необхідно за зумовленим 
зовнішнім навантаженням показником sV  сенсора визначити показник 

електричного потенціалу aV , який необхідно підвести до електродів п’єзо-
шарів, вважаючи їх актуаторами, щоб компенсувати невідоме навантажен-
ня. З цією метою використаємо найбільш характерну для модальної форми 
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демпфування коливань тонкостінних елементів лінійну залежність обер-
неного зв’язку [4] 

 a as sV G V= , (14) 

у якій asG  – коефіцієнт оберненого зв’язку. 

 Варіюванням коефіцієнта asG  можна за показником sV  визначити таку 

величину різниці потенціалів 2 aV , протифазну з sV , підведення якої до 
електродів актуатора значно знизить амплітуду вимушених коливань обо-
лонки або повністю її погасить. Числове значення компенсаційного коефіці-
єнта asG , згідно з [6, 9], розраховуємо за формулою 

 
1

1

( )

( )
a

as
s

V
G

V

∆
=

∆
. (15) 

Тут амплітуди еталонних показників актуатора 1
aV  і сенсора 1

sV  обчислю-
ються відповідно за формулами (11) і (13) при навантаженні оболонки з 
амплітудою 0 1q = Па. 

 3. Результати розрахунків та їх аналіз. Числові розрахунки проводи-
лись для оболонки, пасивний шар якої виготовлено із полімеру, а п’єзошари 
– із п’єзокераміки типу ЦТСТБС-2. Теплофізичні коефіцієнти та темпера-
турні залежності механічних і п’єзоелектричних в’язкопружних модулів 
цих матеріалів наведено в роботах [6, 9]. Геометричні розміри оболонки 

такі: 0.1R = м, 0.2=l м, 40.1 10−δ = ⋅ м. 
 На рис. 1 для оболонки, зовнішні п’єзошари якої є актуаторами, зобра-
жено залежності від параметра ∆  розподілу максимальних амплітуд про-

гинів 710qw w= ⋅% м (штрихові лінії), зумовлених поверхневим тиском ам-

плітуди 0 1q = Па ( 0)aV = , та амплітуд 610Ew w= ⋅% м (суцільні лінії), роз-

рахованих при підведенні до зовнішніх ( 2)z H= ± /  електродів актуатора 

електричних потенціалів 1aV± = В ( 0)q = . Криві 1–4 одержано при неза-
лежних від температури властивостях матеріалів для таких значень тов-
щини h  пасивного шару та резонансних частот ω : 

 криві 1: 20.4 10h −= ⋅ м,  15620ω = с–1,  

 криві 2: 20.5 10h −= ⋅ м,  15450ω = с–1, 

 криві 3: 20.75 10h −= ⋅ м,  15230ω = с–1, 

 криві 4: 21 10h −= ⋅ м,  15130ω = с–1. 

  
 Рис. 1 Рис. 2 

 Залежності обчислених за формулою (12) коефіцієнтів керування ak  

від параметра ∆  для вказаних варіантів оболонки показано на рис. 2. Тут і 
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далі параметр ∆  вибираємо так, щоб його центр співпадав з координатою 
максимальних прогинів оболонки при електричному збудженні. Із рис. 1, 
рис. 2 видно, що розміри ∆  актуатора, при яких електричне збудження 
реалізує в оболонці максимальні амплітуди прогинів Ew  (рис. 1) при міні-

мальних значеннях ak  (рис. 2), істотно залежать від товщини h  оболонки. 

Так, зі збільшенням h  у розглядуваних варіантах оболонок безрозмірний 
параметр ширини актуатора змінюється від 0.25∆ =  (криві 1) до 1∆ =  
(криві 4). 
 У випадку п’єзошарів-сенсорів залежності від параметра ∆  еталонних 

показників електричного потенціалу 1
sV  на зовнішніх електродах і коефіці-

єнтів оберненого зв’язку asG  при механічному збудженні оболонки амплі-

тудою 0 1q = Па наведено на рис. 3 і рис. 4. Криві 1–4 обчислено при таких 

значеннях h  і ω : 

 криві 1:  20.4 10h −= ⋅ м, 15730ω = с–1, 

 криві 2: 20.5 10h −= ⋅ м,  15540ω = с–1, 

 криві 3: 20.75 10h −= ⋅ м,  15290ω = с–1, 

 криві 4: 21 10h −= ⋅ м, 15130ω = с–1. 

  

 Рис. 3 Рис. 4 
 Поведінка кривих на рис. 3, рис. 4 засвідчує, що електричний потенціал 

1
sV  на електродах сенсора монотонно зменшується при збільшенні площі ∆  

сенсора і товщини h  оболонки. Коефіцієнти оберненого зв’язку asG , зміню-
ючись немонотонно, досягають мінімальних значень при тих же значеннях 
параметра ∆ , що й коефіцієнт керування ak . 

 Розподіл амплітуди прогинів 310w w h= ⋅% /  (криві 1) і температури 

вібророзігріву (криві 2) при фіксованому розмірі сенсора 0.7∆ =  ( 1 0.15x = , 

2 0.85x = ) уздовж оболонки товщини 0.01h = м, розраховані на частоті 

ізотермічного резонансу 50.152 10ω = ⋅  с–1 при 4
0 0.1 10q = ⋅ Па і 0.25kγ = , 

зображено на рис. 5. Тут і далі на рис. 6 – рис. 8 штрихові криві відпо-
відають ізотермічним (при 20T = °С) характеристикам матеріалів, а 
суцільні – характеристикам матеріалів з урахуванням їх залежності від 
температури. Частотні залежності максимальних амплітуд прогинів w%  при 

0.5x = , температури розігріву 0.5 0xT T T=∆ = −  та показника сенсора sV  

показано, відповідно, на рис. 6 – рис. 8, де криві 1, 2 обчислено при 
4

0 0.05 10q = ⋅ Па і 4
0 0.10 10q = ⋅ Па. 
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 Рис. 5 Рис. 6 

  
 Рис. 7 Рис. 8 
 На рис. 6 штрихпунктирні криві 1, 2 характеризують сумісну проти-
фазну дію на оболонку вказаних значень 0q  і компенсуючих це наванта-

ження електричних потенціалів 11.3aV± = В і 22.6aV± = В, підведених до 

електродів актуатора. Компенсуючі потенціали aV  розраховувались як за 

формулами (11) і (12) при відомих 0q , так і за формулами (14) і (15) при 

невідомих 0q , але відомих із формули (13) показниках сенсора 0.234sV = В 

та 0.269sV = В. При обох способах розрахунків числові значення aV  
співпадають. 
 На рис. 6 – рис. 8 бачимо, що врахування температурної залежності 
властивостей матеріалів (суцільні лінії) при вимушених коливаннях оболон-
ки приводить до появи частотних характеристик «м’якого» типу та змен-
шення резонансної частоти. Аналіз штрихпунктирних кривих показує, що 
амплітуди прогинів при механічних коливаннях оболонки в околі основного 
резонансу згинальної моди при підведенні до електродів актуатора компен-
суючого електричного потенціалу зни-
жуються більше ніж на порядок. 

На рис. 9 залежності усталеної 
(при 0.25τ = ) температури вібророзі-
гріву 0.5m xT T ==  у центрі оболонки 

товщини 0.01h = м від амплітуди 0q  

на частоті 50.152 10ω = ⋅ с–1 показано 
кривими 1, 2, 3, обчисленими відповід-
но при 0.125, 0.25, 0.5kγ = . 

 Із рис. 9 видно, що врахування 
температурної залежності властивос-
тей матеріалів (суцільні криві) на роз- Рис. 9 
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глядуваній частоті коливань оболонки суттєво знижує температуру вібро-
розігріву. Збільшення амплітуди механічного навантаження 0q  і зменшення 

відносного коефіцієнта теплообміну γk  супроводжується зростанням темпе-

ратури вібророзігріву оболонки, яка може досягти критичного значення crT , 
при якому розм’якшується пасивний матеріал або деполяризується мате-
ріал п’єзоактивних складових, і система втрачає працездатність. Це свід-
чить про необхідність розрахунку температур вібророзігріву при вимуше-
них коливаннях тонкостінних елементів розглядуваного типу. 
 Висновки. Наведено наближену постановку задачі про вимушені резо-
нансні коливання і дисипативний розігрів в’язкопружної циліндричної обо-
лонки з п’єзокерамічними сенсорами і актуаторами при осесиметричному 
моногармонічному навантаженні та врахуванні залежності властивостей ма-
теріалу від температури. На основі числових розрахунків досліджено вплив 
температурної залежності властивостей матеріалу на амплітудно- і темпе-
ратурно-частотні залежності та електричний показник сенсора при виму-
шених коливаннях оболонки на частоті першого резонансу згинальної моди. 
Показано можливість активного гасіння таких коливань оболонки при під-
веденні протифазного невідомому механічному збудженню електричного 
потенціалу до електродів п’єзоактуатора, визначеного на основі сенсора. 
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ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ РЕЗОНАНСНЫЕ КОЛЕБАНИЯ И ВИБРОРАЗОГРЕВ 
ТЕРМОВЯЗКОУПРУГОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
С ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИМИ СЕНСОРАМИ И АКТУАТОРАМИ 
 
Рассматривается задача об осесимметричных вынужденных резонансных колеба-
ниях и диссипативном разогреве вязкоупругой цилиндрической оболочки с пьезо-
электрическими сенсорами и актуаторами при моногармоническом нагружении. 
Вязкоупругое поведение пассивного и пьезоактивного материалов описывается в 
терминах комплексных модулей, зависящих от температуры виброразогрева. На 
основе численных расчетов исследовано влияние температурной зависимости 
свойств материалов на динамические характеристики, температуру виброра-
зогрева, электрические показатели сенсора и активное модальное демпфирование 
оболочки пьезоактуатором с использованием показателя сенсора. 
 
AXISYMMETRIC RESONANT VIBRATIONS AND VIBRO-HEATING-UP 
OF THERMOVISCOELASTIC CYLINDRICAL SHELL WITH 
PIEZOELECTRIC SENSORS AND ACTUATORS 
 
The problem of axisymmetric forced resonant vibrations and dissipative heating-up of 
a viscoelastic cylindrical shell with piezoelectric sensors and actuators under monohar-
monic loading is considered. The viscoelastic behavior of passive and piezoactive mate-
rials in terms of complex moduli depending on the temperature of vibro-heating-up is 
described. On the basis of numerical calculations the effect of the temperature depen-
dence of the properties of materials on dynamic characteristics, temperature of vibro-
heating-up, electrical parameters of a sensor and active modal damping of the shell by 
piezoactuator using indicator sensor are investigated. 
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