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ВАРІАЦІЙНА ТЕОРЕМА ДИНАМІЧНОЇ ЗАДАЧІ 
ВЗАЄМОЗВ’ЯЗАНОЇ МЕХАНОТЕРМОДИФУЗІЇ НЕОДНОРІДНИХ 
АНІЗОТРОПНИХ ОБОЛОНОК З ДИСТОРСІЯМИ 
 

Для неоднорідних анізотропних оболонок з дисторсіями сформульовано і 
доведено загальну варіаційну теорему динамічної лінійної задачі взаємозв’я-
заної механотермодифузії з початковими умовами. 

 
Варіаційні принципи широко використовуються як для розвитку нових 

математичних моделей, так і для побудови наближених методів розв’язу-
вання крайових задач теорії пружності [2, 10]. Завдяки працям Біо [1] варі-
аційні принципи ізотермічної пружності були узагальнені на теорію зв’яза-
ної термопружності для тривимірних задач [6, 7, 9] та задач теорії оболонок 
[4, 5, 12]. Проте в цих роботах динамічні задачі у варіаційній постановці 
формулювалися без початкових умов. Підходи до побудови варіаційних 
принципів, запропоновані у роботах Гуртіна [8], дозволили формулювати 
крайові динамічні задачі термопружності у варіаційній формі як задачі з 
початковими умовами [11]. Однак в теорії оболонок такі підходи ще не 
знайшли широкого застосування. 

У цій статті запропоновано варіаційне формулювання динамічної зада-
чі механотермодифузії з початковими умовами для неоднорідних анізотроп-
них оболонок з дисторсіями. 

Розглянемо оболонку сталої товщини 2h . Точки тривимірного простору 
оболонки віднесемо до нормальної криволінійної координатної системи 

,x zα=x { } , 1,2α = , де 0z =  позначає серединну поверхню оболонки G , 
обмежену контуром g . Матеріал оболонки вважатимемо неоднорідним і 
анізотропним двокомпонентним твердим розчином, який має в кожній точці 
лише одну площину симетрії стосовно фізико-механічних властивостей. 
Нехай у початковий момент часу оболонка перебуває у природному стані з 
температурою 0T . З моменту часу 0τ >  під дією зовнішнього поверхневого 

силового навантаження 3,q qα=q { } , 3,m mα=m { } , початкових деформацій 
0 0 0 0

3 33, ,αβ α= ε ε ε{ } , 0 0 0
3,αβ α= { }æ ææ  [3], тепло- і масообміну з зовнішнім се-

редовищем, внутрішніх джерел тепла ( )
t
nW  і маси ( )

c
nW , 1,2n = , а також 

контурних силових і термоконцентраційних факторів в оболонці виникнуть: 

поле узагальнених переміщень 3,u uα=u { } , 3,α= γ γ{ } , температурне 

поле ( )nT  і ентропія ( )nS , хімічний потенціал ( )nM  і концентрація ( )nC  роз-

чиненої речовини, зусилля-моменти 3 33, ,N N Nαβ α=N { } , 3,M Mαβ α=M { }  і 

деформації 3 33, ,αβ α= ε ε ε{ } , 3,αβ α= { }æ ææ , вектори потоків ентропії 

3
( ) ( ) ( ),n n nH Hα=H { }  і маси 3

( ) ( ) ( ),n n nP Pα=P { } . У роботі вживаємо загально-

прийняті в теорії оболонок позначення [4, 5]. Перелічені величини віднесені 

до серединної поверхні і є функціями від координат xα  і часу τ . Якщо 
вважати, що ці функції мають необхідні властивості гладкості, то фізико-
механічний стан оболонки з урахуванням процесу термодифузії описується 

в області G  при 0τ > : 
 – рівняннями руху 

 3 3 3 3,       N b N q I N b N q Iβα α β α α β βα
β β β αβ∇ − + = ∇ + + =&& && , 

 3 3 33 3 3,        M N m J M b M N m Jβα α α α β βα
β β αβ∇ − + = ∇ + − + =&& && ; (1) 
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 – рівняннями збереження енергії і маси 

 3 3
( ) ( ) (3) (3) (1) ( )

2 1 ( 1) 2( 1)
2

n T
n n n

nS H H H n H W
h

α + − −
α

−= − ∇ − + − − − +& [ ] , 

 3 3
( ) ( ) (3) (3) (1) ( )

2 1 ( 1) 2( 1)
2

n C
n n n

nC P P P n P W
h

α + − −
α

−= − ∇ − + − − − +& [ ] ; (2) 

 – кінетичними рівняннями 

 
2

( , )
0 ( ) ( )

2 0
2 1

n m
m n

m

hT k H T
n

α
αβ β+ ∇ =

−∑ , 

 
2

( , ) 3
0 33 ( ) (2)2(2 ) 0n m

m
m

T k H n T+ − =∑ , 

 
2

( , )
0 ( ) ( )

2 0
2 1

n m
m n

m

hT K P
n

α
αβ β+ ∇ =

−∑ M , 

 
2

( , ) 3
0 33 ( ) (2)2(2 ) 0n m

m
m

T K P n+ − =∑ M ; (3) 

в області G G g= ∪  при 0τ > : 

 – геометричними співвідношеннями 

 3 3 3,       
2

u u
b u u b u

β α α β β
αβ αβ α α α α β

∇ + ∇
ε = − ε = γ + ∇ +

( )
, 

 3 3 3 33 3,       ,       
2

bβ α α β
αβ αβ α α

∇ γ + ∇ γ
= − γ = ∇ γ ε = γææ

( )
; (4) 

 – рівняннями стану 

 0 0 33 0
(1) (2) (1) 33 33( ) ( ) ( )N B B Bνα ανδγ ανδγ αν

δγ δγ δγ δγ= ε − ε + − + ε − ε −æ æ  

 
2

( ) ( ) ( ) ( )m m m m
m

S Cνα να− β + γ∑( ) , 

 33 33 0 33 0 3333 0
(1) (2) (1) 33 33( ) ( ) ( )N B B Bδγ δγ

δγ δγ δγ δγ= ε − ε + − + ε − ε −æ æ  

 
2

33 33
( ) ( ) ( ) ( )m m m m

m

S C− β + γ∑( ) , 

 0 0 33 0
(2) (3) (2) 33 33( ) ( ) ( )M B B Bνα ανδγ ανδγ αν

δγ δγ δγ δγ= ε − ε + − + ε − ε −æ æ  

 
2

( 1) ( ) ( 1) ( )m m m m
m

h S Cνα να
+ +− β + γ∑( ) , 

 3 3 3 0 3 3 0
(1) 3 3 (2) 3 3( ) ( )N B Bα α δ α δ

δ δ δ δ= ε − ε + −æ æ , 

 3 3 3 0 3 3 0
(2) 3 (3) 3 3( ) ( )M B Bα α δ α δ

δ δγ δ δ= ε − ε + −æ æ , 

 
2

0
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )

2 ( )
2 1

s
n n m m n m m n

m

h T b S d C
n

αδ
αδ αδ= + − β ε − ε +

− ∑( ) [  

 33 0 0
( ) 33 33 ( 1)( ) ( )n nh αδ

+ αδ αδ+ β ε − ε + β − ]æ æ , 

 
2

0
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )

2 ( )
2 1

s c
n n m m n m m n

m

h d S d C
n

αδ
αδ αδ= + − γ ε − ε +

− ∑( ) [M  

 33 0 0
( ) 33 33 ( 1)( ) ( )n nh αδ

+ αδ αδ+ γ ε − ε + γ − ]æ æ ; (5) 
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в області G : 

– початковими умовами при 0τ =  

 0 0 0 0,     ,     ,     i i i i i i i iu u u u= γ = γ = γ = γ& & , 

 0 0
( ) ( ) ( ) ( ),      n n n nS S C C= = ; (6) 

на контурі g  ( )N u T h pg g g g g g g= = =∪ ∪ ∪M : 

– граничними умовами 

 ,     ,     i i i i
NN N M M x gα α α

α αν = ν = ∈ , 

 ,           ,      i i i i uu u x gα= γ = γ ∈ , 

 ( ) ( ) ,          n n TT T x gα= ∈ , 

 ( ) ( ) ,        n n x gα= ∈ MM M , 

 ( ) ( ) ,      n n hH H x gα α
αν = ∈ , 

 ( ) ( ) ,        n n pP P x gα α
αν = ∈ . (7) 

Тут 

 
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1, , , , , , , , , ,

2

h n
i i i i

n n n n n n
h

n zT H S P C t s s p c dz
h h

−

−

−  = µ  
 ∫ %{ }{ }M , 

 3 3
3 3,       

z h z h
H s P p± ±

=± =±
= = , 

 (1) (2) (2) (3),      i i i i i iI u J u= ρ + ρ γ = ρ + ρ γ , 

 ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ), , , ,n m n m s c

ij ij n m n m n mk K b d d ={ }  

 
2

( , ) ( , )0
( , )

, , , , ,   , 1,2
h n m

T C e c e s
ij ij s ce c

h

T zk k d d dz n m
hC

+ −

−

   = =     ∫ , 

 
1

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,
h n

ij ij T C ij ij
n n n n t c

h

zW W w w dz
h

−

−

 ′ ′ ′ ′β γ = β γ  
 ∫ { }{ } , 

 ( , ) ( , ) ( , ) 20 0
( , ) ( , )

,      e s e T e c ij ij
c c Te c e c

T T
d d d

C C
′= + β = β( ) , 

 
( , ) ( , )

( , )0 0
( , ) ( , )

0 0
,     ,     ,     

e c e c
ij ij ij e cT Tt c

t c se c e c

T d T dw w
w w d

T TC C
′ ′ ′γ = γ − β = = = − , 

 1
( )

h
ijk ipkq j a b r
r a b p q

h

B C z dz−

−

′= δ δ µµ µ∫l l , 

 3 333
( ) ( ) ( ) ( ),       0,      1,2,3ijk k ij
r r r rB B B B rαβλ α= = = =l l , 

 33
33,         ijk ijk ij k T TC C C Cνδ νδγτ νδ

γτ
′ ′= + β β β = α + αl l l , 

 33 33 3333 33
33 33,      T T c cC C C Cγτ νδ νδγτ νδ

γτ γτβ = α + α γ = α + α , 

 33 33 3333
33 ,      ,      c c i i i iC C N N M Mγτ α α

γτ α αγ = α + α = ν = ν , 
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 ( ) ( ) ( ) ( ),    ,    det ( ),    n n n nH H P P zbα α β β β β
α α α α α α= ν = ν µ = µ µ = δ − , 

 1
( ) ,      , 1,

h h
r ij ij ab i j

r b
h h

z dz N M z dz−
α

− −

ρ = µρ = µσ δ µ∫ ∫{ } { } , 

 3, 1, 1,
h

hi i i a i a
a a h

h

q m F z dz z
+

−
−

= µµ + µµ σ∫{ } { } { }[ ] , (8) 

( , )ijσ τx  – компоненти тензора напружень; ( , )Fα τx  – компоненти вектора 

масових сил; ( )ijkC xl  – ізотермічні компоненти тензора жорсткості анізо-

тропного тіла; ( )T
kα xl  і ( )c

kα xl  – компоненти тензорів температурного і кон-

центраційного лінійного розширення; ( )T
ijk x  і ( )C

ijk x  – компоненти тензорів 

теплового і концентраційного опору; ( , ) ( )e cC x  – питома теплоємність за ста-

лої деформації; ( , )e c
Td  і ( , )e T

cd  – коефіцієнти, які характеризують залежність 

хімічного потенціалу ( , )µ τx%  від температури ( , )t τx  і концентрації ( , )c τx  

розчиненої речовини; ( )ρ x  – густина матеріалу; ( , )is τx  і ( , )ip τx  – компо-

ненти векторів потоку ентропії і маси; ( , )tw τx  і ( , )cw τx  – інтенсивність 

теплових і концентраційних джерел; αν  – компоненти одиничного вектора 

нормалі до контуру g ; α∇  – символ коваріантної похідної в метриці сере-

динної поверхні; bβ
α  – поверхневий тензор кривини; j

iδ  – символ Кронеке-

ра; індекси, позначені грецькими буквами, набувають значень 1, 2 , а ла-

тинськими – 1, 2, 3 ; індекси n  і m  у дужках не мають тензорного характе-

ру і набувають значень 1, 2 ; використовуємо звичайне правило підсумову-
вання за індексами, що повторюються; крапкою зверху позначено частинну 
похідну за часом. 

Фізико-механічний стан оболонки, що описується множиною функцій 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,i i
n n n n n nT H P S C= u N MR   { }Mæ  , які визначені в області G  

при 0τ ≥  і мають такі властивості: 1,2,i iu Cγ ∈ ; 0,0,ij ij Cε ∈æ ; ,ij ijN M ∈  

1,0C∈ ; 1,0
( ) ( ),n nT C∈M ; 0,1

( ) ( ),n nS C C∈ ; 1,0
( ) ( ),i i
n nH P C∈ , будемо називати до-

пустимим станом. Тоді розв’язком динамічної зв’язаної задачі термоди-
фузії в неоднорідних анізотропних оболонках буде такий допустимий стан, 
який задовольняє рівняння (1)–(5), початкові (6) і граничні (7) умови. 

З метою врахування початкових умов при формулюванні відповідної 
варіаційної задачі використаємо методику Гуртіна [8] і за допомогою пере-
творення Лапласа включимо ці умови у рівняння поля. Безпосередньою пе-
ревіркою можна переконатися у правильності такої теореми. 

Теорема 1. Функції u ,  , N , M , ( ) ( ),i i
n nH P , ( ) ( ),n nS C  задовольняють 

рівняння (1), (2) і початкові умови (6) тоді й тільки тоді, коли вони в 
області G  при 0τ ≥  задовольняють систему рівнянь 

 3
Ng N b N Iβα α β α α

β β∗ ∇ − + ψ =( ) , 

 3 3 3
Ng N b N Iβ βα

β αβ∗ ∇ + + ψ =( ) , 

 3
Mg M N Jβα α α α

β∗ ∇ − + ψ =( ) , 

 3 33 3 3
Mg M b M N Jβ βα

β αβ∗ ∇ + − + ψ =( ) , (9) 
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 3 3
( ) ( ) ( ) (3) (3) (1)

2 1 ( 1) 2( 1)
2

T n
n n n

nS g H H H n H
h

α + − −
α

− ′= ψ − ∗ ∇ + + − − − 
 

[ ] , 

 3 3
( ) ( ) ( ) (3) (3) (1)

2 1 ( 1) 2( 1)
2

C n
n n n

nC g P P P n P
h

α + − −
α

− ′= ψ − ∗ ∇ + + − − − 
 

[ ] , (10) 

а функції g , g′ , i
Nψ , i

Mψ , ( )
T
nψ , ( )

C
nψ  задані для всіх ( , ) 0, )x Gα τ ∈ × ∞[  

співвідношеннями 

 0 0( , ) ( ) ( )i i i i
N g q x I x I xα α αψ = ∗ τ + τ +&[ ] , 

 0 0( , ) ( ) ( )i i i i
M g m x J x J xα α αψ = ∗ τ + τ +&[ ] , 

 0
( ) ( ) ( )( , ) ( )T T
n n ng W x S xα α′ ′ψ = ∗ τ +[ ] , 

 0
( ) ( ) ( )( , ) ( )C C
n n ng W x C xα α′ ′ψ = ∗ τ +[ ] , 

 ( ) ,       ( ) 1g g′τ = τ τ = . 

Тут символом «∗ » позначено інтеграл згортки; 0 0
0 0 ( ) ( ), , ,i i

n nI J S C  – значен-

ня відповідних величин у початковий момент часу. 

Отже, допустимий стан ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,i i
n n n n n nT H P S C= u N MR   { }Mæ   

буде розв’язком зв’язаної задачі термодифузії в неоднорідних анізотропних 
оболонках тоді й тільки тоді, коли він буде задовольняти рівняння (3)–(5), 
(9), (10) і граничні умови (7). 

Покажемо, що сформульована крайова задача допускає еквівалентну 
варіаційну постановку. Розглянемо функціонал Ω R{ } , який на множині R  

( ∈R R ) усіх допустимих станів для кожного 0τ ≥  заданий виразом 

 ( ) ( )( , , , )n n
G

g U S C dGΩ = ∗ −∫∫R{ } æ  

 3
3

1( 2 )
2

G

g N u u b Nβα α
αβ α β β α αβ α

  − ∗ ∗ ε − ∇ + ∇ − + ∗ ε −  ∫∫ [  

 3( ) (u b u Mν βα
α α α ν αβ α β β α

− γ + ∇ + + ∗ − ∇ γ + ∇ γ −] æ  

 3 33
3 3 33 3

12 ) ( )
2

b M N dGα
αβ α α

− + ∗ − ∇ γ + ∗ ε − γ + 
æ[ ]  

 1 ( ) ( )
2

i i i i
i i N i M i

G G

I u J dG u dG+ ∗ + ∗ γ − ψ ∗ + ψ ∗ γ −∫∫ ∫∫  

 
2

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 1 n n n n
nG

hg S T C dG
n

− ∗ ∗ + ∗ +
−∑∫∫ ( )M  

 
2

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 1 n n n n
nG

hg g T H P
n

α α
α α

′+ ∗ ∗ ∇ ∗ + ∇ ∗ +
 −∑∫∫ ( )M  

 3 3
(2) (1) (2) (1)2 T H P dG+ ∗ + ∗ +


( )M  

 
2

( , ) ( , ) 3 30
( ) ( ) 33 ( ) ( )

,
2

n m n m
n m n m

n mG

T
g g k H H k H Hα β

αβ
′+ ∗ ∗ ∗ + ∗ +∑∫∫ [  

 ( , ) ( , ) 3 3
( ) ( ) 33 ( ) ( )

n m n m
n m n mK P P K P P dGα β

αβ+ ∗ + ∗ +]  
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2

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 1
T C
n n n n

nG

hg T dG
n

+ ∗ ψ ∗ + ψ ∗ −
−∑∫∫ ( )M  

 
2

3
( ) 3 3( 1) n
n

nG

g g T H H+ − −′− ∗ ∗ ∗ + − +∑∫∫ ( [ ]  

 3
( ) 3 3( 1) n
n P P dG+ − −+ ∗ + − −)M [ ]  

 ( ) ( )

u

i i
i i i i

g

g N u u M dg− ∗ ∗ − + ∗ γ − γ −∫ [ ]  

 ( )

N

i i
i i

g

g N u M dg− ∗ ∗ + ∗ γ −∫  

 
2

( ) ( ) ( )
2 ( )

2 1
T

n n n
n g

h g g T T H dg
n

α
α

′− ∗ − ∗ ν +− 
∑ ∫  

 ( ) ( )

h

n n
g

T H dg
+ ∗ −
∫  

 
2

( ) ( ) ( )
2 ( )

2 1 n n n
n g

h g g P dg
n

α
α

′− ∗ − ∗ ν +− 
∑ ∫

M

M M  

 ( ) ( )

p

n n
g

P dg
+ ∗ 
∫ M , (11) 

де 

 0 0 3 3
( ) ( ) (1) (1) 3

1, , , ( ) ( ) (
2n nU S C B Bαβδγ α δ

αβ αβ δγ δγ α= ε − ε ∗ ε − ε + ε −( ) {æ  

 0 0 33 0
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Щодо функціонала (11) справджується загальна варіаційна  
Теорема 2. Для того щоб деякий допустимий стан , , , ,= u NR {   æ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,i i
n n n n n nT H P S CM } M  із множини R  усіх допустимих станів, 

∈R R , був розв’язком задачі (3)–(5), (7), (9), (10), необхідно і достатньо, 
щоб на R  при всіх 0τ ≥  виконувалася умова 0δΩ =R{ } . 

Для доведення теореми потрібно проваріювати функціонал (11) за всіма 

функціональними аргументами, використовуючи властивості згортки і тео-
рему ¥аусса – Остроградського. Отже, серед усіх допустимих станів дійсно 

має місце той, за якого функціонал (11) досягає стаціонарного значення. 
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При відповідних додаткових умовах з наведеного загального функціо-
нала можна одержати ряд часткових варіаційних принципів для задач ди-
наміки механотермодифузії неоднорідних анізотропних оболонок з початко-
вими деформаціями. 

Висновки. Сформульовано загальний варіаційний принцип лінійної ди-
намічної зв’язаної задачі механотермодифузії для неоднорідних анізотроп-
них оболонок з дисторсіями, який можна розглядати як аналог принципу 
Ху-Васідзу у лінійній теорії пружності. За допомогою методики Гуртіна і 
перетворення Лапласа у функціонал явно включені початкові умови. Вико-
ристовуючи теорію перетворення варіаційних задач, із загального принципу 
можна одержати низку часткових варіаційних принципів. 
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ВАРИАЦИОННАЯ ТЕОРЕМА ДИНАМИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ 
ВЗАИМОСВЯЗАННОЙ МЕХАНОТЕРМОДИФФУЗИИ НЕОДНОРОДНЫХ 
АНИЗОТРОПНЫХ ОБОЛОЧЕК С ДИСТОРСИЯМИ 
 
Для неоднородных анизотропных оболочек с дисторсиями сформулирована и до-
казана общая вариационная теорема динамической задачи линейной взаимосвязан-
ной механотермодиффузии с начальными условиями. 
 
VARIATIONAL THEOREM OF DYNAMIC PROBLEM ON COUPLED 
MECHANOTHERMODIFFUSION FOR INHOMOGENEOUS ANISOTROPIC 
SHELLS WITH DISTORTIONS 
 
General variational theorem of dynamic problem on coupled linear mechanothermo-
diffusion with initial conditions for inhomogeneous anisotropic shells with distortions is 
formulated and proved.  
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