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Рис. 1

Податли вость конструкции робота приводит к появлению колебательных
движений звеньев , что оказывает значительное влияние на быстродействие

и точность перемещени я грузов , снижает эффективность применени я мани

пуляционных систем. Задачи динам ики и у правления манипуляторами с

упругими звеньями в различных постановках исследовались в ряде р абот

L О-6 , 8 н др. ]. в данной работе ис-

о" ,:..>;, следуются задачи управл ения о п р и 
ведении ма ни пулятора из нач аль ного

состояния в з ада нное положение с га

шением упру гих колеба ни й. Опр еде-

лены в а налитическом виде пр актиче

ски легко реали зуемые кусо чно- по 

стоянные управл ения, перемешающие

мани пулято р в зада нное положение с

z

максимальной точностью позиционирования [7] . Показано, что при опреде

ленных соотношен иях параметров си стемы на йденные управлени я являются

оптимальными по быстродействию .

Р ассмотрим ти повой манипулятор , кинематическая схема которого изо

бр ажена на р ис. 1. Механизм состоит из колонны 1, ка ретки 2, стрелы 3 и

груза 4, линейные р азмеры которого малы по ср авнению с длиной стрелы .

Колонна и каретка - твердые тела, стрела - тонкий, упругий прямоли 

ней ный стержень . В точке 0 - одностепенной шарнир, до пускающий вр а

щени е колонны вокр у г оси 02. Каретка соеди нена с колонной ша р н иром ,

до п ускающим поступательное пер смешени е ее вдоль этой же оси инерци аль

ной системы коорди нат ОХУ2. Стрела связа на с каретко й шар ни ром , поз во

ляющим изменять ее дли ну. П редполагаем , что пр и движен ии м а ни пулятора

вследствие уп р угости стрелы, податли вости ша рниров и други х факторо в

груз будет осуществлят ь малые относительные отклонени я .

Для о п исани я движения введем подвижную систему координат 01Х1 У] 2

С общей осью 2. Ось 01 У1 зададим по на п равлению касательно й к нейтраль 

ной линии стрелы в точке 01'
Введем обоз начения (некото рые из ни х предста влены на р ис . 1, 2):

т . ; [ . - масса и момент инерции i-ro тела относитель но оси, проходящей

через его центр и нер ции пар аллельно 02 (i = 1, 2, 3, 4); f 3l - момент инер 

ци и стрелы относительно оси . п р оходящей через ее центр инерции парал

лельно 01Х1; l - расстояние центра и нерции ка ретки от оси 2 ; ер - угол

между ортами осей ОУ и 01 У1 ; г - высота модуля 2- -4 над плоскостью

аху ; s - длина участка стр елы 0102;М - сосредоточенный момент управ

ляющих сил относительно оси 02 ; F1 , Р2 - управляющие усилия, обеспе

чивающие изменение во вр емени высоты г и длины s; 111. llz - угловые от

носительные отклонения конца стрелы с гр узом от равновесно го состоя ния .

Продольными относительными смещениями груза пренебрегаем.
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Примем за обобщенные координаты веЛИЧИНБнр, -г, 5, ~1' ~Z' Кинетиче
ская энергия системы имеет вид

т = +[/~z + тг? + т5 (1 +М + ~~)SZ + f1Li6 + fzA~] -

- {1~Д1 - т6г (S~2 + sAz) + m5ss(д1А 1 + дzLi z) , (1)

где т = т, +тз + т4; т-; = m4 + тз/4 ; т6 = т; + тз/2 ;

{1 = /з + m5s
z; fz = /31 + m55

2; / = /1 + /2 + mZl 2+ m5S2~i + {1'

В данной работе податливость конструкции механизма будем моде

ли ровать упругим потенциалом . Суммарная потенциальная энергия, запа 

саемая системой вследствие как податливости конструкции, так и действия

сил тяжести, имеет вид

П = mgz - m6gs6.z + (k 1дi + k26.~)/2, (2)

где k1 , kz - приведеиные угловые коэффициенты жесткости системы, опре

дел яемые, например, экспериментально [4] .
С учетом (1), (2) уравнения движени я манипулятор а , выписанные в фор

ме ура в нени й Лагранжа второго рода, имеют вид

/o~ - f1ii1+ 11 (~- А1) = м, (3)

т (г + g) - т6 (sA2 + 2ii 2s+ ~zs) = Р1 , (4)

m5s- т66. 2 (2 + g) - {; (~- 2А1 ) ~/2 = Р2 , (5)

{1 (А} - ~) + m5sl11 ($'- S~2) + {;(61 - <Р) s' + k1~1 = О , (6)

/26.2 - m6s (2+ g) + m5S112S'+ f;sAz + k2~2 = О . (7)

В формулах (1), (3) - (7) точ кой обозначена производная по времени

t, а штрихом - по переменной s. Кроме того, /0 = / (6.1' s) 16 ,= 0,
Таким образом, получена нелинейная система взаимосвя зан ных диффе

ренциальных ура внений , которая при выбранных начальны х услови я х для

<р , г, s, 6.1 ' ДZ И заданных у правлен иях М, Р1 , Р2 однозначно о пределяет дви 

жение мани пулятора с упр угой податливостью констр у кци и в линейном

пр и бл ижении по относительным отклонени ям.

Сформулируем задачу 1. Требуется найти допустимые управления

;1,,1 Е М , Р1 Е 'ff 1, Р2 Е 'if 2, перемещающие з а время е систему (3) - (7) с огр а

ничением

s и) = L = const
из состоя н и я покоя

qJ (О) = ~ (О) = 6.1 (О) = А 1 (О) = О,

г (О) = z (О) = ~2 (О) = ~2 (О) = О

в конечное состояние с гашением относительных откло нени й

(8)

(9)

(10)

д; = kl~l/*//vl ofl *'

а' = al",Ti2Mo1
,

qJ (е) = а, qJ (Т) = ~1 (Т) = А1 (Т) = О, (1 1)

г ('t) = с, г (-r) = ~2 (т) = А2 (е) = О (12)

Здесь /uf" У; - з аданные множества кусочно-постоянных ФУНКЦИЙ , та-

кие, что для всех М и к, выполняются условия 1 м I :::;;;; Мо , 1 Р; I ~ Fio,
i = 1,2.

Предположим , что угловая скорость вращения манипулятора мала по

сравнению с низшими частотами упругих колебани й системы . Тогда эффек

тами, обусловленными действием продольных центробежных сил на упру

гий стер жень, можно пренебречь [2], т. е. в уравнениях (5), (6) можно не учи-

тывать члены с сР2. Введем безразмерные переменные <р', ~;, е, и, г', ~2, t",
q и параметры а', с' по формулам

ер' = (/*чJ - {1*~1) T'I
2Mo1

,

и = MMo1
, t' = а;',
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(20)

(17)

г' = (mг - mG!l2L) T:;2Fo1
, 6.; = mk26. 2/FoLme,

q = гн;' , t" = а;', С' = cmT"22Fo1
,

где Т1 = [fl * (1* - fl*)/k1 /*]'/,; Т2 = [(mf2'" - m~U)!f~2m] ' / 2 ;

1* = 10(L); fl* = fl (L); {2* = {2(L);

F = г, - mg; IF I~ к;

С учетом принятых допущени й и ограничения (8) в новых переменных

уравнения движения принимают вид (штри хи в новых переменных для

удобства опущены)

(j; = и, А 1 + 6.1 = и, Iи I~ 1, (13)

z =q, K2 + 6.2 = q + qo, qo=mg/Fo, Iql ~ l . (14)

Запись начальных и конечных условий в новых переменных остается преж

ней и определяется формулами (9) - (1 2). Уравнение (5) может быть ис

пользовано пр и вычислении управлени я Fz, необходимого для движен и я

манипулятора с ограни чением (8).
Сформулируем задачу 2. В классе кусочио- постоянных функций опре

делить управление u и), перемещающее за задан ное время с> со механи 

ческую систему в силу уравнений (13) из состояния (9) в конечное состояние

(1 1). Здесь со - время оптимального быстродействия в з адач е управления

двухмассовой колебательной системой , описываемой уравнениями (1 3) и

граничными условиями (9), (1 1).
Представляет практический интерес поиск управлений с минимальным

числом переключений . Поэтому решение задачи 2 будем искать в виде

u(t)=C1 при tE(O, t1) , ии) =С2 при tE(t1 , с), (15)
где С1 , С2 , t1 - константы, подлежащие определению , причем I с, 1~ 1,
О < t1 < с (i = 1, 2).

Проинтегрируем ур авнен ия (1 3) с упр авлением (1 5) пр и начальных ус

ловиях (9). Из требования выполнения граничных условий (11) для опреде -

ления пар аметров C1 , С2 , t1 получим уравнения .

С2 (с - t1) 2 + C1t1 (2с - t1) = 2а, С2 (с - (1) + C1t1 = О , (16)

(С1 - С2) cos (с - t1) + С2 = С1 cos с , (С 1 - С2) sin (Т - tl ) = С1 sin с.

Решение системы уравнений (16) существует для произвольного а > О

тогда и только тогда , когда время процесса управления

Т = 2лk , k = 2, 3, .. .

в этом случае решение системы (16) имеет вид

C1 = 2a/t1c, С2=2а/т и1 -С) ' t1= 2лn, 11= 1,2, . .. (18)

В силу ограничени я на управление параметры п и k в формулах (J7),
(18) должны удо влетворят ь одной из следующих си стем нер авенств :

п < k < 2/1, а ~ 2л2k (k - n); k> 2n, а ~ '2л2nk . (19)

Таким обр азом , р ешение з ада чи управления вр ащатель ным движением

упругого ма н и пулято ра в классе ку сочио-постоянны х функций с одним пе

реключением существует тогда и тол ько тогда, когда время поворота п ри

надлежит счетному множеству чисел вида (17). При этом искомое управ

ление опр едел яется формулами (15), (17) - (19).
.в общем случае при т =1= 2лk решение задачи 2 будем искать в виде

u (t) = С при t Е (О, t1), t Е ([2 , tз) ,

и (t) = - С при t Е (t1 , t2) , t Е (tз , о) .

Интегрируя ур а внени я (13) с управлением (20) при начальны х условия х

(9) И удовлетворяя граничны м УСЛОВИЯМ (11), дЛ Я С, t1, t2 , tз получаем систему

тр ансцендентных уравнений

tз - tz + t1 = 0:/2, t~ - t~ + ti = с2/2 - а/С ,
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cos (1: - ' 1) - cos ('т - ' 2) + cos ('"& - tз) = cos2 ('"&/2), (21)
sin (т - ' 1 ) - sin (т - ' 2 ) + sin (т - tз) = 1/ 2 s in т .

Можно убедиться , что решение системы (21) п р и всех а> О существует

и имеет вид

(22)

(23)

имеем С < 1, т. е .

t1 = '"&/2- ~, t2 = 'С/2 , tз = '"& /2 + 1;"
с = aj ('t 2/4 - 2~2) , ~ = a rccos [cos2('t/4)].

Как показано в работе [9], функция Ф (Т) = т2/4 - 2~2 (Т) монотон но воз 

растающая , а время оптимального быстродействия то дЛ Я двухмассовой 1\0

л ебательно й системы есть корень уравнени я

Ф ('"&0) = а .

Следовательно , если Т > ТО , то Ф (Т) > а , и в силу (22)
о граничение на искомое управление выполнено .

Таким обр азом, управление , определяемое формулами (20), (22) , я в

л яется решением задачи 2 пр и всех а > О .

Ср авнение найденных режимов упра влени я вращением упр у гого ма

ни пулятор а с известными, оптимальными по быстр одействию упр а влен иями

двухмассовой колебательной системой [9] позволяет сделать следующие

заключени я . Е сли а = 4л2n2 , Т = ТО = 4лn , п = 1,2, ... , ТО формулы (1 5),
(1 8) определяют оптимальное по быстродействию упр авление вр ащательным

дв ижением упругого мани пулятор а . для произвольного а > О опти мальное

по быстродействию упр авление вращением упругого мани пулятора опре

деляется формулами (20) , (22) при Т = ТО , где 1:0 - корень уравнени я (23).
Аналогично может быть решена задача управления поступ ательными дви

жениями у п ругого манипулятор а (14), (1 0), (1 2) и тем самым получено пол 

ное решение з адачи 1.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ УСЛОВИЙ УСТОЙЧИВОГО ДВИЖЕНИЯ

СЕКЦИОНИРОВАННОГО ВИБРОСТАНКА

Б по следнее время для отцелочно-у проч няющих операций длинномерных

деталей используют пр отяженные вибр осганки , соб ранные из отдельных

унифицирова н ных секций, рабочие ор ганы которых соеди нены упругими

соединительными элементам и [Г, 3]. Та кие ста н ки обладают р ядом преиму-
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