
где Ю1 = I-L1
T определяется формулами (15). Тогда функция управления
а

ЧJ1 (t) имеет вид

ЧJl (t) = ЧJо (t) - v.a
2 l ."32 чr3 (t) - Л4З~32 - Л42 чr4 и)1. (21)

с!.оТ ( ЧJ з , 'Уз) (ЧJ4' Ч!4) J
На рис. 2 показ а но изменение функции ер1 (t) на промежутке времени

[О, т] при значениях безразмерного пар аметр а С!) 1 = 10 (кр ивая 2) и С!)1 = 20
(кривая 3). Для сравнения приведен график функции ЧJо (t ) (кривая 1), полу

ченной в пренебрежении упругими колебаниями оболочки .
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Рассмотр им свободную на краях круговую цилиндрическую оболочку длины

2l, постоянной толщины 2h, которая отнесена к смешанной системе коорди 

нат (2 , ЧJ, у) , где 2 - осевая координата , отсчитываемая от центрального се

чен и я; ер - кольцевая угловая координата; у - координата , о пределяющая

положение точки по толщине оболочки . Оболочка подвергается воздействию

осесиметричной норм альной силовой нагрузки, определяемой ннтенси вно

стью qn (г) . Предполагаем , что функция ч« (г) подчин ена ограничени ям вида

h

Jzlqn(z)dz = Pi и =о, 1). (1)
-h

Ставим задачу об определении такого стационарного распределениясиловой

нагрузки Ч« (г) , при которой обеспечивается оптимально низ ки й уровень

напряжений. В качестве критерия оптимизации примем функционал энергии

упругой деформации оболочки [l]

J1 = j WdV. {2}
(V)

Здесь

\\7 = 2~ [a~, + a~<p + a~v - 2у (аиа<р<р + azzG'IY + vrи:С1'1'1) +
2 2 2 2+ (l + У) (ащ + acpv + а'l2)] (3)

- плотность энергии деформации оболочки; Иц (Ё, j = г, ер, у) - компо

ненты тензора напряжений , представленные через перемещения и1 , Uz, ИЗ,

где индексы 1, 2,3 соответствуюткоординатным линиям 2, ер, У соответствен

но ; (V) - область , занимаемая оболочкой; v - коэффициент Пуассона;

Е - модуль Юнга .

В предположени и линейности закона изменения перемещени й по тол

щине оболочки с учетом осевой симметр и и, т. е.

И1 = ИО (z) + И1 (г) 'У, Иz = О, Из = Wo(z) + W 1 (2) у, (4)

на основе вариационного принципа Ла гранжа [2, 3] можно получ ить следую

щую систему исходных соотношений для определения функций щ , W j (i =
= О , 1) на срединной поверхности (2,;0) оболочки:

d2

u + 4Ь (dW + dW') = о
ах? 6 dx dx '
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d2Ul + 4Ь dWi _ b1 ( + dw )
([х2 в IIX - (i2"" U1 а dx '

d2-.д> 1 dщ Ь9 ( dU ) !-- + - -- - ЬВШ - - Шl + а - т b-qo = О
dx 2 а ах а dx"

d2w1 / 3R2 ) dUl гич; (_ du )
----сгх:г - ЬВ ~ 1 + h2 Шl - Ьо ----CIX-~ ш + а dx +

+ 3Rb7 - О
h qo - ,

(6)

du ~~ 10) + 4Ье [ш (+ [о) + W l (+ [о)] = о.

и кр аевых условий на контуре (го) поверхности (l;o):

dW1 (± 10) = О dlCJ (± [о) + ( [ )_ о
dx ,а dx и1 + О - ,

Здесь ио = uR; шо = wR; аг = xR; ЮО = ас; qn = qoE; R - р адиус среди н

ной поверхности (l;o);

ЗR2 v Ь _ R (l +v) .
Ь1 = a2h2b

8
; Ь6 = 4а (l _ v) ; 7 - ha2 '

Ь = 2 (1. - v) Ь = 2v 4 _ 3R2 (l - v2
)

В а2 ( 1 _ 2v) 9 а (1 _ 2v) а - 4h2

Отметим, что первое из ур авнений (5) с учетом последнего услови я (6)
дает

(7)
du
~ + 4Ье (ш + W1) = О.

Используя уравнение (7), соотношения (5) можно привести к виду

d 2Ul dW1 _ b1 ( dш )
dx2 + 4Ьо ----CIX - az и1 + а dx '

d21CJ i d2w аи ,
- d 2 -- a1 - j 2 - ЙОШ1 + азw- а4 - d- = О, (8)

х (х - Х

где

3R 6R (R - vl!) •
Ql = - h- ; а2 = Ь8 + h2a2 (1 _ v) ,

6R (h- Rv)
аз = a2h2 ( I - V) ; a4 = bg +a1 •

При этом напряжения представляются через фу нкци и U1 , Ш, W1 по формулам

Игг = ~~ М1 I~ , G<pq> = 2
1
h (N2 + 3i\iI2 :2),

Gzф = Gфl' = О,

- _1_ [Q(I)л, 3 lЛ У J - 1 (Q 3М(!) л:\ (9J'ау\,- 2/! УI' I V (i V11+ M2) V , avz- -zh 1+ уг h2 / '

Здесь

!1

М2 = i GЧJ!руdу;
- h

h

Q~J~ = i (1 + ~) O"vvdy;
- /,

h

н, = j О"ЧJq>dу ;
-h

h

М1 = i (1+ ;~ ) yazzdy;
-/1

h

о. = J(1 + ~) avzdy;
- h

h

M~] = j (1 + ~) YGyzdy.
_h



(12)

(13)

Функции н; М1 , М2 , M~l, Q~~, с, определяются через компоненты пе
ремещений по формулам

N и, ( ) м _ D1а
З

(1 - у) ЬВ (dU1 + 4Ь )
2 = 1 _ у2 121 + VW 1 , 1 - 2R dx 61211 ,

л,f О1а
2

(l - у) ЬВ ( + 4Ь 2 dUf ) м( 1) _ Dia (1 - у) dWl (10)
V12 = 21:г. 1211 6а dx' »г - 2/~ dx'

Q(l ) 00 ( ) ' Q ОО ( dw )
уу = 1 _ у2 1211 + VW , 1 = 2 (1 + "1) и1 + а dx '

2Eh 3

где Do = 2Eh; D1 = З ( l - у2)'

Функционал (2) с учетом (9) после интегрирования по ер и "? принима

ет вид

1.

'Jr,R2 S [ 2 (l) ' (l ) 3 (1 - "12) 2 2
J 1 [и 1 , 121, 12111 = Ооа N2 - Qy'V - 2vN2Q yy + h2 (М! + М2) +

-1.

6 (1+ у) (1)' 21]+ h2 (111 '12 - v1l11M2) + 2 (1 + v) Ql dx. (11)

Поставленную ранее задачу об отыска н и и оптимальной по напряжениям

внешней нагрузки можно сформулир овать так: найти экстремали фу н кцио

нала (11) на множестве функций щ, 121 , 1211' qo, удовлетворя ющих условиям

(1), (6), (8). Сформулированную ва риационную задачу можно привести к

задаче на безусловный экстремум для функционала [4]

(
d2wl d2w dU1 ) [ d2u1+ ""1 (х) dx 2 - а1 dx 2 - a2w1 + азw - а4 ----;гх + "'2 (х) (JX2 +

+ 4Ьв :1 - ~; (и1 + а ~~ ) ] + (",,~ + ""gx) (121 + V W 1) } dx,

где "'; (х), A~ (i = О, 1) - множители Лагранжа; qo (х) опр еделяется через
компоненты перемещений последним из соотношений (8) .

Экстремали функционала (12) с учетом (5), (6) удовлетворяют следую

щей системе уравнений в области (L:o):

~;; - а2""1 - 4Ь6 ~:2 + v (",,~ + A~X) + 4qo = О,

Соответствующие экстремальные граничные условия на краях оболочки

имеют вид

Здесь

dЛ1 (± 10) = О
dx '

dЛ2 (± 'о) ~ (l О
dx - а1О/\' 1 + о) = . 114)

Ь 4R й1
2 = -h-; а10 = а - а4 •

При этом считалось, что функция 121 (х) принимает фиксиров анное зна чение

при х = +lo-
Соотношения (8), (13) и условия (1), (6), (14) составляю т замкнутую си

стему уравнений и краевых условий для определения оптима льной нагрузки

t!n (z) и напряженного состояния в оболочке, которое она вызывает .
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где

Общее решение системы (13) имеет вид

1.,1 (х) = eSx [ (СХС1 + ~C2) cos гх + (СХС2 - ~C1) sin гх] +
+ e-sx [ (~C4 - схСз) cos гх - (СХС4 + ~ Сз) sin гх] - а5 Щ + л~х)' ,

1.,2 (х) = eSX (С1 cos гх - С2 sin гх) + е: " (Са COS гх + С4 sin гх) - а6Ч~

qo (х) = eSX [(а'С1 + ааС2) cos гх + (а,С'!, - ааС1 ) sin гх] +
+ e-SX [(ааС4 - а,Са) cos гх - (а'С4 + аsСз) sin гх] - аэ (л~ + л.~х),

- УЬ6 + m . _11 Ь6 gg. Ь4 _ Ь] ЬЗ •
s - 2 ' r - 2 ' о - а2Ь '

2

2 _ а
2
Ьз + Ь1 Ь2 - Ь4 а4а. Ь _ + a2R .

go - 2а2Ь2 ' а - а.з h '

Ь Ь 4aRb6 • Ь 1 -я , Ь"
4 = 1 + --h-' 5 = - -h-' а5 = ь; ;

аэ =

СХ=

а"а '!. + v .
4 '

(Ь! - Ь6а2) s

а2Ь6а4

ЙS=

~ (а '!. - g6) + 2г (2Ьв - щ)

4

Неизвестные постоянные С, (i = 1~), л~, л~ определяются из условий
(1), (14). Используя после этого соотношени я (6), (8) - (1 0), можно н айти

напряженное состояние в оболочке, которое вызывает нагрузка q" (г) .

Н а ЭВЛ\ EC-1022 был проведен численный а нализ полученно го р ешени я
R ]

при v = 0,3 ; h = 20, 40, 60; 10 = О , Ба ; СХ1 = 3 (Р1 = cx1Polo). Резуль-

таты расчета приведены в виде графиков на рис. 1, где кр ивые 1, 2, 3 соот

R
ветствуют значениям т = 20, 40, 60; %/p~

Ра
Р " = +. Из рисунка видно, что дЛЯ О4

рассматри ваемых условий за кре плени я

краев р асп ределение силовой нагр узки

в осевом н аправлен ии п ра ктически опре

деляется линейным законом. При этом

градиентностъ силовой на грузки возра- o'--- --::-::-----:-:--- -!-- --"------,I
R 0,2 0,4 ав 0,8 z/t

стает с уменьшением па раметра h .
Отметим , что оптимальная на грузка , полученная п р и тех же условиях

в рамках классическо й теор и и Кир хгофа - Лява , имеет несколько большую

градиентнсстъ, чем на гр уз ка qn (г). Дл я ср авни ваемых р асчетных моделей

максимальные значения кольцевых на пряжений , которые являются опре

деляющим и , различ аются в п ределах 1 %.
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