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ОПТИМИЗАЦИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ ЭФФЕКТОВ

ПРИ ПОВОРОТЕ ОСЕСИММЕТРИЧНОГО ТЕЛА

ВОКРУГ ОСИ

Ра ссмотрим тонкую упругую цилиндр ическую оболочку конечной длины

1, р адиу са R и постоянной толщины 2h. К краю х = 1оболочки присоеди

нено абсолютно жесткое симметричное относительно оси х тело (р ис . 1),
осе вой момент инерции которого J х - На краю х = О оболоч ка нагружается

осесимметричной равномерно распределенной и изменяющейся во времени

нагрузкой интенсивности q и) , под действием которой оболочка с пр исоеди

ненным телом вращается вокр уг оси х . Суммарный момент внешних сил на

краю х = О относительно точки О определяется формулой М (t) = 2лR2q и).

Уравнение движения элемента оболочки имеет вид

д2и д2и
дх2 -a2дi2 = О, О<х< 1, t> O, (1)

(3)

(2)

до _ Ь2 д2и 1
дХ - (ji2 при х = .

где v = R ~ (х , t) - перемещение точек срединной поверхности оболочки

вокруг оси х ; ~ (х, t) - угол поворота; t - время ; а2 = 2 [с2 (1- v) Х

Х (l + 4с~)гl ; с2 = Р (1 =- у2) ; c~ = :;2; Е - модуль Юнга ; v - коэффи
циент Пуассона; р - плотность материала оболочки. Уравнение (1) р ассм ат

ри ваем при гр аничных условиях

~~ = ер (1) при х = О ,

Здесь

ер (t) = Eh\~J~: е7! q ({); Ь2 = Jх (l + У)
2лR3Еh (1 + c~)

Условие (2) представляет собой ра венство

внешней нагрузки и касательной компо ненты на

п р яжени я на краю х = О оболочки , а у словие

(3) - р авенство напряжения при х = 1 силам

инерции , воз никающим пр и вращении абсолют-

но твердого тела вокруг оси х с изм еняющейся г х

во времени угловой скоростью . Рис . 1
Предполагаем. что в нач альны й момент времени t = О

дu
v = О, -CiГ = О . (4)

Ставится задач а : определить энергетически оптим ал ь ный , т. е. с ми н и 

мальной нормо й в L2 (О, Т) , режим нагружения

q(t)=~ (I+c~) ep(t)= {1 при O<t < T ,
1+У О при f ';;3:T,

который обеспеч ит з а вр ем я Т пово рот системы упру га я оболочка - абсо

лютно твердое тело вокр уг оси х н а з адан ный угол ~*; при {> Т крутильные

колеба н и я или отдельные формы колебаний оболочки отсутствуют . Выпол

нен ие требовани й отсутствия колебан и й пр и Е ;» Т экви валентно условиям

ди
v = и* == R~* , ----аг = О при t = Т. (5)

Кр аевую задачу (1) - (3) приведем к следующей задаче с однородными гра 

ничными условиями:

д2и д2и
дх2 - а

2
дi2 + 0+ ( х) (j) и) = О , (6)
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~ = О при х = О,
дх

~ -~~=O при x=l.
дх а2 дх2

(7)

(8)

Здесь б+ (х) - обобщенная дельта-функция .

Решение задачи (4), (6) - (8), полученное методом разделения перемен

ных, за пишем в виде

I 00 [ t ]
V (х, t) = ~ S(t - '"С) ч (-r) d-r + ~ ~ Sср (т) sin /-1т (t - '"С) d. COS f.Lmх,

а ~ ~m а
о т=l О

(9)

где fLm - кор ни характеристического уравнения

~l . 2
fLml cos fLml - --gг SШ ~tml = О; dm = 11 sin fLmx 11L,(O,I)

- коэффициенты р азложения в ряд по собственным функциям задачи cos ~tmX

функции б+ (х). Дифференцируя V (х, t) по вр емени t , получаем

~~ = :gSср (т) d. + f ~; [5 ср (t) cos ~~m (t - '"С ) d.] cos fLm X' (10)
о т=l О

Ограничимся при решении краевой задачи конечным числом m. Тогда и з

услови й (5) следует, что соответствующая этому приближению функция

ер = epN должна удовлетворять следующим моментным равенствам:

т 2 Т

~ (I-+-)СРN(t)dt= ~o~ , ~ epN(t) Sin [1; (T-t)dt= О, (11)
о о

т

~ CPN(t)dt = О,
о

т

j CPN (t) COS f~n (Т - t) dt = О,
о

m= 1, N. (12)

Равенства (11) обеспеч ивают поворот на заданный угол вокруг оси системы

оболочка - жесткое тело, а равенства (12) - гашение N гармон ик крутиль

ных колебани й .

Задача управлени я свелась к определению функци и CPN (t), доставляю

щей ми нимум функционалу

(
Т )1/

I l срN l lцо , т ) = Jcp~(t) dt 2

при условия Х (11), (12). Решение этой задачи получим, использова в методи 

ку, изложенную в работе [1].
т

Введем обозначения: еР! (t) = 1, 'Ф2 (t ) = 1- ( '

~)2m+ l (t) = sin flm (Т - [), 'Ф2m+2 (t) = cos i-Lm (Т - t),
а а

Аn =О (m= 1, N+l; n = 3, 2N+ 2)

и условия (11), (12) за пишем в виде

т

j 'Фn (t) CPN (t) dt = Аm n = 1, 2N + 2. (13)
о

К семейству фун кци й l'Фn (t) }i N+2 применим процесс ортогонализации Гр ам
ма - Шмидта, т. е . в ведем функции
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n-l

Ч'n(t)='Фn(t)- L ЛnmЧ'т(t), n= 1, 2N + 2,
m=1

(14)



где

т

(11)", ЧГт) = j 'Ф" (t) ЧГm ([) dt.
n

(15)

Семейство функций (ЧГ" (t) )iN+2
ортогонально на промежутке [О, Т]. Момент

ные равенства (13) путем линейного преобразования приводятся к эквива

лентным им равенствам вида

т

~ЧГ,,(t)q>N(t)dt=Кm n= 1, 2N+2. (16)
о

Рис. 2

2

(18)

п-l т

- ~ "'пm j Ч'т и) CPN и) dt .
т=l n

Подставив сюда вместо интегралов их

выражения (13), (16), получим систему -4

уравнений (17).
Искомое решение задачи управле-

ния может быть записано в виде [1] -б

2N+2 К"
q>N (t) = "\' ч' Il'.) '1'" (t)..LJ (Ф n

=1

Здесь К" оп ределяются из решения си

стемы линейных уравнений

п-l

): "'nтКm+К,,=Ап, (17)
m"'=!

Чтобы убедиться в этом, умножим ле

вую и правую части формулы (14) на

CPN (t) И проинтегрируем от О до Т:

т т

~ ЧУП (t) CPN (t) dt = j 'Фп (t) CPN и) dt-
n n

в частности, при N = О получим функцию СРо и), которой соответствует на

гружение, обеспечивающее поворот рассматриваемой системы как абсолютно

твердого тела на угол ~*' В этом случае

ЧГ1 (t) = 1, '1'2 (t) = -2] - -Т{ , К1 = О, К2 = и*а
2

(19)
ссоТ

и по формуле (18) имеем

СРо (t) = 6 ::~: (1 - 2 -+-) . (20)

Схема построения решения задачи такая, что для получения каждого

последующего приближения к семейству функций '1'" (t) и константам КП
предыдущего добавляются новые, определяемые формулами (14) и из ре

шения уравнений (17) соответственно. Так, при N = 1 наряду с функциями

ЧГ1 ([), ЧГ2 (t) И К1 , К2 , заданными в виде (19), получаем

'I'з (t) = sin ОО1 (1 - -+-) - "'32 (+ - -+-) - ЛЗ1 ,

ЧГ4 (t) = cos (й1 (1- -+-) - "'4З sin (й1 (1 - -+-) + ("'4З"'З2 - "'42) (+- +-) +
+ "'4зЛЗ1 - "'41,
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где Ю1 = I-L1
T определяется формулами (15). Тогда функция управления
а

ЧJ1 (t) имеет вид

ЧJl (t) = ЧJо (t) - v.a
2 l ."32 чr3 (t) - Л4З~32 - Л42 чr4 и)1. (21)

с!.оТ ( ЧJ з , 'Уз) (ЧJ4' Ч!4) J
На рис. 2 показ а но изменение функции ер1 (t) на промежутке времени

[О, т] при значениях безразмерного пар аметр а С!) 1 = 10 (кр ивая 2) и С!)1 = 20
(кривая 3). Для сравнения приведен график функции ЧJо (t ) (кривая 1), полу

ченной в пренебрежении упругими колебаниями оболочки .
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ОПТИМИЗАЦИЯ СИЛОВОЙ НАГРУЗКИ

В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ

С конвчноя СДВИГОВОЙ ЖЕСТКОСТЬЮ

Получено

06 .01.83

Рассмотр им свободную на краях круговую цилиндрическую оболочку длины

2l, постоянной толщины 2h, которая отнесена к смешанной системе коорди 

нат (г , ЧJ, у) , где z - осевая координата , отсчитываемая от центрального се

чен и я; ер - кольцевая угловая координата; у - координата , о пределяющая

положение точки по толщине оболочки . Оболочка подвергается воздействию

осесиметричной норм альной силовой нагрузки, определяемой ннтенси вно

стью qn (г) . Предполагаем , что функция ч« (г) подчин ена ограничени ям вида

h

Jzlqn(z)dz = Pi и =о, 1). (1)
-h

Ставим задачу об определении такого стационарного распределениясиловой

нагрузки Ч« (г) , при которой обеспечивается оптимально низ ки й уровень

напряжений. В качестве критерия оптимизации примем функционал энергии

упругой деформации оболочки [l]

J1 = j WdV. {2}
(V)

Здесь

\\7 = 2~ [a~, + a~<p + a~v - 2у (аиа<р<р + azzG'IY + vrи:С1'1'1) +
2 2 2 2+ (l + У) (ащ + acpv + а'l2)] (3)

- плотность энергии деформации оболочки; Иц (Ё, j = г, ер, у) - компо

ненты тензора напряжений , представленные через перемещения и1 , Uz, ИЗ,

где индексы 1, 2,3 соответствуюткоординатным линиям г, ер, у соответствен

но ; (V) - область , занимаемая оболочкой; v - коэффициент Пуассона;

Е - модуль Юнга .

В предположени и линейности закона изменения перемещени й по тол

щине оболочки с учетом осевой симметр и и, т. е.

И1 = ИО (z) + И1 (г) 'У, Иz = О, Из = Wo(z) + W 1 (2) у, (4)

на основе вариационного принципа Ла гранжа [2, 3] можно получ ить следую

щую систему исходных соотношений для определения функций щ , W j (i =
= О , 1) на срединной поверхности (2,;0) оболочки:

d2

u + 4Ь (dW + dW') = о
ах? 6 dx dx '
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