
Рассмотрим фун кцию БТ = Т - T(Mj. Очевидно, что Т и Т(М), а вслед
ствие этого и оТ удовлетворяют уравнению (1). Поскольку к решениям урав

нени я (1) применим принцип максимума [7], то максимального значения

I оТ I дости гает на границе х = о. Для оценки этого максимального значе

ния рассмотрим функцию

V (у) = [-h! дТд(М) I - (Т(М) Ix=o- to) N (у)] . (20)
о х х=О

Подставив сюда Т - о Т вместо Т(М ) и использовав условие (2), получим

1 дБТ IV (у) = оТ Ix=o N (у) - - h- -д- . (21)
о х х=О

Учитывая, что на повер хности х = О Функция оТ и ее производная
дБТ

-д' разных знаков , а также то, что [3] тах 'V(у) I> тах I оТ 1, на ос-
Х уЕ [ - h; h ] y~[-h;h]

новании формулы (21) можно утверждать следующее: Функция V (у) позво-

л яет оценить ма ксимальную погрешность Т(М) и выбрать тем самым опти
мал ьную величину М для численных расчетов с заданной точностью .
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ОПТИМИЗАЦИЯ УСЛОВИЙ ВЫХОДА НА УСТАНОВИВШИЙСЯ

РЕЖИМ КОЛЕБАНИЙ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ

Рассмотр им изотропную оболочку вращения постоянной толщины 2/1, кото

рая находится под воздействием периодической во времени внешней нагруз

ки , определяемой ч астотой со и и нтенсивностью fp = (Pl. Р2 ' Рn. m1• т2 1 .

Пр нмем, что на промежутке времени О < т ~ "1 компоненты силовой (Pi)
и моментной (mi ) на грузок я вляются искомыми Функциями координат и вре

мени (функции упр авления), а для" > "1 - заданными функци ями коор

динат. Представим силовую нагрузку в виде

fp (a , ~, т) = f~(")f;(a. ~) ei"H (1)

и предположим, что ее амплитуда мало изменяется в пределах периода ко

лебаний, т. е.

(2)
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Тогда систему уравнений движения [3] для определения напряженно-дефор
м ированного состоя ния оболочек вращени я пр и заданной внешней на грузке

(1 ), сформулированную относительно усилий н; н; 5 12 И моменто в М1 , М 2 •
Н12 , мож но за пи сать так :

L (t ) д
2

и , k дЧr! (1 2 k 1 2) iu)l;
1 о- = Р1 д.2 Т Р2 1~ - PIPI + 1mlml е •

ь, (f 0-) = ~~ [ д: (В д;~! )+ :~ (А д;~: )]-
e l UH (m:дBm~ m~дAm~ ) a2w I 2 iu)1;

- АВ да + д~ + Р1 д.2 - рnр"е . (3)

2 -
Здесь to- = ( н; N2, 512' М1 , М2 , Н12 ) ; Р 1 = 2hp', Р2 = зh3р; L i (i = 1, 3)-

известные дифференциальные операторы первого порядка; р - плотность

материала оболочки; а, v, w - компоненты перемещений срединной повер х

ности оболочки ; 1'J'1 . 1'J'2 - углы поворота ее элемента вокруг касательной к

лини ям ~ = const, С(, = const ; А. В - коэффициенты первой квадрати ч ной
формы срединной повер хности ; k1 • k2 - ее главные кривизны .

Функции ИСКОМОГО решения to- представим в виде

f = f e i <utu u , (4)
..... -- -- ,.-. ......, ,... -- - - ,.-.
f(J = {N1, н; 5 12 ' М1 , М2 , Н12 } , tu= {а , v , w)

и по аналогии с услови ем (2) примем, что

I
д! о I -
а:с 1« со [t о- [,

I ~ /« COlful,

(5)

Подставля я выражения (4) в ур авнения движени я (3). пр енебрегая вел и чи

нами дfjд1: и д2t:lд1: 2 по ср а внению с wfu И (f)2tu ' после со кращения на e
i blt

получаем приближенную систему ур а внений

L (f- ) о - k 2.&' 1 2 k I 2
1 о = - Р1оо -а - Р2 1(0 v l - PIPl - 1m\m j,

(6)

1 (m:двmт m~дAm~ \ 2:: I 2
- АВ да + д~ j-P1(f) W- РnРn ,

решение КОТОРОЙ , согласно принятой р анее терминологии для задач электро

динамики [2], будем называть квазиустановившимся режимом колебаний .

Системы уравнений (3), (6) необходимо дополн ить соответствующего

вида начальными и гр аничными услов и ями.

Ставится следующая задача о птимизации . Для фиксированных частот

колебаний , граничных и начальных услови й в течени е промежутка времени

О < 1: ~ 1:1 выйти на зада нный установившийся режим силового нагр уже

ния с помощью таких функций управления Pl' т. , при которых нап ряженное

состоя ние оболочки вращения было бы оптимально близким к напряженному

состоянию, соответствующему квазиустановившемуся режиму колебаний.
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В соответствии с этим примем в качестве критер ия оптимизации фун к

ционал

где

т

1 = J10d.,
о

- -1 SS / 1 - v
2 {r ]'210 - 2 '" D

o
! Re (N1 - N~) + i [1т (N 1 - Nn ]2 +

( L )

+ 2 [Re {5и- 5 ~2)P + 2i [ 1 т (512- - 5~2)]2 + [Re (Nz - N2)j2+
+ i [1т (N2 - N2)]2} + ~l {[Re (М 1 - M~) J2 + i [Гпт (1\11- М1)]2 +
+ 2 [Re (НИ - Hi2)] 2+ 2i [Ггп (Hl2- Hi2)]2+ [Re (1\12- М2) ] 2 +

+ i [1т (М2 - M~) ]2)>ABdad~ ;

(7)

н; = N jei"H; 5 1"2 = Sl2eiWT; м; = M / iwc; Hi2 = H12eiW't (j = 1, 2);

Do = 2Eh - жесткость на растяжение; D1 = 2Eh3/3 (1 - '\)2) - изгибная

жесткость; '\) - коэффициент Пуассона.

Искомые функции управления определяются методами в а р иационного

исчисления [1] из условия минимума функцион ала (7), заданного на мно-

жестве допустимых функций ta, t~, удовлетворяющ их соотношен иям (3), (6).
В качестве примера приведем решение сформулированно й выше задачи

для длинной цилиндрической оболочки радиусом R, находяшейся в нач аль

ный момент времени т = О в состоянии покоя, а на промежутке времени

О < т ::;;; "1 нагружаемой равномерно распределенной по повер х ности нор -
u u V I (т) iW1 П

мальнои силовон нагрузкои Рn = р.; т е . ри т > .1 интенси вность си-

ловой нагрузки постоянна и равна рь». Необходимо определить такой за -

кон изменения функции управления p~ (т), при котором в течение времени
О < т ::;;; .1 напряженное состояние оболочки было бы оптимально близко

к напряжен ному состоянию, найденному в квааиустанови вшем ся п р и бли

жении .

для рассматри ваемого случая нагружения в условиях плоской дефор

ма ции имеем Р! = Р2 = О, m1 = m2 = О, 512 = О, Н12 = О , '02 = О, и =
D

= v = О, N z = R (I ~V2 ) W. Системы уравнени й (3), (6) сводятся к двум

ур а внениям:

d
2N

2 л, bN _ _ 1_ - О
d,2 I 2 Р! Рn - ,

N2- арп = О,

а минимиэируемый функционал (7) можно записать в виде

? 'с,

/= 's-;ov- 5[(Nz -N2+N2- N;У-i(N2- N; -N2+N~)2Jd" .
о

(8)

(9)

(1О)

(11)

Здесь а = I/ P1 (Ь - <02) ; Ь = Do/PlR
2 (1 _ у2) . Черточ кой сверх у обозначе

ны комплексно -сопряженные вели чи ны .

Из необходимого условия экстремума фуик ционала (10), пр и нима я рав

ным и нулю значени я вар иаций допустимых функций на границе области

и нтегрирован и я, с учетом уравнений (8), (9) и аналогичных им соотношений

на комплексно-сопряженные величины получаем

(
d2 I (d2 ' ] _
d.2 + Ь ) Iар! ----:F(2 + Ь ) - 1 Re N2 - О,

(::2+ (2)[гп N2 = О.
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Искомое распределение оптимальной силовой на грузки опр еделяется

на основани и уравнений (8), (11 ) по формулам

Re P~ = РnО r. sin2 оэт - cos оп (аl j~b sin сот - Ь1 COS (J)'t) ] ,

1 • [· lIЬ . (Ь ' ) ]1т р.; = Рnо sш сот аl -Сй- sш шт - 1 + S lП сот COS шт ,

где коэффициенты а1 , Ь1 найдены из нулевых начальны х условий на функцию

N2 и ее пер вую производную, а также условий, обеспечивающих при 1" > 1"1

установившийся режим к олебани й с амплитудой РnО .

Р езультаты численных исследовани й по определению оптимальной ин

тенсивности силовой нагр узки при переходном режиме (12) приведены на

рис . 1. Сплошная ли ния ~OOTBeTCTByeT fl, (cJ-UJ')!'I;

4 уь -_ 5' штри- .fJпо
п ар аметрам (J)'t1 = 'сй '

Р;/РПО

ховая - (J)'t1 = 5, ~b = 5; штрихпунктирная - огг , = 5, "': = 10. На
·Vb

р ис . 2 показано расп ределение осевых усилий N2 для (J)'t1 = 4, - - = 5,
со

соответствующих ударному изменению и нтенсивности силовой на грузки

(штриховая линия ) и оптимальному , определяемому формулой (12) (спл ош

на я) . Из сра внени я приведеины х да нных видно , что за счет оптим иза ци и

переходно го режима сило вого нагр ужен и я мож но з начительно уменьш ить

динамические эффекты .
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