
Отметим, что полученные в данной работе условия на параметры ин

ду кционного нагрева в силу погр анслойного характер а а симптотического

представлени я решени я задачи (1) - (3) могут быть использованы и дл я

других , отличных от рассмотренной , схем индукционного нагрева пла стин,

а также оболочек.
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в работе [2] выведены интегральны е ура внения задач нестационарной тепло

проводно сти для полосы и слоя с р азр езами, р ассмотрены некоторые из них

и найдены их решения .

Пусть полоса з анимает обл асть Iх I < 00, о ::::;;; у ::::;;; h, I г I < о . Пред

полагаем , что между боковыми поверх ностями полосы и окр ужающей средо й

происходит симметричный относительно среди н ной плоскости г = О тепло

обмен по закону Ньютона. Пусть в такой полосе имеется N разрезов, пр о-

ведеиных вдоль гладки х непересекающихся ЕрИ8ЫХ Е , (i = 1, N ), не выходя

щих на гран и полосы. Температурное поле Т (х , у, '), удовлетвор яющее

уравнению теплопроводности

д2Т д 2Т 1 дТ
дх2 + ду2 -х

2
Т - Т ах = -х

2
Те , (1)

начальному условию Т (х, у , О) = О и одному из граничных услови й на гра

ня х полосы

'v = 1, Т (х, О, () = т' (х, ' ),

'v = 2, дТ (х, у , () I = q' (х ')
ду у=О "

'v = 3, дТ (~ у , t ) I = q' (х, ' ),
у у=О

м на ра зрезах L i

т (х, h, () = ун (х, (),

дТ (х , у , () I "( ')= q х ,
ду u=" '

т (х, h, ') = Т" (х, t)

(2)

(3)

представим в виде

Т(х, у, t)=T*(x, у, t)+To(x, у, '), (4)

где То (х, у, ') - решение неоднородного уравнения (1) для полосы без

трещин с граничными условиями (2), которые определяются известными ме

тодами [4].
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Из представления (4) следует , что Т* (х, у, t) должно удовлетворять од

нородному уравнению (1) и одному из граничных условий на гранях полосы

v = 1, Т* (х, О, t) = Т* (х , Е , t) = О ,

v = 2, дТ* I = о дТ* I = о (5)
ду у=О ' ду y=h '

V = 3, aJy* 'у= о = О, Т* (х, h, t) = О
и на i -M разрезе

Т; (ао, t) = f± (ао, t),

где обозначено :

(6)

(7)
Здесь'

[г (ао, t) = Тг (ио, {) - ТО (ао, t);

± ( t) - _1 *( t) _ дТо (00' /)g ао , - А q, ао, Оan i

( t)
_ дТо (о , /)

gi ао, - - д О
n i

Таким образом, задача об определении нестационарного температурного

поля в полосе с разрезами свелась к нахождению функции Т* (х, у, t), удов

летворяющей однородному уравнению (1), граничным условиям (5) , (6).
Представим Т*(х , у , t) в виде

Т* (х, у, t) = Ф" (х, у, t) + ЧГ" (х, у, t).

N t

Ф"(х,,lj, t)= 4~ ~sSЧJ~ ~' 1:Т) R,, (rj ,mk, t-ce)dad-r, (8)
}=1 L;O

N t

ЧГ,,(х, у, t)= /)~x ~S S'i:~~;; R~(rj.mk, t- rr;) dаdт. (9)
}= 1 L

j
О

Функции Ф" (х, у, t) и ЧГ" (х, у, t) являются решениями однородного ур авне

ния (1), удовлетворяют граничным услови ям (5), обладают свойствами по

тенциалов простого и двойного слоев [2]. Интегральные уравнения для

определени я неизвестных CP i ( а, т) , 'Фi (а, т), полученные путем удовлетворе-

ния граничным условиям (3), имеют вид

N t

2~ l:S S ЧJ;~1:1:) R,,(rij .mk, t-1:)dad1) =
{=I L

j
О

N 1

1 ~SS1р! (а, 1:) 1 ) , d п -=- 4л;Х ~ и -т)2 Rv(r i j,mk, t-т; а1: а + i (ао, t)+fi (ао , t) ,
}=! L

j
О

'Фj (ао, t) = п (ао. t) - [! (ао, t),

N t

8~X ~S S[ дд~ !~(r ij ,mk, t-.)- 'Фj(а, t)I~(ri j,mk ' t-се)J (/ ~d1:~2
}=I L

j
О

N t

- 8~X ~ S'Фj (а, 1:) I~ (ri j jmk, t - 1:) (t ~1:"t ) 2 1:; =
j =1 О

N t

1 ~SSq> j (а, 1:) R2 ( += 4л;Х ~ (/ _ т) 2 v rij.mk, t - Т) dTdCJ + gi (ао, t) +gi (ао, t),
}=1 'л?

(10)

(11 )
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где

00

R~(Г{ j .тk , t-,;)= 2: E1(v, k) [ R(ГЧ. lk , t-"';)Г /i . l k siП СЧ ; . lk+
k= - oo

(12)

(15)

00

R~(ri ; , тk, t -,;)= ~ E1(v, k) [R(rii. lk, t -,;) r i ;,lksin cx,~; ,l k +
"=-оо

00

J~ (r i ; ; тk' t-.)= ~ E1 (v , /~)[R(r i i,l k, t-';)Гi ; ,l k сОSсх,~ j.lk+
"=-оо

R (Гi ;,тk, t -,;) = ехр [4X ~; ;::\) - х2Х (t -,;)].

Остальные обозначения приведены в р аботе [2J.
Теорема 1. Если все Е, лежат на одной прямой, пер пенди кулярной 1(

гр а н ице полосы, а фун кции п, г: и gt, g i удовлетворяют услови ям

f t (ай , t) = - fi (ао, t) = f l ( ао, t), gt (ао, t ) = - gi (ао , t) = - gl (ao,t) ,

(1 6)

то системы интегральных уравнени й (1 0), (11 ) имеют соответственно решени я

<PI ( сто , t) = О, 'Ф I (ао, t ) = 2f l (ао , t ), (PI ( ао , t) = 2g1( ао, t) , 'Ф I (сто , t ) = О .

(17)

Д о 1( а з а т е л ь с т в о. Из условия , что L{ лежат на одной прямой,
u • О

перпендикулярнои 1( гр анице полосы, пол учаем ali ,lk = cx, 1;,2k = a ij,lk =

= а?г.2" = О. Учитывая это , из фо рмул (12), (13) находим R~ (rl j.mk , t - Т) =
= О , R~ (r ii ,mk, t - . ) = О . Эти соотношения вместе с условием (13) при во
дят системы интегральны х уравне ний (1 0), (1 1) к однородным системам

относительно функций (PI (ао , t) , 'Фi (ао, 1) соответственно , имеющим нулевые

решени я ввиду еди нственности решени я задачи теплопроводности . Этот

факт вместе со вторым и соотношени ями (1 0), (11) приводит 1( выражениям

(17), что и до казывает теорему.

Аналогичные теоремы справедливы дл я инте грал ьны х уравнений не

стационарной теплопроводности для полуплоскости с р азрезам и , полу

чающнхся из соотношений (10) , (11) п утем устрем ления h к бесконечности .

П р и этом граничные условия пр и 'v = 2 и v = 3 сов падают . Поэтом у в даль

нейшем для полуплоскости будем считать, что v принимает значения 1, 2,
а все Е, лежат на прямой, перпенди куля рной к гр анице.

Если к системам и нтегральны х у р авнени й (1 О), (11) пр именить теоремы

о пер ационного исчисления, то легко получить интеграль ные ур ав нения

стационарной теплоп роводности для полосы и полу плоскости. Теорема 1 и в

этом случае сохраняет свой смысл, только в соотношени ях (1 6), (1 7) все ве

личины следует считать не з а в и с ящими от времени .

Р ассмотрим слой , занимающий область I х I< 00 , Iу I < 00, о:;:;;; г :;:;;;
:;:;;; /1 И содержащи й N непересекающихся повер хностных разр езов 5• (i =

1, N ). Предполагаем, что повер хности 51я вляются повер хностя м и Л япу-
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(18)

нова. В дальнейшем всеобозначения примем такими, как выше. При этом

все велич ины следует р ассматривать как функции пространственных коор
динат х, у , г, а вместо Е , подразумевать области 5 i .

Аналогично, как в плоской задаче, представим температур ное поле

Т* (х , у , г, t) в виде

Т*(х , У, г, t) = ll7 ,,(x, У, г , t) + Q,, (x , У , г , t),
где

N t

W,, (x, У , г; t) = 8Л~-'tX. l:j 5Wj(5,:; . Rv(r /,mk, t- o:) do:ds;
/=1 S. О (t - Т) -

J

N t

Qv(x, У , г , t)= _ ~ l:j j (j)j(5 , ~; R~ (r/ .mk, t-T) do:ds.
1 6nХ nХ ;= 1 S. и (t - Т) ,

J

Из грани чных услови й (6) с учетом свойств [3] функций У\7" (х , У, г, t ),
Q v (х , у, г , () для определения Ш/, (;)j получим системы интегральных уравне

ний

N t

1 'v 5j W / (5. Т) R ' ) d d
>1 LJ чс ":" (r ij,mk, - о: о: 5 =

4n r nХ ;= 1 S . О (t - Т) ,
J

N t

1 ~55wj (5, Т) R1 f+У ' LJ '/, " (г i /,mk, t - 0:) ахаз + i (50'
4n nХ j=1 з, О (t - Т)

I

+ fi (so, t ), (;)1(50' 0:) = f t (50, t ) - fi (50' t ),

t) +

( 19)

N I

~ _2.:5 5(j) j(5 , ;~ I,,(r ij ,mk, t - -r: ) do:d5 =
4n nХ j = 1 5 . О (t - Т) ,

J

N t

,. ,~ . ~55Wj (5, :) R~ (r n .tnk, t - 0:) do:d5 + gt (5o, t ) - gi (5o, t); (20)
'1:<: I ПА j=1 S . О (t - Т) 2,

Ш; (5o, t) = g i (So, {) - gt (5o , t),
где

00

Rv (J'i ;,mk, { -Т) = .:.: г.ь, k)[R(r iJ,lk, t -о:)+Е2(v)R(Г i / , 2k, t -T)];
k= -oo

I ~ [ aR(r i j; lk' t - 1:) r aR (ri /,2k' t - 1:) l .
R" (r i; ,mk, t - 0:) = 1..J E1 (v, k) д + 1: 2 (v) , •

k=-oo п. , дn ; J
2 aR" (Ti ;,mk' t - 1:) •

Rv(r i j ,mk,t-L) = дn~ ,

дR~ (rI;,mk' t - Т) ( г7; m;' )
l,, (r i ;imk, (- о:)= дn~ ,R(rij,mk, ' - с) = ехр - 4хи'- 1: ) .

Теорема 2. Системы интегральных ур авнени й (1 9), (20) имеют соот

ветственно решения

Ш; (5o, t) = О , (U i (50 , t) = 2fi (so, t ),

Ш; (5o, t ) = 2g i (5o, t) , (;);(5o, t) = О.

пр и условии , что все разрезы 51лежат 8 одной плоскости, перпенднкуляр ной

к грани це слоя, и

f t (So, t) = - fi (so, {) = fi (50' t), gt (so, t) = - gi (5o, t) = - е; ; (5o, ().

Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 1.
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Теорема 2 справедлива для систем интегральных уравнений в полубес

конечной (h = 00) области и р асп ростр аняется на интегральные уравнения

стационарной тепло проводности для слоя и полубесконечной области с раз

р езами. Случай бесконечных тел с разрезами р ассмотрен в работе [1].
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ИССЛЕДОВАНИЕ БЕСКОНЕЧНЫХ СИСТЕМ УРАВНЕНИй,

ВОЗНИКАЮЩИХ В ЗАДАЧАХ ДЛЯ твп

С НЕОДНОРОДНЫМ ТЕПЛООБМЕНОМ

Рассмотрим тонкую ортотропную полубесконечную пластинку х> о , на

греваемую путем конвекти вного теплообмена по зоне Iу I~ h повер хности

х = О внешней средой тем пературы to = сопst и теплоизолированн ую по

остальной части этой повер х ности. Через боковые поверхности г = ±&
также осуществляется конвективный теплообмен со внешней средой нулевой

температуры . Предполагается, что температура. пластинки на бесконечности

равна нулю.

Для определения установившегося температурного поля в пласти н ке

имеем уравнение теплопроводности [5]
6.Т = у2Т (1)

и граничные условия

ддТ I = ho(Т 1.1'=0- to) N (у),
х .1'=0

т 1.1'''' '''' =0,

(2)

(3)

где

k =l:JL ·
1/ "'х '

а

ho=+ ;
х

x2 = ~.
"'хО '

(4)

~< O,

Л/ - коэффициент теплопроводности вдоль оси j (j = х, у,); az - коэффи

циент теплоотдачи с боковых повер хностей г = + б; ао - коэффициент теп

лоотдачи с области нагрева повер хности х = О пластинки ;

\

о,

N (у) = S_ (у + h) - S+ (у - h); S± (~) = 1/2+ 1/2' ~ = О ,

1, ~ > O.

Применяя интегральное преобр азование Фурье по у к выражениям

(1) - (3), соответственно получаем

d2'f' 
dx 2 = "(2Т,

dT I - -
dx .1'= 0 = е (11) - f (11),

fl .1' ... ос = о,

(5)

(6)
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