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РАСПРОСТРАНЕНИЕ АКУСТОЭЛЕIПРИ4ЕСКИХ ВОЛН

В ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКОМ ПОЛОМ ЦИЛИНДРЕ И СЛОЕ

Исследован и е акустоэлектр ических волн Лэмба в анизотропном плоском

слое принципиальных затруднений не вызывает (задача разр ешима в экспо 

нен циальных фУНКЦИЯХ) , хотя анализ дисперсионных соотношен и й доста

точно трудоемок и вряд ли ос уществим без привлечен и я ЭВМ [1, 3, 4, 6,7,
11] . в то же время при изучении гармонических колебаний и волн 13 полом

цил индрич еском волноводе из пьезоэлек трических материалов огран ичив ают

ся частными случаями симметр ии фи зическ их свойств [1, 10, 11] либо одно

мерными задачами [2, 5], допускающими решение через цилиндрические

функции .

В настоящей статье рассматр иваются осесимметричные а кустоэлектр и 

ч еские волны в поляризованном по толщине полом п ьезок ер а м ич еском ци

л индре и как случай - плоском сло е. Амплитуды бег ущих волн представ

ляются степ енными р ядами по толщинной координате [9], коэффициенты

которых определяются из рекуррентных соотношений .

Р ассмотрим полый пьезок ерамический цилиндр с вн еш н им R + h и

внутренним R - }! радиусами (2h - толщина) . Осесимметр ич ные уравн е

ния движения и электростати к и в цилиндрической систем е координат r,
<р, г [6, 9] имеют вид

да" 1 до,. д2и
дГ + -г- (с . . - (J rr c,c) + ---а:;- = Р д/ '

до,. 1 до• д2и •
дГ + --;:- агг + ----az = Р дt2 '

го, + го, _ О
дГ (jZ- ,

Е =_ дф
r дг

Е=z

ди,
е" = ----а;- , дuz ·

егг = (jZ'

где и" и• - механ ические смещения; а,,, а ср ср, а гг, а,г и е,,, eq: qJ , е гг , е" - на

пряжения и деформации; 'Ф - электростатич еский потен циал ; D" Dz и Е"

Е• - компоненты векторов электрической индукции и напр яженности соот

ветственно. Определ яющие соотношения радиально поляризованной пьезо

к ерамики (класс 6mm ) замыкают систему О ):

а., = л ззе" + Л1З (еЧJ ЧJ + Си) - лззЕ"

(JqJrp = Лlзе" + Лllеrprp + Л12еzz - л1зЕ" (2)

агг = Лlзе" + л12еqJqJ + Лllеzz - л1зЕ"

Т), = лз:;е" + л1з (eq:;qJ + егг) + еззёоЕ"

Dг = 2л15е,z + с,l1 'гоЕг'

Здесь использованы обозначения: л~i - упр угие модули; л~i - пьезомодул и;

C,~ic,o - абсолютные значения диэлектрических п рони цаемостей (в ер хние
индексы оп ущены) .

Боковые поверхности r = R + h свободны от каких-либо механ ических

воздейств ий и покрыты бесконечно тонкими. электродами, которые з акоро

чены. Гра ничные условия в этом случае запишутся 13 в иде

а" (R ± I~, г , t) = О , а,. (R + h, г, t) = О , qJ (R ± h, г, t) = О . (3)
Пусть вдоль цилиндр а расп ростр а няется осесимметрична я волна

{ ер , и" Иг ) = ~ Re {V ~ B~O), B~l ) , В~3)} ХnhеХРi(kZ -(i)t) (4)
n=о

с к руговой частото й со и волновым ч ислом k .
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Подставляя решение (4) в уравн ения (1 ), (2) и прир авнив ая к нулю коэф

фициенты при один а ковых степенях х, получаем рекурр ентные соотношен ия ,

позволяющие выра зить неизв естные В(2m) , в(:;'), ... через шесть п ервых:

(1~ -1- 2) (n -1- 1)a1B~~2 + (n + 2) (n -1- 1)a6B~~2 =
= - (2n + 1)(n + 1)8alB~~1 - (n282О1 - ~202 - 820.1 + Q2) B~I)_

- (~~2 _ ~202) 8 ( 2B~~1 + eB~!2-2) + (n -1- 1) ~04B;:+ 1 -1-

+ 8~ [21104+ 05 ] В~З) - (11 + 1) 8 (21106 -1- О,) B ~,0+1-

- (11 е2 [ (n - 1)06 -1- 07] - ~2a8 ) B~O ) + 8 2~08 (2B~°2-1 -1- eBJ(1~2) , (5)

(n -1- 2) (n -1- 1) Ь1В~З+2 = - (2n + 1)(n -1- 1) еЬ1в~З2- 1 - (n2f} b1- ~2Ь2 +- Q2) В;;) 

- (Q2 _ ~2b2) е (2В;;2- 1 -1- eB~2-2) - (n -1- 1)~ЬЗВ~~ l - e~ [211 Uз + И4] В;,I ) -

- c;2~ [(n - 1)ИЗ + [)4] B~I2-1 - (n + 1)~b5B~~ 1 - 8~] 2nИ5 + Ив] B~O) -

- 82~ [(n - 1)И5 +ИвJ B~°2-"

- (n -1- 2) (n + 1) с1в;,о+2 + (n -1- 2) (n -1- 1)c5BJ;1{'2 = (2n -1- 1)(n + 1) 8С1 В;,0+1 -1-

-1- (. 9 2 r" ) В (О) 1'2 ( 2В (0 ) л, В ( О ) ) I ( -1- 1) l' В(З) I,n-8 С1 - I';С2 n - (;: '" С2 п- l I 8 п-2 , n "'С3 п+1 ,

-1- 8~ [ '2nсз +- с41 B ~,3 ) -1- e2~ [(n - 1)сз + с41 B ;;~1 - (n + 1) е (211Сз -1- Св) B~~ I -

r 2 [( 1) -1-] 1'2 \ в,l ) -1- у 2 (2 в (1 ) I B(I» )- - \118 n- С5 Св -"' C7 J 11 8 ", с , n- I , 8 11- 2 .

Здес ь введены обозначения:

г - R h
Х = - h- ; Е = т ; ~ = kh ;

::-:

к , (r ) = я , (Х):

01= ~l з з: 02 = Ро 5 5 : 0 .1 = ~ll 1 ; 04 = ~113 -1- ~lo.); а.; = ~l lЭ - Р 12 :

Gt; = ~зз; а7 = '%33 - '%13; йр. = ;-~ E); Ь1 = ~J .j 5 ; b~ = ! l ' l ~

И.з = ~11 3 + !-LЗ5: И4 = ~11 2 + f.t55: И5 = %13 + %15 ; Ив = ~15; С 1 = - 8з .1 :

С2 = - 1011; С3 = Х13 + 1<15 : С4 = %1З ; С5 = %33: Св = Х1З + %55; С7 = %1 З ,

где f... - пар аметр. имеющий размерность упругих постоянных ; 80 - абсо 

лютчая диэлектрическ ая проницаемость вакуума .

Оставшийся п роизвол в выборе постоянных решен и я (4) позволяет

удовлетво р ить граничным условиям (3):
се

, -, {(2 1) в(l ) (2 ) в(1) (в (3 ) I ВО))
kJ п. -1- ~lзз 2п+ l -1- n f.tзз -1- f.tll 8 2п '- ~~1 3 2п , е 11 - 1 -1-
11=0

00

..:: {2 (n -1- 1) f.tЗЗВ~~+2 + (2n~з з + f.t11 + ~l з з ) 8B~~+ 1 - (6)
п=О

- ~~lJЗ (B~~1+ 1 -1- eB~~) + ХЗ 3 [(211 -1- 2) B~~1+ 2 + (2n + 1) 8B~~+ I ] ) = О ,
ос

~ !-L55 [ ~B~~) + (2n + 1) B~~l+IJ + %15~B~~ ,
п=О

со

'\.-, (О )

г.. В2!! = О ,
n=u

со

\~ в(О) О
~-' 211+1 = .
n :::..~ o
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Используя рекуррентные з ависимости (5), уравнения (6) можн о свести

к системе шести однород ных алгебраич еских уравнений

6

~ mм (f.Lij , «и . ен. 8 , ~, Q) X q = О (р = 1, 6), (7)
q=1

Х Х Х) (в (О ) 8 ( 1) 8(З) 8 (0) в(l) в (З » ) И
где (Х1 , Х2, Х3 ' 4, 5 , 6 = О , О , О, 1, 1 , I . З условия

с уществован ия нетр ив и ального решен и я системы (7) получаем дисперсионное

соотношен ие

(8)

из которого оп ределяется зависимость волнового числа ~ от частоты Q.
Полагая в соотношении (8) 8 = О, получаем дисперсионное соотношение

а кустоэлектрически х волн Лэмба в плоском слое. В этом случае оп ределитель

системы (8) расп адается на два независимых сомножителя , соответствующих

симметричным и антиснмметр ичным (относительно ср единной поверхности)

волн ам. Так, полага я в выражениях (5), (6) Вь
О
) = Bb1

) = вiЗ ) = О, полу

ча ем симметричные моды акустических волн. Если положить 8\0) = B)I) =

= вьз) = О , то получим антисимметр ичные моды. Частоты зап и ран ия таких
волн (k = О) [9] определяются аналитически из двух независимых систем

уравнен ий

д2иг " 2 , д2ф _
~t5 5 дг2 + ~ ~ и, + 1<з з --a;.z - О ,

д2ф гч;
- 1> зз --a;.z + 1<зз (f;2 = О

(9)

с граничными условиями

( ди, + 1< дЧJ
) - О

f.L33 дГ 33 7iГ х=± l - ,

и

с граничным условием

~ I = 0f.L55 дг х= ± l .

'ф IX= ±l = о (1 0)

(11)

(12)

Волны , которые рождаются как чисто уп ругие п родоль ные , будем обо

значать W (n), где п - порядковый номер дисперсионной ветви (критические

частоты находятся из спектральной з адачи (11 ), (1 2)), а которые рождаются

как а кустоэлектрические сдв игоные - U (n) (критические частоты находятся

из спектральной з адачи (9), (1 0)). Кроме того, если В О.1 Н 3 я вляется симмет

ричной или антисимметричной, будем добавлять букву S или А соответствен

но. Значения соответствующих частот зап иран ия оп редел яются формулой

SU ( n t I ) = ; п V f.L33 + К~З (n = 1, 3, 5, " .).

Здесь К~З = ::: ; Аи (Т) = '\'1' 1'2' ... (n = о, 2, 4, ...), где '\'1' 1'2'

корни уравнения у cos у - KiJ s iп у = о ; для больших значений п справедли
вы приближенные выражения

Аи (т) ~ ~ n V fAзз + KiJ (n = О, 2, 4, ...),

sw(+)= ~ п V ~55 (n = О, 2, 4, ),

AW (n t 1)= ; Vf1bb (n= 1, 3,5, ).
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Анализ дисперсион ных соотношений проводится численно. В качестве ма
териала рассматрив алась пьезокерам ика PZT-4 со следующими параметрами:

1.,11 = 13,9 . 1010 Н/м2 ; 1.,12 = 7,78 . 1010 Н/м2 ; 1.,13 = 7,43 . 1010 Н/м2; 1.,33 =
= 11 ,5 . 1010 Н/м2 ; 1.,55 = 2,56 . 1010 Н/м2 ; Л13 = -5,2 к/м" ; ЛН = 12,7 к/м" ;

Л33 = 15,1 к/м2; 811 = 730; 10зз = 635; значения нормирующего множителя
л = 1010 Н/м2 •

Для плоского слоя из пьезокер амики ЦТС-1 9 получен о хорошее совпа
дени е с результата ми работ [7, 8] (в пределах действительной оси волновых
чисел) .

Н а рисунке приведены графики шести первых значений ~ = kh . Штри-
л

ховыми линиями обозначены дисперс ионные зависимости ДЛЯ плоского

слоя (е = О), сплошными - для цил инд

ра (8 = 0,25). Из рисун ка следует, что

перва я дисперсионн ая ветвь для п оло

го цилиндра при малых ~ сов падает с

симметричной модой волн, кото рые рож

даются как несвязанные п родоль ные, с

ростом же ~ она выходит на антисим 

метричную моду волн, которые рожда

ются как акустоэлектр ические сдвиго

вы е. Вторая ветвь дисперсионных за

висимостей для полого цилиндра с уве

личением ~ выходит на симметричную

моду волн, которые рождаются как чисто уп ругие продольные. Таким об

разом, область малых ~ для первых двух дисперсионных ветвей явля 

ется областью наиболее сильного взаимодействия продольных и сдв иговых

волн . С увеличен ием частоты дисперсионные зависимости для плоского

слоя и полого цилиндра мало различаются . Так, уже третья. ветвь диспер

сионных зависимостей дл я. полого цилиндр а практически совп адает с соот

ветствующей ветвью для плоского слоя .
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