
(18)

Для неогр аниченного упругого тела решение зап ишется в виде

---> _ 1 { л ---> I Е --->[л ---> -; - 70 l}
II - - 4лG (р . \1) R - 4 (1+ ~v) \1 (р . \1) R J'

где R = 17--;01 . .
Приведеиное решение согласуется с полученным ранее в работах [1, 2].
Отметим, что рассматриваемые решения могут быть использованы при

исследовании напряженного состояния в упругих системах , в которых си

ловые воздейств ия обусловлены изменением темпер атуры, концентраци и

пр имесных частиц и т . п.

J. Лирье А. И . Пр остр анствен ные задачи теор ии упругости .- М. : Гостехиздат, 1955.
492 с.

2. Подстригач Я . С . , Бурак Я. И. К определен ию особых решений уравнений теории уп 

ругости .- Вопр . механики реал. твердого тела, 1962, вып . 1, с . 95-100.
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В настоящее время достаточно полно изучены воп росы взаимодействия аку

стических полей с упругими телами канон ической формы . Для тел некано

нической формы такие задачи изучены ср авнительно мало в связи с нали

чием трудностей при удовлетво рении услови ям контакта . В данной работе

рассмотрена задача о вынужденных колебаниях , вызв а нных точечным ис

точником давления, круговой конеч ной цилиндрической оболочки, замкну

той н а торцах днищами из уп ругих пластин, которые упруго соединены с

оболочкой, и внутри заполненной идеальной сжимаемой жидкостью.

Решение задачи находится с использованием рядов Фу рье и Фурье 

Бесселя. для которых обобщены операции дифференци рован ия на замкнутом

пром ежутке . Обозначим через г, г, 8 безр азмерные координаты (отнесенные

к радиусу оболочки а цилиндрические координаты), в которых ось Ог сов 

мещена с осью цилиндрической оболочки , а плоскость г = О равноудалена

от торцов. Цилиндрическая оболочка (занимающая область r ~ 1, - l ~ г ~

~ [, О ~ 8 ~ 2л) возбуждается гармоническим во в р емени точечным источ

н иком давления

р! = Pof-J o (г - го) О (г) 8 (8) ехр (- iu)'t ), (1)

где 8 - дельта-функция ; го (го < 1), z = О, 8 = О - координаты источ

ника г'. (1) , т - безра змерные круговая ча стота и время соответственно.
Временной фактор в дальнейшем опускается. Тогда з адача об оп ределен ии

поля давления ре (г, z, 8), рассеянного замкнуто й оболочкой , а также ком

понентов вектора персмещений оболочки и, v, w и нормальных перемещений

торцевых пластин, упруго соединенных с оболочкой Uz' сводится к решению

следующей системы дифференциальных уравнений [3, 4, 6]:

(~ + 0)2) ре = г', (2)

(i, j = 1, 2, 3; и, = L j i ) , (3)

л 2 p/1 2 _ а р ! ре
LJ. OUz - - D (1) и; - -D2 [ + ]Z=l.

ре
(4)

7\



Здесь

д2 1 д 1 д2

/),0 = 7JГ2 + -г- дГ + -----;т д62 ;

д2 д2
_ д2 1 - '1'0 д2 I •

'12= ог2 + G{j2 ; L 11 - дг2 + --2-~ T Po,

1 - '1"0- о 2 ? 1+ д 2
F "L 'У n •

О = Eh сотош " ; 12 = г azafJ '

, !2 D = Е/!3

co=~; 12(1- '1'6)'

2 (дЗ 1 - '1'0 д3
) . _ д2 1 - '1'0 д2

•
L1З = - СО дг :! 2 дгд(Р ' L22 - ~ + - -2- дг" + РО ,

и; = :6 - 3---; '1'0 с6 д:'~6; Lзз = с6 ( '12 \7 2 + 2 :~2 + 1)+ 1+ ро ;

С - скорость звука в жидкости ; то - масса единицы площади средин 

ной повер хности оболочки ; "о, Е , h, р - коэффициент Пуассона, модуль

Юнга , толщина , плотность материала оболочки . Компоненты вектора пере-

мещен ий в пластине Ир Ие представ им в виде [5] .

G(j) + 1 дф 1 дер дф (,5)
и, = ----а;:- -г- oi:J ' ив = -г- де - ----а;:- ,

а функции ер (г, 8) и 1р (г , 8) являются решениями дифференциальных урав

н ений

(6)

где

cI = Е (1 - "о) [р (l + "о) (1- 2"о)г
l

; c~ = Е [2р (l + -л' .

Находим неизвестные функции, входящие в уравнения (2) - (6), с

учетом симметрии относительно плоскостей z = О и 8 = О 13 в иде р ядов

Фурь е и Фурье - Бесселя :

00

U (г, 8) = 2: иn (г) cos n8 ,
n=О

v (г , 8) = ~ иn (г) sin n8 ,
11 =0

00

w (г , 8) = 2: шn (z) cos n8 ,
n=о

00

Иг (r , 8) = r, ИZN (г) cos n8,
,,=0

00

и.; (г) = l: иnу sin ~yг ,
у=о

00

иn (г) = ~ и/~y cos ~yг,
у=о

00

ш" (г) = l: шnу cos ~yг ,
\'= 0

00

иг,,(г) = ~ uzn~Jn(Yll nr) ,
",= 0

R _ 'I'Л

!'-' V--I' (7)

00

1p (r , 8) = r, 1рnJn(kzг)siпnЭ,
n=о

00

P~ (г, г) = L P~y (г) cos ~yг ,
v=0

ре (г , г, 8) = r, P~ (г, г) cos n8,
n=о

00

[P~ (г, г) ] г=! = r, Р~~jn(УlJ-nГ) ,
1-'= 0

[
гг; (г , z) l ~.

dz 1=!= ~o РnJJ.Jn (Yllnr),

Здесь Jn (умnг) - функци и Весселя. УМn - корни уравнения j;~ (Y/J.n) = О .

72



где

Представим в виде рядов Фурье и Фурье - Бесселя функцию

00 00 00

р' (г , z, 8) = :Е ~ L cnvllJn (')\сnг) cos ~\'z cos n8,
n=О '1'= 0 ,1=(1

(8)

СоооРо = [2Jo('V~lO) лlг
l

; СnVI! = PoJn ('У"nГо) (- 1)'1' (лlг
1
•

Подстав им функц ии, з аписанны е в виде (7), в уравнения (2) - (6) . Одна
ко ряды здесь дважды и больш е дифференцировать почленно по z и r нельзя .

Поэтому рассмотрим вопрос о представлении таких производных в виде

рядов Фурье и Фурье - Бесселя . Предположим, что четная функция 1 (я)

и нечетн ая ер (г), а также их производные могут быть разложены в ряд Фурье

на отрезке [-1 , []

• 2k 2k+l b2k 2k- l .
Коэффициенты а«, а; , '1', ЬV определяются по формулам [1]

I /

2k 1 r , (2k) \ b2k I S 2k .
аv = "Г J (а) COS ~vzdz '1' = "Г (Р (z) sш ~vzdz ,

-1 - 1

00

. (2k) ", 2k1 (z) = г: а; cos ~vz,
'1'=0

00

t(2k+l)(z) = )' a2k+1sin 13 ·z
.;....J V I \ - ,

\ '=0

I

a~k+l = +S ,( 2k+1) (z) sin ~vzdz,
- 1

00

(2k» ~ b2k .
ер (z = 1..J '1' S IП ~VZ,

'1'=0

00

(2k- l)() '\1 b2k-1 Р.
ер Z = LJ '1' cos I-' vz.

'1'=0

1

b2k- 1 1 S (2k- l) ( ) Р. d
'1' = "Г ер Z соэ р .,е г.

- 1

(9)

(1О)

Интегрируя выражения (10) по частям и учитывая четность инечетность

производных от 1(z) и ер (г) , находим

~k = ki:
1r(_1)'" (- 1)'1' 4- ~~m/(2k-2rn-l) (l)1+(- 1) " ~Zka~ ,

m= OL J

b~k- l = I'~ r(1)m+1 (_ 1)'1' ~~~n(p (2k-2m-2) (l) ] +(_ 1 )k+ I ~ ~k- lb~ , (11)
m= OL Z

а~Чl = _ ~va~k ; b~k = _ ~vb~k-l .

Аналогично, если функцию ~~Uzn (г) представим на отрезке [0 ,1] в виде ряда
Фурье - Бесселя , т . е .

!l = О , 1, 2, 3, '" , (12)

то интегрированием по частям выражений , определяющих коэффициенты

рядов Фурье - Бесселя [2]
!

b~1! = еnl! S~~uzn (г) J n (Yl!nr) rdr,
о

получим такие значения коэффициентов при k = 1, 2:
1 ' 2 О

Ьnl! = 8 nl!UznJn (Yl!n) - YI-'-nbn", (1З)
2 • 2 ' 4 О

Ьnl! = enl!Jn (YiJ,n) [~ oUzn - 'Y,tnUzn] - Yl!nbn.u.,

где

. _ Ir дuzn (г) ]. • [ d J
ит - д , ~oUzn = -d ~oигn (г) ;L r ,=I r , = 1

еnо = 2, t niJ, = 2yiJ,n [(Y~n - n2
) J; (УiJ,n)г

l
; ~t > 1.
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Используя разложен ия (7), (9) и (12), решен ия дифференциальных ур ав

нений (2) - (6) записываем в виде

00

е 1i;l . •
Pn'O(r) = hn'OJn(xr) + ..... (dn'O j.t - dn\,j.tPnj.t) Jn(''lj.tnr) ,

!.!=О

i 1 i i
An'Oun'O + Bn'Ovn'O + CnvWnv = Нп», i = 1, 2, 3,

Здесь

n .
иеп (Т) = - -г ЧJпJn (k 1r ) - 'ФпkzJn (k2r ),

иzn!.! = blи~n + Ь2 (дoи~n) + ЬзРп.u. + Ь4 •

(t 4)

\
+, п , v = О ,

еп = е'О = '

1, п, v> 1;

• (_1 )'0 2
C[nvjl. = 9

L(х2 _ У~иJ

[t = О ,

ип = [ип (Z)]2=1;

и~ = [ dd ип (Z)) ;
z 2=1

ш: = [ dd
3

з шп (Z)] •
z 2=1
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A~v = B~'O ; е; = Ро - п2
_ ~~ 1 --; " о

С
2 2 (.12 (') )2-1
п'О = - n - COnl Jv u - Vo ;

A~'O = Vo~'O + C6~~ - c6~'On2 (l - vo) 2-];

B~'O = п + C6n~~ (3 - vo) T 1
;

C~'O = C6~~ + 2C6n2~ ~ + с6п4
- 2С6п2 + с6 + 1+ Ро;

H~'O = (- 1) 'О2~'Огl (ип + С6Ш~) ;

2 (-1) '0 2 [ n(l+ va) 1-Уа , C6n~ (3 - Ya) ,]
нп'О = L - 2 ип + --2- иn + :2 шп ;

а2 (1 - У6) i е+ Ehpc2 [Рп'О (Т) + Рп'О (r )]r=1;

Х - 1 [ " + п2
(1 - уо) + n (3 - уа) · т , 2 ? ,]

n - 1 _ Уа ип 2 ип 2 оп - шп Т п rt'l1 !

00

Ьз = - а [Dрсzс*г
l
; Ь4 = - Ьз 2: Cn'Oj.t (- Г)";

'0=0

* _ 4 p h (j)2 •
С -Yjl.n--D-'

.. [ d2 1и; = dz" ип (z) 2=1 ;

ш~ = [ dd шп (Z)] ;z 2=1



(15)

Полную замкнутую СНС1' ;:му для определения неизвестных коэффициен

тов иnу, Vnv, Wnv, hnv, PnJJ.' P':JJ.' и~n, 6. 0и~n, ЧJn ' 'Фn' V~. {[n' W~, ХN получим, если
восполь зуемся условиями контакта жидкости с оболочкой и пластинами,

а также условиями сопряжения пластин с оболочкой :

а д р ; ре)
-2-2-д (+ = W, r= l, z~+l,
рс w ,

_а__д_ (р; + ре) = и z = {, r :::::::: 1,
рс2ы2 дг '. ~

дш duz
и, = и, V = и в, W = и" дZ = ~ , г = 1, г = { ,

где

Е г ди (1 див u \ ]
о, = 1- v6 l-i- + УО ": д8 + ---f-) ;

Е ( 1 ди див ив )
5е = 2 (l + уо) -,- дi- +дГ - -,- ;

М, = - 1~:6 [~:~z + УО (+ da~z ++a;~2Z )];

N, = - 1~:6 [ :г (6.o11 z) + (l - уо)+д~;e (+ da~Z)];

Q* = Q + _1_ дМ1 2 •
1 а дг '

5 * 5 2 '1 Q = _l_( aM
2 1 _ дМ1 ) .: = 1 +а 11 12 ; 1 а дв дг '

1\1 Q = Е/! З (~_ д2-ш \ .
1. 12а2 (1 + Уа) дг ciгдВ ) ,

Eh3
( ди ди cJ2w )

М21 = - 24а2 (1 + Уа) дG- дZ + 2 дгдВ ;

Eh ( дu ди h2 д2ш )
51 = 2а (1 + Уа) дв + дZ - --т2а2 дгдВ ;

ЕhЗ
[ ди ди ( .д2 д

З
\ ]М1 = - -- +У - -- --..Lv - - l w .

12а2 (1 - У6) дг о дВ дг2 J О дВ2 ) '

к, = а (1~ У6) [ ~~ + уо (~~ + w) - 1~:2 ~:~ ].
Подставля я решения (I4) в граничные условия (1 5) и п риравнивая соот

ветствующие неизвестные коэффициенты этих р ядов, получаем бесконечную

систему линейных алгебраических уравнений для их определени я . Отметим,

что предложенный метод может быть эффективно использован пр и решен ии

аналогичных задач гидроакустики , когда ДЛЯ жидкости и ограничивающей

ее упругой оболочки или ее частей применим метод рядов .
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